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Solut 


ion. 


5»  Soient  A,  B,  Cj  etc*,  les  corps  qui  composent  le 
w  système^  et  supposons  qu'on  leur  ail  imprime  les  mou- 
»  vements  tl.,  \ili,  O,  etc.,  qu'ils  soient  forcés,  à  cause  de 
u  leur  action  mutuelle,  de  changer  dans  les  mouvemenis 
>î  rt,  ^,  c,  etc.  Il  est  clair  qu'on  peut  regarder  le  niouve- 
îî  ment  JU  imprimé  qu  corps  A  comme  composé  du  mou- 
ï>  vement  a  qu?il  a  pris  et  d'un  autre  mouvement  a  ;  qu'on 
ïî  peut  de  même  regarder  les  antres  mouvements  nL, 
yy  Bj  etc.,  comme  composés  des  mouvements  h^  jS^  c, 
ï>  X,  elc,  ;  d'où  il  suit  que  le  mouvement  des  corps  A^ 
n  B,  C,  etc.,  entre  eux  aurait  été  le  même  si^  au  Heu  de 
lï  leur  donner  les  impulsions  X,  afi).  G,  etc.,  on  leur  eut 
»  donné  k  la  fois  les  doubles  impulsions  a,  a*^  i,  |3;  c, 
w  X,  etc.  Or,  par  la  supposition,  les  corps  A,  Bj  C,  etc, 
»  ont  pris  d'eux-mêmes  les  mouvements  o ,  i ,  c,  etc  :  donc 
1»  les  mouvements  «^  P,  k,  etc.,  doivent  être  tels,  qu'ils 
w  ne  dérangent  rien  dans  les  mouvements  a,  i,  t\  etc,^ 
ï>  c'est-à-dire  que  si  les  corps  n'avaient  reçu  qtie  les  mou- 
>ï  vements  or,  ^,  x,  etc*,  ces  mouvements  auraient  dû  se 
ï»  détruire  mu  tnellementj  et  le  système  demeurer  en  repos. 
ïï  De  là  résulte  le  principe  suivant,  pour  trouver  le  mou- 
ï>  vement  de  plusieurs  corps  qui  agissent  les  uns  sur  les 
w  autres.  Décomposez  les  moupemenls  JL^  ul^,  €,  etc,^ 
ïj  imprimés  à  chaque  corps ^  chacun  en  deux  autres  a^a\ 
^y  by  (3  ;  c,  x,  elc,^  qui  seront  teh^  (fue^  si  l'on  n^eût  ini- 
iî  primé  aux  corps  que  les  mouvemenis  a,  ft,  c,  eîc,^  ils 
»  eussent  pu  consen^er  ces  niom*enienls  sans  se  nuire  ré- 
>ï  ciproqnemenfj  et  que^  si  on  ne  leur  eût  imprimé  que 
)î  les  mouvements  ûî,  p,  x^  etc.^  le  système  fût  démenti 
'M  en  repos ^  il  est  clair  que  a^  h^'c^  etc. s  seront  les  mou- 
M  \^ements  que  ces  corps  prendront  en  vertu  de  leur  ac- 
»  tion.  Ce  qu'il  fallait  trouver»  » 
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Il  paraît  qu'avant  d'Alembert,  Fontaine  avait  aperçu  le 
principe  qui  nous  occupe;  car  dans  la  Table  des  Mé* 
moires  de  Fontaine,  qui  précède  son  Traité  de  Calcul 
différentiel  et  intégral  (p.  3),  nous  trouvons  qu'il  avait 
communiqué  ce  principe  à  l'Académie  en  1739.  Toutefois, 
les  idées  de  Fontaine  sur  ce  sujet  ne  furent  publiées  que 
longtemps  après  l'apparition  du  Traité  de  Dynamique ^ 
et  d'Alembert  a  certainement  l'honneur  d'avoir  montré 
la  merveilleuse  fécondité  du  principe.  Une  des  plus  belles 
applications  qu'il  en  fît  eut  pour  résultat  la  solution  com- 
plète du  problème  de  la  précession  des  équinoxes,  pro- 
blème qui  jusqu'à  cette  époque  avait  résisté  aux  efforts 
réunis  d'un  grand  nombre  de  géomètres  et  de  Newton  lui- 
même. 

On  peut  encore  voir  Torigine  de  la  découverte  de  d'A- 
lembert dans  un  Mémoire  de  Jacques  BernouIIi  publié  en 
1686  dans  les  jicta  eruditorum,  sous  le  titre  :  Narratio 
controversiœ  i^ter  Dn,  Hugenium  et  Ahhatem  Catela- 
num agitatœ  de  centra  oscillationis,  etc.  (*)•  Jl  s'agissait 
du  pendule  composé.  BernouIIi  commit  une  méprise  dans 
la  solution;  néanmoins  il  montra  comment  un  problème 
de  Dynamique  peut  se  ramener  à  un  problème  de  Stati  - 
que,  ce  qui  est  le  fond  de  la  méthode  de  d'Alembert  (**). 


(*)  Jacques  Bernoulli,  Opéra ^  t.  I,  p.  277. 

(**)  Voici  le  raisonnement  de  BernouIIi  : 

Soient  A,  A'  deux  poids  égaux  liés  à  une  droite  rigide  et  libre  de  tourner 
dans  un  plan  vertical  autour  de  son  extrémité;  le  premier  de  ces  poids 
sera  le  plus  éloigné  de  Textrémité  fixe.  Le  système  étant  écarté  de  la 
verticale,  on  Tabandonne  à  lui-même.  Soient  r  et  r'  les  distances  des 
poids  au  point  de  suspension,  p  et  i>'  les  vitesses  de  x;es  poids  corres- 
pondantes à  une  position  du  système  choisie  à  volonté,  u  et  u'  les  vitesses 
qu'auraient  ces  deux  corps  aux  mômes  points  s'ils  étaient  descendus  dans 
les  mêmes  circonstances  initiales  en  formant  chacun  un  pendule  séparé. 
La  liaison  du  système  a  fait  acquérir  au  corps  A  la  vitesse  c  —  u,  et  au 
corps  B  la  vitesse  négative  —  («'  —  p'  )  ;  or  ces  vitesses  acquises  doivent  se 
faire  équilibre  en  vertu  de  la  liaison,  laquelle  constitue  un  levier;  donc 

I  . 
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On  trouvera  de  plus  amples  développements  sur  ce 
point  de  l'histoire  des  sciences  dans  la  Mécanique  ana^ 
lytiquede  Lagrange,  IP  partie,  1'"°  section,  et  dans  VHis» 
toire  des  Mathématiques  de  Montucla,  IV®  partie,  vu®  li- 
vre, §  3,  et  V®  partie,  m®  livre,  §  4«  Dans  les  Traités 
modernes,  on  énonce  le  principe  de  d'Âlembert  sous  Fune 
des  formes  suivantes  : 

Lorsqu'un  système  matériel  est  en  moui^ement  sous 
radian  de  forces  quelconques^  les  forces  qui  seraient 
capables  de  produire  le  mous^ement  observé^  si  tout  le 
système  était  libre ^  font  équilibre^  en  vertu  des  liaisons^ 
aux  forces  réellement  appliquées  prises  en  sens  con^ 
tr aires, 

Lorsquun  système  matériel  est  en  moui^ement  sous 
r  action  de  forces  quelconques,  les  forces  perdues  se  font 
équilibre  au  moyen  des  liaisons. 

Souvent,  pour  abréger,  on  nomme  forces  effecUX^es 
les  forces  qui  produiraient  le  mouvement  observé  si  tout 
le  système  était  libre. 

SECTION  I. 

MOUVEMENT    d'uN    POINT    MATÉRIEL. 

1 .  Nous  allons  d'abord  déterminer  le  moui^emenl  d'un 
point  matériel  assujetti  à  rester  dans  l'intérieur  d'un  tube 
qui  change  à  chaque  instant  de  position  et  même  de 
.  forme. 

Nous  supposerons  le  tube  assez  étroit  pour  que  le  point 

v-^Wi  u'  —  v'  ::  r'  :  r.  Telle  est  la  relation  qui  détermine  le  mouvement 
du  système. 
Si  Rernoulli  eût  remplacé  les  vitesses  acquises  pendant  un  temps  fini 

dv    dtf' 
par  les  vitesses  acquises  pendant  un  temps  Infiniment  petit) -^9  -^9  son 

raisonnement  eût  été  une  application  exacte  du  principe  attribué  à  d'A- 
lembert. 
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matériel  ne  puisse  pas  osciller  transversalement  dans  son 
intérieur,  et  nous  négligerons  le  frottement.  L'axe  de  ce 
tube  pourra  former  une  courbe  à  double  courbure. 

Rapportons  le  système  à  trois  axes  rectangulaires  fixes 
dans  Tespace.  Soient  : 

a:,  y,  z  les  coordonnées  du  point  matériel  à  l'époque  ^; 

X  -H  dx^  y  -h  dy^  z  -{'  dz  les  coordonnées  du  même 
point  à  l'époque  infiniment  voisine  t  -{-  dt'^ 

x-i-âx^  y-i-  dj^  z  -{'  ^z  les  coordonnées  d'un  point 
du  tube  infiniment  voisin  du  point  (x,  J,  z)*^ 

X,  Y,  Z  les  composantes  parallèles  aux  axes  des  forces 
accélératrices  extérieures  qui  sollicitent  le  point  maté- 
riel. 

Donnons  au  point  matériel  un  petit  mouvement  vir- 
tuel qui  le  fasse  passer  de  la  position  (x,  y^  z)  à  la  posi- 
tion [x  -h  ^x^y  -f-  ^y^  -z  -h  Jz) .  Le  principe  de  d'Alem- 
bert,  combiné  avec  celui  des  vitesses  virtuelles,  nous 
fournit  l'équation 

Les  coordonnées  x^y^  z  sont  encore  assujetties  à  véri- 
fier les  équations  du  tube, 

Ces  trois  équations  pourront  nous  donnera:,^,  z  en  fonc- 
tion de  ir,  et  alors  le  problème  sera  résolu. 

Clairaut  a  traité  cette  question  et  plusieurs  autres  du 
même  genre  dans  un  Mémoire  qui  fait  partie  du  Recueil 
de  l'Académie  des  Sciences  pour  1742. 

Appliquons  ces  formules  à  quelques  exemples  : 

2.  Un  tube  rectilîgney  situé  dans  un  plan  honzontal, 
tourne  autour  de  l'un  de  ses  points  as^ec  une  vitesse  an- 
gulaire telle j  que  la  tangente  de  V angle  décrit  soil  pro- 
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portionnelle  au  temps.  Déterminer  le  mouvement  d\in 
point  matériel  placé  dans  V intérieur  de  ce  tube. 

Nous  prendrons  le  plan  horizontal  pour  plan  des  xj^ 
et  la  position  initiale  du  tube  pour  axe  des  x. 

Soit  y  =  Jitx  l'équation  du  tube  à  l'époque  f  ;  k  sera 
une  constante. 

Appliquant  la  formule  générale  (A),  on  n'a  pas  à  con- 
sidérer les  termes  en  z,  et  l'on  doit  poser 

Il  vient 

dr  dr 

De  plus,  l'équation  du  tube  donne  la  relation 

d'^r  d^x  dx 

dt^  dt^       .        dt 

'  d^Y 

Eliminant  -r^?  on  obtient  une  relation  entre  les  deux 
dc^ 

variables  x  elt, 

d^x  dx  ik'^t 


dO  '  dt  1^/2^' 

L'intégrale  première  est 

log—  -l-log(i  +  X-V»)=:const., 

ou,  si  l'on  nomme  j3  la  vitesse  initiale  du  point  dans  le 

tube, 

^dt 

On  tire  de  là,  en  nommant  a  la  valeur  initiale  de  x, 

j:  zrr  a  4-  -  arc  tang(XY), 

et  par  suite, 

yz=iakt-\-^t  arc  Ung  (X/). 
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Prenons  des  coordonnées  polaires  r,  0,  dont  Torigîne 
soit  au  centre  de  rotation,  et  dont  Taxe  soît  la  direction 
initiale  du  tube. 

Nous  aurons,  d'après  les  valeurs  précédentes, 


a:  =  a-hj9,      jrz=z(a-h  ^ejtange; 


d'où  résulte  l'équation  de  la  trajectoire, 

ali  -^  6ô 

r  = ■ —  • 

XcosO 

3.  Déterminer  le  mouvement  d  ^un  point  pesant,  placé 
dans  Viniérieur  d'un  tube  rectiligne  qui  décrit  un  cône 
droit  autour  de  la  verticale,  d^un  mouv^ement  uniforme. 

Soient  «  l'inclinaison  du  tube  sur  la  verticale  dirigée 
de  bas  en  haut,  et  w  la  vitesse  angulaire  de  la  projection 
du  tube  sur  le  plan  horizontal. 

Prenons  l'origine  au  sommet  du  cône,  l'axe  des  z  di- 
rigé en  sens  contraire  de  Ja  pesanteur,  et  Taxe  des  x  dans 
le  plan  vertical  qui  contient  le  tube  à  l'origine  du  temps. 
La  vitesse  co  sera  comptée  positive  lorsque  le  mouvement 
en  projection  horizontale  aura  lieu  de  l'axe  des  x  vers 
l'axe  des^. 

Il  nous  faut  poser  dans  la  formule  (A) 

X=:Y  =  o,     Z  =  -g; 

puis  éliminer  deux  des  coordonnées  x^  y^  z  h  Taide  des 
équations  du  tube, 


-  :=  taDg(k>r,      =:  tanga. 

X  z 

Mais  nous  arriverons  à  des  formules  plus  simples,  si 
nous  employons  des  coordonnées  polaires,  savoir  les  an- 
gles a,  ot)^,  et  la  distance  r  du  sommet  du  cône  au  point 
matériel  comptée  positive  de  bas  en  haut. 
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Les  formules  de  transformation  sont  les  suivantes  : 

/  j:  =  rsina  cosci)^, 
(i)  <  j"  =  rsina sinw^, 

(  z  =z  rcosa. 
On  en  tire 

r  r  r 

D'après  ces  valeurs,  la  formule  (A)  donne  d'abord  l'équa- 
tion 

d^x  d^Y  d^z 

Mais  il  faut  remplacer  ici  les  variables  x,y,  z  par  les  va- 
riables /',  a  et  /,  à  l'aide  des  relations  (i).  Afin  d'abréger 
cette  substitution,  observons  que  si  l'on  différentie  deux 
fois  la  relation 

on  aura 
xd^x-{-xd^X-hzd^z=:dr^-^  rd'^r  —  (dx"^  -^  dy^  -\-  dz^). 

D'ailleurs  la  quantité  dx^-i-  dj*-h  dz^  qui  figure  ici  re- 
présente le  carré  delà  distance  de  deux  points  infiniment 
voisins  situés  sur  la  surface  du  cône  5  et  le  carré  de  celte 
distance  peut  encore  se  représenter  par  la  somme 

car  cette  distance  est  F  hypoténuse  d'un  triangle  rectangle 
infiniment  petit  dont  les  côtés  sont  drei  rsina.o^dt.  On 
a  donc 

xd^x-hyd^jy  -h  zd^z=:rd^r  —  r'sîn^a.w*c?/^ 
Substituant  cette  valeur,  on  trouve  Téquati on  transformée 

d'r 

-jY  —  rw'sm^a  -4-  g  cosa  =  o, 

dt^  \         w^sma/ 
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dont  rintëgrale  est 

Les  constantes  C  et  C  se  déterminent  par  les  données  ini- 
tiales. 

Supposons  que  le  point  matériel  soit  lancé  du  sommet 
du  cône  le  long  du  tube  avec  la  vitesse  u. 

Nous  aurons 


f'COSa        ^       ^,  w  ^       r>, 

%  .  ,     =C-hC,     --, —  =  C— C; 
w'sm'a  usina 


d'où 


u  —  -cota  «  -h  -  cota 

fircoSa  «  ûi/sina  »  —  w<sina 

/•==,., 1 : e : e 

u'siD^a  2&>sina  2&>sina 

Si  u>  -  cota,  r  croît  jusqu'à  l'influi,  le  mobile  s'é- 
loigne indéfiniment. 

Si  w  =  -  cota,  r  croît  sans  cesse,  et  s'approche  toujours 

de  la  valeur     ,  .  ,    sans  jamais  pouvoir  l'atteindre.  Ainsi 
w'sin^a  ''  ^ 

le  mobile  se  meut  toujours  dans  le  même  sens,  mais  ne 
dépasse  pas  une  certaine  position. 

Si  li  <^  -  cota,  alors,  posant 


nous  avons 


u  =  -cota  —  bj 


usina        2«sina  L  J 

^  —  _  i  r^e«'8ina  _  (2^  _^  ô)<?-"'  sin«"j  . 

d'où  nous  voyons  que  si  la  vitesse  u  est  positive,  le  mobile 


8  MÉCANIQUE    RÀTIONlîELLE. 

Les  formules  de  transformation  sont  les  sv 


(  ^ 

=  rsmacos«f, 

(0 

1  '^ 

=  /'sinasinci)^, 
=  rcosa. 

On  en  tire 

Sx 

X 

r 

Sr. 

3y  =  ^Sr:  , 

êz 


D'après  ces  valeurs,  la  formule  (A)  do 
tion 

fl'x  dW  d*z 


dt^ 


dO 


dt^ 


Mais  il  faut  remplacer  ici  les  var! 
riables  r,  a  et  /,  à  Taide  des  rel' 
cette  substitution,  observons  q: 
fois  la  relation 

on  aura 
xd^x-\-yd^jr -{-ztl*z=.  dr 

D^ailleurs  la  quantité  dx^- 
présente  le  carré  de  la  dis 
voisins  situés  sur  la  suri' 
distance  peut  encore  se 
dr^ 

car  cette  distancé  est  • 
infiniment  petit  dor 
iidonc 


.  ions 

IL  lube 

rajectoire 


une  chalnetle  dont  or 

ptcmier  problème  où 

.  i  aa  point  OHilérid  assujetti 

:j..:à«k^  n  ot  dû  i  Jean   Ber- 

-ft^ii.  ^.Asv^  vâi  jinnales  de  Ger- 


ie 


JT^  p«èU  maiériel  assu- 
dimmgc à  chaque  instant 


TQlHw'^i  Ji  II 

'  n  t  matériel  comme  ren- 
'  >finiment  voisines. 


'  )que  t  ; 
lu  même 

i 

S  d'un  point 

.  \  axes  des  forces 
ni  le  point, 
iné  avec  celui  des  vi- 

i  a  il  on 

ivcnt  encore  vérifier  Féquation 

.^^.  r,  2,  0  =  0- 

lation  nous  permet  d'éliminer  la  varia- 
nous  donne 

^/F  ^         ^F  ^         rfF  ^ 

-—  (Î:f  4-  -T-  ^r  4-  -7-  «îs  =  o. 
dx  dy  dz 


aile 


\  (d^x  \dY        tdH       ^\^F"1^ 

Maintenant  les  variations  cJx,  ^y  sont  tout  à  fait  ar- 
bitraires; il  faut  donc  que  leurs  coefficients  soient  sépa- 
rément nuls.  Ceci  nous  fournit  les  trois  équations  sui- 
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cesse  de  monter  pour  commencer  à  descendre  à  l'époque 

log(.  +  ^), 


2  &>  sin  a 


dr 
pour  laquelle  —  s'annule.  Depuis  cette  époque  le  mobile 

descend  indéfiniment  dans  la  partie  inférieure  du  tube 
avec  une  vitesse  toujours  croissante. 

Examinons  maintenant  le  cas  où  le  tube  tournerait 
dans  le  plan  horizontal. 

Il  faut  poser  a  =  -  dans  l'équation  (2).  Elle  devient 

Admettons  que  le  point  matériel  parte  sans  vitesse  ini- 
tiale d'une  distance  au  centre  égale  à  c,  et  représentons 
par  (7  Tare  décrit  dans  le  temps  t  par  le  point  du  tube 
d'où  le  mobile  est  parti.  Alors  l'équation  Je  la  trajectoire 
pourra  s'écrire. 

Sous  cette  forme,  elle  représente  une  chaînette  dont  cr 
serait  l'abscisse  et  r  l'ordonnée. 

Ce  cas  particulier  constitue  le  premier  problème  où 
l'on  ait  étudié  le  mouvement  d'un  point  matériel  assujetti 
à  rester  sur  une  ligne  mobile.  Il  est  dû  à  Jean  Ber- 
noulli  (*).  Ampère  l'a  résolu  dans  les  Annales  de  Ger- 
gonne,  t.  XX,  p.  87. 

4.  Étudions  le  mouvement  d^un  point  matériel  assu^ 
jetti  à  rester  sur  une  surface  qui  change  à  chaque  instant 
de  position  et  déforme. 

(*)  Opéra,  t.  IV,  p.  248. 
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On  pourra  se  représenter  le  point  matériel  comme  ren- 
fermé entre  deux  surfaces  parallèles  infiniment  voisines. 
Nous  ferons  abstraction  du  frottement. 

Soient  : 

a:,  jy  z  les  coordonnées  du  point  matériel  à  1  époque  t  ; 

X  +  dx^  y  +  dj^  z  -^  dz  les  coordonnées  du  même 
point  à  l'époque  infiniment  rapprochée  t  +  dt'^ 

X  -h  ^.r,  j  H-  dy^  z  4-  Jz  les  coordonnées  d'un  point 
de  la  surface  infiniment  voisin  du  point  (x,  j ,  -z)  ; 

X^  Y,  Z  les  composantes  parallèles  aux  axes  des  forces 
accélératrices  extérieures  qui  sollicitent  le  point. 

Le  principe  ded'Alembert,  combiné  avec  celui  des  vi- 
tesses virtuelles,  nous  donne  l'équation 

Les  variables  a:,j^5  z,  t  doivent  encore  vérifier  l'équation 
de  la  surface  mobile, 

F  (x,  y,  z,  t)  =  o. 

Cette  dernière  équation  nous  permet  d'éliminer  la  varia- 
tion âz'^  car  elle  nous  donne 

dx  ay  dz 

Il  en  résulte 

\  (d^x         \dF       (d'^z       ^\^F"1^ 

Maintenant  les  variations  dx^  ôy  sont  tout  à  fait  ar- 
bitraires; il  faut  donc  que  leurs  coefficients  soient  sépa- 
rément nuls.  Ceci  nous  fournit  les  trois  équations  sui- 
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vantes,  dont  Tune  est  une  conséquence  des  deux  autres, 

(d^x      ^\d¥_(d^z  {d¥ 

\'dF''^)lb-^\dF'~^)dI' 

\dt^  Jdx^XdO  )dr' 

Deux  de  ces  trois  équations,  conjointement  avec  celle  de 
la  surface,  détermineront  x^  j^  z  en  fonction  de  f ,  et  le 
problème  sera  résolu. 

5.  Déterminer  le  mons^ement  d*un  point  pesant,  lancé 
le  long  d^un  plan  qui  tourne  uniformément  autour  (Vun 
axe  horizontal. 

Prenons  l'axe  de  rotation  pour  axe  des  or,  la  verticale 
dirigée  dans  le  sens  de  la  pesanteur  pour  axe  des  z,  et 
Tinstant  où  le  plan  est  horizontal  pour  époque  initiale. 
Nommons  o)  la  vitesse  angulaire  du  plan  comptée  positive 
lorsque  la  rotation  a  lieu  de  l'axe  des/  vers  Taxe  des  z. 

Nous  avons  d'abord 


d^x  (IW  ^         (dH         \  ^ 


Au  lieu  d'éliminer  z  par  l'équation  du  plan,  -  =  langoi)«,, 

il  nous  sera  plus  commode  de  remplacer  les  coordonnées 
y^  z  par  l'angle  décrit  wt  et  par  la  distance  du  mobile  à 
l'axe  de  rotation.  Soit  r  cette  distance.  Les  formules  de 
transformation 

j'-zzi  rcoswr,     z=r/*sinw^ 

donnent 

Jj  =r  coswf.^r,     5z  =r  sinw/.^r; 

d^y  d^r  .  dr  ^ 

— —  =:coswf.  -ri 2wsinw/. «^cosw^.  r, 

df^  dt^  dt 

d^z     .    ,  d^r  dr  . 

il)        =  sm&)/,— h  2wcoswr.-z w^sïnw^.r. 

^^        di'  dr  de 
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De  ces  valeurs  on  conclut  Tëquation  transformée 

d^x  (d'^r  \ 

dO  \dt^  ^  ) 

Ici  ^x  eidr  sont  à  volonté  5  on  doit  donc  poser 

d^x  d'r 

dt^  dO  ^ 

La  première  équation  a  pour  intégrale 

l'intégrale  de  la  seconde  s^obiient  par  la  méthode  commune 
des  équations  linéaires^  elle  est 

(2)  r=rBe"'-f-B'6-"' ^  sinw/. 

Les  quatre  constantes  A,  A',  B,  B'  se  déterminent  sans 
difficulté,  quand  on  connaît  la  position  et  la  vitesse  ini- 
tiales. 

Supposons  en  particulier  que  le  mobile  parte  de  l'ori- 
gine des  coordonnées  sans  vitesse  initiale.  Alors 

A=:A'=:0,       B=:/^,        B' =  -  /-/, 

et  par  conséquent 

x  =  o,     rz=J-  (e'^'—e-"'  — 2sinwO- 

Lorsque  t  est  très-grand,  le  mobile  décrit  dans  l'espace 
une  courbe  qui  est  à  très-peu  près  la  spirale  logarithmique 

'^^  4^»  ^  ' 

l'angle  Q  tenant  ici  la  place  de  cof. 

Nos  formules  supposent  que  le  point  matériel  reste  sur 
le  plan.  Or,  si  le  point  matériel  est  simplement  posé  sur 
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centrifuge,  w*  Ix  —  ^j  —-  j  ;  donc 

gdz  -f-  w*  (xdx  -hydy)  =  o, 

z  H (x*  +j')  =  const. 

Ainsi,  la  courbe  doit  être  tracée  sur  un  paraboloïde  de 
révolution  autour  de  Taxe  de  rotation^  le  paramètre  de  la 

parabole  génératrice  étant  ^  • 

Quesiion proposée  au  concours  d^ agrégation ^  année  i85o. 

SECTION  II. 

QUESTIONS  DIVERSES. 

1 .  Considérons  un  système  de  points  matériels  soumis 
à  des  forces  et  à  des  liaisons  quelconques. 

Soient  : 

m,  7/Zi,  m,,  etc.,  les  masses; 

a,  at)  as,  etc^,  les  positions  à  Tépoque  ^ 

^5  ^i>  ^n  ^tc.,  les  positions  à  l'époque  t-\-  di\ 

e.  Cl,  Cs,  etc.,  les  positions  qu'auraient  les  mêmes 
, points  à  l'époque  t  +  dt^  si  pendant  l'instant  dt  ils 
eussent  été  libres  de  toutes  liaisons,  les  forces  extérieures 
restant  les  mêmes. 

Les  distances  cb,  Cj  &i,  c^  b^^  etc.,  mesurent  les  dévia- 
tions instantanées  dues  aux  liaisons. 

Ceci  posé,  proposons -nous  de  démontrer  que  le  mou- 
uement  d'un  système  de  points  matériels ^  liés  entre  eux 
d'une  manière  quelconque,  s'opère  à  chaque  instant  de 
telle  sorte^  que  la  somme  des  produits  que  l'on  obtient  en 
multipliant  la  masse  de  chaque  point  par  le  carré  de  sa 
dés^iation  instantanée  due  aux  liaisons,  est  inféiieure 
à  celle  que  Von  trouverait  en  supposant  qui  à  V époque 
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t-\~  dt  les  points  aient  d'autres  positions  (3,  ^i,  (3„  etc., 
compatibles  avec  les  liaisons. 

DaDs  le  mouvement  réel,  les  forces  perdues  à  Tépoquef 
sont 

bc  bxCx  b^  c, 

""dT''    '"'liF'    '"'-JF'"" 

Or  ces  forces  doivent  se  faire  équilibre  en  vertu  des 
liaisons;  par  conséquent,  si  nous  donnons  aux  points  du 
système  des  déplacements  virtuels  i(3,  6|  |3i ,  i»  j3, , . . . . 
nous  aurons,  d'après  le  principe  des  vitesses  virtuelles, 

^^m bc , b p cos  {cbp)'~. 
D'ailleurs, 

2  2  2  /\ 

c^  =:cb   -f-^p  —ibc.b^cos(cb^); 
donc  la  différence 

^wcp   — \^mcb  =\^///ôp  —  "i^mbcb^  cos(c^p) 

est  toujours  positive  5  c'est-à-dire  que  la  somme  rela- 
tive  aux  déviations  réelles,  ^mcb  ,  est  inférieure  à  la 

somme  >^/7iCj3  ,  relative  à  tout  autre  système  de  dévia- 
tions compatibles  avec  les  liaisons. 

Il  suit  de  là  que,  dans  le  cas  où  les  mouvements  libres 
ne  peuvent  exister  par  suite  de  conditions  nécessaires,  ces 
mouvements  sont  modifiés  parla  nature,  de  la  même  ma 
nière  que  le  calculateur  appliquant  la  méthode  des 
moindres  carrés  modiGe  les  nombres  observés,  lorsqu'ils 
se  rapportent  à  des  grandeurs  qui  sont  assujetties  à  des 
relations  nécessaires. 

Gauss,  Journal  de  Crclle,  t.  IV,  p.  232, 

2.   Considérons  un  système  de  points  assujettis  à  des 

11.     2*  ÉDiT.  2 
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liaisons  quelconques  et  un  second  sjstème  semblable  au 
premier  quant  à  la  disposition  et  quant  aux  liaisons. 
Soit  a  le  rapport  de  similitude  linéaire  entre  les  deux 
systèmes.  Supposons  de  plus  que  jS  soit  le  rapport  des 
masses  entre  les  points  homologues^  et  y  le  rapport  des 
forces  s emblablement  dirigées  qui  agissent  sur  les  points 
homologues  dans  la  position  initiale  et  dans  les  autres 
positions  semblables.  Dans  ce  cas^  le  mouvement  des 
deux  systèmes  sera  semblable,  c^ est-à-dire  que  les  points 
homologues  décriront  des  courbes  semblables  dans  des 
temps  proportionnels  :  le  rapport  des  temps  sera 


-5 

V    7 
et  celui  des  vitesses 


\/ï 


p 


-^ï 


En  effetj  nommant  m  la  masse  d'un  point,  et  X,  Y,  Z 
les  forces  motrices  qui  le  sollicitent  parallèlement  aux 
axes,  nous  pourrons  représenter  le  mouvement  du  pre- 
mier système  par  Téquation 

2[(»Sî-x),,.(»,J:_y).. 

étendue  à  tous  les  points  de  ce  système.  Si  nous  supposons 
que  le  second  système  soit  homo  thé  tique  au  premier  par 
rapport  à  l'origine,  ce  qui  ne  nuit  point  à  la  généralité, 
nous  pourrons  représenter  le  mouvement  du  second  sys- 
tème par  l'équation 

2  [  (P»'  "^  -  VX)  a..  +  (?«.  ^  -  7t)  «^r 
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étendue  à   tous  les  points.  Or  cette  équation  coïncide 

avec  la  première  quand  on  y  remplace  dt  par  i/ -^dt. 

Cela  suffit  pour  la  démonstration. 

Mais  pour  se  rendre  pleinement  raison  de  ce  théorème, 
il  faut  observer  quMl  entre  dans  les  questions  de  Dynami- 
que trois  quantités  tout  à  fait  indépendantes,  l'espace, 
le  temps  et  la  masse,  et  deux  autres  quantités  qui  dépen- 
dent des  premières,  la  vitesse  et  la  force.  La  vitesse  est  - 
proportionnelle  à  l'espace  parcouru  et  en  raison  inverse 
du  temps.  La  force  est  proportionnelle  h  la  niasse,  à  la  vi- 
tesse communiquée,  et  en  raison  inverse  du  temps,  ou,  ce 
qui  revient  au  même,  la  force  est  proportionnelle  à  la 
malsse,  à  Tespace  qu'elle  fait  parcourir,  et  en  raison  in- 
verse du  carré  du  temps. 

Les  unités  de  longueur,  de  temps  et  de  masse  sont  tout 
à  fait  arbitraires^  par  conséquent  les  équations  qui  pro- 
viennent d'une  question  de  Dynamique  ne  peuvent  être 
altérées  quand  on  multiplie  respectivement  les  longueurs, 
les  temps  et  les  masses  par  des  nombres  à  volonté  a,  e 
et  /S^  pourvu  que  l'on  multiplie  en  même  temps  les  vi- 
tesses et  les  forces  par  les  nombres  y;  ==  -?  et  y  =  —  • 

Le  théorème  qui  nous  occupe  est  dû  à  Newton  {Prin- 
ci'pia^  lib.n,  prop.  3*2).  Il  constitue  une  vraie  théorie  de 
la  similitude  en  Mécanique,  laquelle,  comme  l'on  voit, 
résulte  de  l'homogénéité  des  équations  par  rapport  aux 
trois  espèces  de  quantités  qui  y  figurent.  Quelques  appli- 
cations feront  sentir  son  importance  théorique  et  pra- 
tique. 

Deux  points  matériels  égauXj  attirés  vers  un  centre 
fixe  par  une  force  proportionnelle  à  la  n*^""  puissance 
de  la  distance^  partent  sans  vitesse  y  Vun  d^une  dis- 
tance a,  Vautre  d^une  distance  a\  Leurs  distances  au 

2. 
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centre  d^attraction  seront  proportionnelles  après  des 
temps  dont  le  rapport  est 

•  — n 

En  effet, 
donc 


\/f =(:r)  ' 


Si  7/  =1,  les  dislances  seront  proportionnelles  après 
des  temps  égaux  et,  par  conséquent,  les  mobiles  arrive- 
ront en  même  temps  au  centre  d'attraction  {**). 

L'application  suivante  a  élé  signalée  par  M.  J.  Ber- 
trand (***). 

Supposons  qu'il  s'agisse  de  ptévoiry  par  des  expé- 
riences en  petity  la  valeur  d\ine  invention  mécanique 
dont  la  réalisation  sur  une  grande  échelle  serait  trop 
coûteuse.  Il  s'agira,  par  exemple,  d'une  locomotis^e,  et 
l'appareil  construit  sera  a  fois  plus  petit  que  la  machine 
piojelée. 

Le  rapport  des  masses  sera  a',  celui  des  forces  dues  à 
la  pesanteur  sera  de  même  a' 5  par  conséquent  le  rapport 
des  autres  forces  qui  agissent  sur  les  deux  systèmes  doit 
aussi  être  a'.  De  là  il  résulte  que  le  rapport  des  vitesses 
sera  ^a  comme  le  rapport  des  temps,  et  le  rapport  des 
travaux  a*.  Examinons  séparément  les  différentes  forces 
qui  se  trouvent  en  jeu.  Les  pressions  de  la  vapeur  sur 


{*)  EuLERy  Mechanica,  t.  I,  cap.  Jir,  §  3o8. 

(**)  Newton,  Principiay  lib.  I^prop.  xxxviii,  cor.  1, 

l***)  Journal  de  VÉcole  Polytechnique,  XXXIK  Cahier,  p.  189. 
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les  pistons  devant  être  dans  le  rapport  de  a'  à  Tunité,  les 
tensions  rapportées  à  des  surfaces  égalesdevront  être  dans 
le  rapport  de  a  à  Tunilë.  Les  résistances  de  Tair  étant  pro- 
portionnelles aux  surfaces  et  aux  carrés  des  vitesses,  elles 
se  trouveront  naturellement  dans  le  rapport  voulu  de  a* 
à  l'unité.  Les  frottements  de  glissement,  étant  proportion- 
nels aux  pressions,  se  trouveront  aussi  dans  le  même  rap- 
port. Enfin  les  résistances  au  roulement  (*),  étant  propor- 
tionnelles aux  pressions  et  en  raison  inverse  du  diamètre 
des  roues,  se  trouveront  dans  le  rapport  de  a*  à  l'unité. 
Ils  seront  donc  trop  grands  dans  le  petit  système;  on  devra 
tenir  compte  de  cette  différence,  qu'il  est  difficile  d'éviter. 

Savart  a  reconnu,  par  de  nombreuses  expériences,  que 
si  l'on  prend  pour  mesure  du  son  rendu  par  un  corps  SO' 
li'de  élastique  le  nombre  de  vibrations  exécutées  pendant 
r  unité  de  temps  y  ce  son  vane  en  raison  inuerse  des  di- 
mensions du  corps  y  tandis  que  ces  dimensions  croissent 
ou  décroissent  dans  un  rappoit  donné.  Or,  comme  l'a 
remarqué  M.  Cauchy  (**),  cette  loi  générale  d'acoustique 
résulte  encore  de  l'homogénéité  des  équations  du  mouve- 
ment. 

En  effet,  soient  deux  corps  de  même  nature,  dont  les 
dimensions  linéaires  sont  dans  le  rapport  a.  Ou  peut 
considérer  ces  corps  comme  formés  d'un  même  nombre 
de  molécules  semblablement  disposées  et  possédant  des 
masses  qui  sont  dans  le  rapport  a'.  Dès  lors  on  a  deux 
systèmes  semblables.  Si  donc  les  valeurs  initiales  des  dé- 
placements moléculaires  nécessaires  pour  produire  des 
vibrations  sont  dans  le  rapport  a,  le  rapport  de  la  durée 

des  vibrations  sera  -=?  y  étant  le  rapport  des  forces  rao- 

.   V  7 

(*)  Voir  plus  loin,  chap.  VII,  sect.  a. 

(**)  Mémoire*  de  V Académie  des  Sciences  de  Paris,  t.  IX,  p.  117;  1829. 
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trices.  Il  uous  reste  à  prouver  que  le  rapport  des  forces 
motrices  est  a*,  ou  bien  que  celui  des  forces  accélératrices 

est  -  •  Or,  si  l'on  cherche  l'expression  de  la  force  accéléra- 
trice qui  sollicite  une  molécule  (a:,  j^  2),  on  trouve 
qu'elle  est  une  somme  de  termes  formés  chacun  d'une  con- 
stante, multipliée  par  l'une  des  dérivées  partielles  du  se- 
cond ordre  des  variations  des  coordonnées  depuis  la  posi- 
tion d'équilibre,  ces  dérivées  étant  prises  par  rapport  aux 
coordonnées  elles-mêmes  ;  en  sorte  que  les  coordonnées  et 
leurs  variations  étant  multipliées  par  a,  chaque  terme  se 
trouvera  du  degré  —  i  par  rapport  à  a.  On  se  rend  compte 
jusqu'à  un  certain  point  de  cette  expression  de  la  force  sans 
aucun  calcul,  en  considérant  une  iîlede  molécules,  et  par- 
tant de  ce  principe,  que  l'action  mutuelle  de  deux  molé- 
cules très-voisines  est  proportionnelle  à  l'écartement 
qu'elles  ont  subi  à  partir  de  leur  position  d'équilibre,  et 
que  cette  action  est  nulle  quand  les  deux  molécules  ne  sont 
pas  très-voisines  l'une  de  l'autre. 

On  verrait  de  la  même  manière  que  la  loi  de  Savart 
s'étend  aux  sons  rendus  par  une  masse  fluide,  contenue 
dans  un  espace  fini. 

3.  Soient  P  et  V  deux  petites  billes  réunies  par  une 
tige  rigide  et  sans  poids  ;  la  première  peut  glisser  sur  un 
fil  tendu  horizontalement  entre  deux  points  fixes  ^  la  se- 
conde  repose  sur  le  plan  horizontal  qui  contient  le  fil, 
Déterminerle  moux^ement  que  prend  le  système  quand  on 
lui  imprime  une  vitesse  connue  le  long  du  plan  horizontal. 

On  suppose  que  les  frottements  sont  nuls  et  que  les 
billes  peuvent  être  assimilées  à  des  points  matériels. 
Prenons  le  fil  pour  axe  des  x,  et  soient  : 
X  l'abscisse  de  la  première  bille  5 
x'f  y'  les  coordonnées  de  la  seconde; 
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/  la  distance  des  deux  billes  \ 
m,  m!  leurs  masses  ; 

B  l'angle  que  la  droite  PP'  fait  avec  l'axe  des  x. 
Puisque  les  forces  extérieures  sont  nulles,  on  a  Féqua- 
tion 


m 

tir- 


Or 


x' =z  X -h  i cos9y  y=/sinô; 

Sx'  =  8x—  l  sin  B$9,  Sy' =  i  ces  0^0  ; 

d'-x'  _d^x         d'cosB  d^f  _    r/^sinQ 

~dF'~"dF'^        df"     '  'dF  "     ~S7^* 

Substituant  ces  valeurs  dans  la  première  équation,    et 
égalant  à  zéro  les  coefficients  des  variations  arbitraires 
Jx,  (Î6,  il  vient 
r  .  /  /N  ^'-^         ,,^^cos9 

.    .  .    ./^'-^  rf^cosÔX        ,r/^sinÔ 

(.)       _sme(^— +  /^^j  +  /-^cos9  =  o. 

La  première  équation  a  pour  intégrales  successives 

(3)  (m  4-  m')^  —  /w'/sinO  —  =  A, 

'  dt  dt 

(wH-  /7i')a?4-/w7cosô  =  Ar  -f  B, 

A  et  B  étant  deux  constantes. 

Soient  JTo  et  0o  les  valeurs  initiales  de  a:  et  de  0  5  f3  et  w 

dx         dB 
celles  de  -7-  et  -T-*  Ces  valeurs  détermineront  les  con- 
dt        dt 

stantes,  et  l'on  trouvera  finalement 

j  {m  -^  m'){x  —  Xo)'^m'l  (cosQ  —  cosBf,) 

d^x 

L'élimination  de  la  dérivée  -—  entre  les  équations  (i) 
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et  (2)  fournit  une  seconde  équation, 

,  ,.  d^smQ       ^  d^cosQ   .   , 

(m  -h  /«')  — — —  cosô  -^  m  — ; sinô  =  o  , 

qui  a  pour  intégrale 

^'"^"^^[-dT)  +'/^^~^)=const., 


ou 


^  '  dt^ 

Si  l'on  détermine  la  constante  par  les  données  initiales, 
il  vient 


(5)  Tc=-\/ 


m  -\-  m!  ces'  0„ 


w'cos'O 

Cette  dernière  formule  donne  0  en  fonction  de  f  à  l'aide 
d'une  intégrale  elliptique;  portant  cette  valeur  dans  l'é- 
quation (4),  on  aura  x  exprimé  en  fonction  de  t. 

L'équation  différentielle  de  la  courbe  que  décrit  la 
bille  P'  s'obtiendra  par  l'élimination  de  dt  entre  les  équa- 
tions (3)  et  (5)  5  les  coordonnées  seront  alors  x  et  0.  Elle 
donnera  immédiatement  x  en  fonction  de  6  à  l'aide  d'une 
quadrature. 

Glaibaut,  Mém,  de  VAcad,  des  Se.  de  Paris,  1736,  p.  10. 

4.  On  suppose  trois  points  matériels,  mobiles  dans 
un  plan  fixe,  qui  s'attirent  proportionnellement  à  la 
masse  et  en  raison  impers e  du  carré  de  la  distance. 
Trouver  tous  les  cas  où  le  mous^ement  de  deux  de  ces 
points  autour  du  troisième  est  de  même  nature  que  le 
mouvement  relatif  de  deux  points  s'attirant  seuls  sui- 
vant la  même  loi. 

Soient  : 

fA  l'attraction  de  l'unité  de  masse  sur  l'unité  de  masse  à 
l'unité  de  distance  ; 

M,  m,  m' les  masses; 
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i      c^  r^  r'  les  distances  mm',  Mm ,  Mm'*, 

x,  y  et  3ç\  y  les  coordonnées  des  points  m  et  m'  par 
rapport  à  des  axes  rectangulaires  et  de  directions  Cxes, 
qui  se  coupent  au  point  M. 

Prenons  la  question  de  plus  haut,  en  supposant  d'a- 
bord que  l'attraction  de  l'uni  te  de  masse  sur  l'unité  de 
masse  soit  une  fonction  quelconque  de  la  distance.  Re- 
présentons celte  fonction  par  ç  (r). 

La  force  accélératrice  qui  sollicite  le  point  m  a  pour 
composante  suivant  l'axe  des  x,  supposé  fixe, 

Si  nous  ajoutons  à  cette  force  une  nouvelle  force  accélé- 
ratrice, égale  et  contraire  à  celle  qui  sollicite  suivant  la 
même  direction  le  point  pris  pour  origine,  nous  pour- 
rons considérer  l'origine  comme  fixe,  et  les  équations  que 
nous  fournira  le  principe  de  d'Alembert,  dans  cette  hy- 
pothèse, seront  celles  du  mouvement  relatif.  Ces  équa- 
tions sont  les  suivantes  : 

(0      ^  -+-(M-l-/w)Y(r)  ^  4-,;,'[^ç(r')^-f-ç(p)^^^]==0, 

(3)-  ^+(M-f-m')ç(r^)^-f-m[ç(r)^+y(p)^]  =  o, 
(4)      ^  +(M+/7i')y(/j  ^-^m^[r)l  +ç(p)  ^:^]  =  o. 

Or,  si  le  point  m  était  attiré  par  un  seul  point  placé  à 
l'origine,  son  mouvement  serait  régi  par  des  équations  de 
la  forme 
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K  désignant  une  constante.  Pour  que  le  mouvement  soit    ^ 
de  même  nature  dans  le  système  des  trois  points,  il  faut 
donc  que  Ton  ait  constamment 

H  désignant  une  constante.   L'élimination   de  H  nous 
donne  la  condition 

Les  équations  (3)  et  (4),  traitées  de  la  même  manière, 
nous  auraient  donné  la  condition  semblable 

(-y-r*')['-^-5^]=o. 

De  là  résultent  deux  solutions, 

y(p)  _y(0  _?(^')    ^,    x_.T 
p  r  r'  y      y' 

Sans  pousser  plus  loin  la  discussion  du  cas  général, 

venons  au  cas  le  plus  intéressant,  celui  où(p(r)  =  -^• 

Première  solution.  p=:r=.  r'^  les  trois  points  sont  con- 
stamment situés  aux  sommets  d^ un  triangle  équilatéral. 

Les  équations  (i),  (a),  (3),  (4)  se  réduisent  aux  sui- 
vantes : 

-^  •+-  fX  (M  •+-  /7I  •+-  m')  ^  =  o. 


d'où  Ton  voit  que  chacun  des  deux  corps  w,  m'  se  meut 
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comme  s'il  était  attiré  vers  Torigine  par  une  masse  égale 
à  la  masse  totale  des  trois  corps. 

Pour  que  ce  mouvement  ait  lieu,  il  ne  suflSt  pas  que 
les  corps  soient  primitivement  situés  aux  sommets  d'un 
triangle  équilatéral,  il  faut  encore  que  les  vitesses  ini- 
tiales de  deux  corps  relativement  au  troisième  soient 
égales  et  également  inclinées  sur  les  droites  qui  joignent 
les  deux  premiers  corps  au  dernier,  en  sorte  qu'on  ait  au 

premier  instant 

dp dr dr' 

dt        dt'"   dt' 

.V  X* 

Seconde  solution.  -  =  ^:  les  trois  points  sont  con-^ 

y     y 

stamment  en  ligne  droite^  et  si  le  point  tn'  se  trompe  au 
milieu, 

Ces  dernières  relations  permettent  d'écrire  l'équa- 
tion (i)  sous  la  forme 

1^)  ^-* 


[m'  m'       1  X 


alors  on  voit  que  le  point  m  se  meut   comme  s'il  était 
attiré  vers  l'origine  par  une  force  égale  à 


(6) 


Or  les  trajectoires  des  points  m,  m',  rapportées  à  des 
coordonnées  polaires  dont  l'origine  est  au  point  M,  ont 
des  équations  de  la  forme 

F(r,   ejnro,      F[r\  Ô)=:0. 
Si  ces  équations  étaient  connues,  l'élimination  de  Q  donne- 


28  MÉCANIQUE    RATIONNELLE. 

raît  une  relation  entre  les  distances  simultanées  r  et  /', 

de  laquelle  on  pourrait  tirer  la  valeur  de  r'  en  fonction 

r' 
de  r.  Le  rapport  — et,  par  suite,  l'expression  (6)  sont 

donc  des  fonctions  de  r.  D'un  autre  côté,  quand  la  force 
attractive  est  une  fonction  de  la  distance,  la  trajectoire 
ne  peut  être  une  section  conique,  comme  l'exige  notre 
problème,  que  dans  le  seul  cas  où  la  force  est  inverse- 
ment proportionnelle  au  carré  de  la  distance^  donc 

r' 

—  =  const. 

r 

Soit 

d'où 

x  =  {i-^p)xf,     j=:(n-/^)/,     p=pr'. 

Si  l'on  reporte  ces  valeurs  dans  l'équation  (i)  ou  (5),  il 
vient 

Les  mêmes    substitutions   faites   dans   l'équation  (3) 
donnent 


Mais  on  doit  avoir 


par  conséquent 

M  -f-  //î  -h  /3 


=  (M  +  «')(n-/>)»-(-/w(i  -(-/j)  — « 


(!+/»)' 
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OU  bien 

i       — (w'-+-3/w)/?«— (2w'-»-3/w)/?  — (/;ï+/ii')  =  o. 

Les  équations  (a)  et  (4))  traitées  de  la  même  manière, 
conduiraient  à  la  même  relation  que  doit  vérifier  la  con- 
stante p.  La  valeur  de  cette  constante  est  donc  la  racine 
positive  de  l'équation  (8),  laquelle  est  unique  diaprés  la 
règle  de  Descartes, 

Eu  résumé,  les  trois  mobiles  sont  toujours  en  ligne 
droite,  et  leurs  distances  sont  dans  un  rapport  constant, 
déterminé  par  les  équations  (7)  et  (8).  Les  sections  co- 
niques décrites  par  les  points  m^  m'  sont  homothétiques 
par  rapport  au  point  M. 

Pour  produire  ce  mouvement,  il  faut  des  positions  ini- 
tiales qui  satisfassent  aux  conditions  précédentes,  et  des 
vitesses  initiales  relatives  qui  soient  parallèles  entre  elles 
et  proportionnelles  à  la  distancé  au  point  M. 

Si  l'on  suppose  que  M  se  rapporte  au  soleil,  m'  à  la 
terre  et  m  à  la  lune,  on  aura,  d'après  les  nombres  de  la 
Mécanique  céleste  (t.  III,  p.  71  et  1 85), 


M=:i,     m'=z 


329630  329630  X  68,5 

Ces  nombres,  rapprochés  de  l'équation  (8),  montrent 
que/7  sera  une  petite  fraction;  on  peut  donc,  sans  erreur 
considérable,  égaler  le  plus  grand  terme  positif  au  plus 
grand  terme  négatif-,  alors  il  vient 


•=y 3—'      ou  a  peu  près    p  =  —  {*). 


('*)M.  Liouville  a  démontré  iÂdditions  à  la  Connaissance  des  Temps 
pour  1845,  et  Journal  de  Mathématiques,  i856,  p.  7^S)  que  dans  cette  so- 
lution le  système  formé  parles  trois  corps  est  instable;  en  sorte  que,  dès 


Fig.  5i. 
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Les  deux  cas  que  nous  venons  d^examiner  sont  les 
seuls  où  il'on  ait  pu  trouver  toutes  les  intégrales  rigou- 
reuses du  fameux  problème  des  trois  corps.  Ils  ont  été 
discutés  par  Lagrange  dans  son  Essai  d^une  nouvelle  mé- 
thode pour  résoudre  le  problème  des  trois  corps,  ouvrage 
qui  a  remporté  le  prix  de  l'Académie  des  Sciences  de 
Paris,  en  1772. 

S.  Un  Jil flexible,  pesant  et  homogène^  porté  par  l'une 
de  ses  extrémités^  tourne  uni- 
formément  autour  d^un  axe 
vertical.  Dire  si  le  fil  peut 
conserver  une  figure  perma- 
nente^ et  quelle  est  cette  fi- 
gure . 

Admettons  que  cette  figure 
permanente  soit  possible,  et 
cherchons  à  la  déterminer. 

Le  principe  de  d'Alembert 
réduit  le  problème  à  une 
simple  question  de  Statique.  Trois  forces  agissent  sur 
chacun  des  éléments  du  fil,  la  pesanteur,  et  deux  len- 


qu'il  est  légèrement  troublé,  il  tend  à  se  déranger  de  plus  en  plus  d'une 
manière  rapide.  Il  en  résulte  que,  si  ce  système  avait  été  réalisé  par  le 
Créateur  dans  le  soleil,  la  terre  et  la  lune,  la  lumière  de  la  lune,  loin  de 
remplacer  constamment  celle  du  soleil  pendant  les  nuits,  comme  l'affirme 
Laplace  dans  VExposition  du  Sorstème  du  monde  (liv.  IV,  chap.  v),  aurait 
été  probablement  moins  fréquente  qu'elle  ne  Test  dans  l'état  actuel  des 
choses. 

Quant  au  système  fourni  par  la  première  solution,  M.  Gascheau  (Thèse 
de  Mécanique)  a  montré  qu'il  est  stable  quand  on  a 


(M- 


-m'y 


Mm-hMm'-hmm'  ^  ^-'^ 

et  seulement  dans  ce  cas.  Cette  inégalité  est  satisfaite  par  le  soleil,  la 
terre  et  la  lune. 
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sions  dirigées  en  sens  contraires  suivant  les  tangentes 
extrêmes.  Ces  trois  forces  doivent  faire  équilibre  h  la 
force  eflTective  dirigée  en  sens  contraire,  c'est-à-dire  à  la 
force  centrifuge;  ainsi  les  moments  des  quatre  forces  au- 
tour de  l'axe  de  rotation  doivent  faire  une  somme  nulle. 
Les  moments  de  la  pesanteur  et  de  la  force  centrifuge 
étant  nuls,  ceux  des  deux  tensions  doivent  être  égaux  et 
de  signes  contraires;  par  suite,  quel  que  soit  le  point  du 
fil  que  l'on  considère,  le  moment  de  la  tension  en  ce  point 
doit  être  égal,  en  valeur  absolue,  au  moment  de  la  ten- 
sion à  l'extrémité  libre,  lequel  est  nul,  puisque  la  tension 
est  nulle  à  cette  extrémité.  Cela  exige  que  l'axe  soit  ren- 
contré par  chacune  des  tangentes  à  la  courbe  formée  par 
le  fil;  d'où  il  résulte  que  la  courbe  est  plane.  Au  reste, 
si  Ton  omettait  de  faire  cette  remarque  dès  le  principe, 
l'analyse  y  suppléerait. 

Deux  coordonnées  nous  suffisent.  Prenons  l'axe  des  y 
sur  l'axe  de  rotation,  dirigé  en  sens  contraire  de  la  pe- 
santeur, et  faisons  passer  Taxe  des  x  par  l'extrémité  in- 
férieure du  fil. 

Soient  ©  la  vitesse  angulaire,  T  la  tension  essentielle- 
ment positive,  et  s  l'arc  compté  à  partir  de  l'extrémité 
inférieure. 

Le  principe  de  d'Alemberl,  appliqué  à  l'un  des  élé- 
ments du  fi],  nous  donne  les  équations 

(i)  d(T^\-{-(d'xdsz=:o, 

La  seconde  a  pour  intégrale 

T  -j-zzizgs  -^  const.  i 
as 
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et,  puisque  T  et  j  sont  nuls  à  rextrémité, 

(3)  t|=,,. 

Multiplions  les  équations  (i)  et  (a)  respectivement  par  — 

dy  * 

et  -r-9  puis  ajoutons  les  produits,  eu  développant  les  dif- 
férentielles et  observant  que  (-r-)  ^~(;7^)  =ï»I1  vient 
(IT  =  —  (^^jcdr  -h  gdy, 
T  = w* Jî'  ~^  êX  "^  const. 

Soit  a  la  distance  de  Taxe  à  l'extrémité  inférieure. 
Nous  devrons  avoir  simultanément 

Cela  nous  détermine  la  constante  et  nous  donne 

(4)  .    T  =  ~(«^~.r»)  +  ^r. 

Pour  obtenir  l'équation  différentielle  de  la  courbe, 
remplaçons  ds,  dans  les  équations  (i)  et  (2),  par  sa  va- 
leur M  "+"  (  7"  )  ^>  ^^  considérons  jr  comme  la  va- 
riable indépendante;  nous  pourrons  écrire  les  résultats 
sous  la  forme 

l-[-{f)'T'-9*[-(l)f 
-[-(l)T'-4-(l)'J 


'==0. 
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Retranchant  ces  équations  membre  à  membre  après  avoir 
multiplié  la  seconde  par—?  puis  remplaçant  T  par  sa 
valeur  (4)^  il  vient 

ag'^  '\dy^       \djr)        g     \dx)       dy      g      ^ 

Cette  équation  différentielle,  résolue  par  rapport  à  la 
plus. haute  dérivée,  a  tous  ses  coefficients  réels;  par  con- 
séquent elle  représente  une  courbe.  Le ^l. peut  conserver 
une  figure  permanente.  » 

Il  nous  reste  à  étudier  cette  figure. 

L'équation  (3)  nous  montre  que  la  tension,  estimée 
parallèlement  à  Taxe  de  rotation,  est  égale  au  poids  du  fil 
situé  au-dessous. du  peint  considéré;  T  est  donc  supé- 
rieur à  gfy  et,  par  conséquent,  (4),  JO  ne  peut  atteindre  a, 
T  étant  essentiellement  positif,  la  même  équation  (3)  nous 
fait  voir  que  y  «roit  toujours  quand  5  augmente.  Par  là 
nous  pouvons  déjà  entrevoir  que  la  courbe  forme  une 
suite  d'ondulations  de  part  et  d'autre  de  Taxe  de  rotation. 
Le  nombre  de  ces  ondulations  est  évidemment  indéter- 
miné; il  dépend  de  la  longueur  du  fil  et  de  sa  position 
initiale. 

Intégrons  Téquation  (i)  à  partir  de  Textrémilé  infé- 
rieure du  fil  ;  nous  aurons 

T —  =  —<A^lxdSy     ou  bien     T -7- =  —  w'j:,^, 
ds  J  as 

en  nommant  Xi  la  distance  de  l'axe  au  centre  de  gravité 
de  Tare  s  sur  lequel  s'étend  l'intégrale.  Divisant  cette 
dernière  relation  par  l'équation  (3),  il  vient 

-.  dx t^^Xi  ^ 

^    ^  dx~~  g    ' 

Or,  si  nous  supposons  que  la  distance  à  l'axe  soit  un 

1,    2e   ÉDIT.  3 
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maximum  ou  un  minimum  à  rexlrémilé  de  Tare  j,  -— 

sera  nul  h  ce  poînt^  donc  aussi  Xi  sera  nul,  c*est-à-dire 
f|ue  le  centre  de  gravai  lé  du  fil  qui  pend  au-dessous  d^un 
point  dont  la  distance  à  taxe  est  un  maximum  ou  un 
minimum  se  troui^e  sur  l'axe  de  rotation, 

H  est  évident  que  la  même  et  ose  peut  se  dire  de  toute 
portion  de  fll  dont  les  extrémités  sont  parallèles  à  Taxe. 
De  là  il  suit  qu'une  telle  portion  du  fil  coupe  toujours 
l^'axe,  et  Fou  en  conclut  cjue  la  distance  de  Taxe  aux  dif- 
férents points  du  ul,  prise  en  valeur  absolue,  n'a  pas 
d'autre  minimum  que  xéro.  Ainsi  la  forme  générale  de 
la  courbe  est  bien  telle  que  l'indique  la  figure» 

De  ce  que  nous  venons  de  dire  il  résulte,  eu  égard  au 
théorème  de  Guldin,  que  toute  portion  de  la  courbe  qui 
est  terminée  à  deux  points  consécutifs  parmi  ceux  où  la 
tangente  est  verticale  (en  y  comprenant  l'extrémité  libre), 
est  divisée  par  l'axe  en  deux  parties  qui  engendrent  dans 
leur  rotation  des  surfaces  équivalentes,  A  Taide  de  la 
même  relation  (S),  il  est  aisé  de  voir  que  plus  générale- 
ment, si  Ton  considère  deux  arcs  situés  tout  entiers  d^un 
même  côté  de  l'axe ^  et  dont  les  tangentes  extrêmes 
soient  parallèles  deux  à  deux^  les  surfaces  engendrées 
par  ces  deux  arcs  sont  èfjuivalentes. 

Aux   points    où   la    tangente    est   verticale,  —  ^  1 1 

donc,  en  vertu  des  équations  (3)  et  (4)»  on  a  pour  ces 
points 

Puisque  -^  est  généralement  inférieur  à  l'unité  et  jamais 

supérieur,  s — j^  croît  avec  j";  d'après  cela,  la  dernière 
relation  nous  fait  voir  que,  de  deux  points  oà  le  fil  est 
"uerticalj  fa  plus  éloigné  de  l'axe  est  le  moins  éles^é. 
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Ceci  y  rapproché  de  ce  que  nous  avons  dit  sur  Taire  des 
différentes  nappes  de  la  surface,  nous  montre  que  la 
distance  de  deux  intersections  conséciUii^es  de  l'axe  par 
la  courbe  va  en  augmentant  à  mesure  que  Von  s'élèi^e 
au-dessus  de  Vorigine. 

Quand  on  suit  la  courbe  en  partant  de  son  extrémité 
inférieure,  on  rencontre  les  points  d'inflexion  sur  les 
branches  qui  se  rapprochent  de  Taxe.  En  effet,  si  l'on 

pose  ^-j  =  o  dans  l'équation  différentielle  de  la  courbe, 

elle  donne 

dx  w^ 

La  courbe  intéressante  qui  nous  occupe  ici  peut  se 
réaliser  à  très-peu  près  en  faisant  tourner  avec  la  main 
une  chaîne  à  la  fois  pesante  et  flexible. 

6.  Vnfiljlexihle,  homogène  et  soustrait  à  la  grai^ité^ 
tourne  uniformément  autour  d'une  droite  fixe  sur  la^ 
quelle  sont  attachées  ses  extrémités.  Dire  si  le  fil  peut 
conserver  une  figure  permanente ^  et  quelle  est  cette 
figure. 

On  montrera  d'abord  que  la  courbe,  si  elle  existe,  doit 
être  une  courbe  plane  \  puis,  prenant  l'origine  à  l'une 
des  extrémités  du  fil,  et  l'axe  des  j  suivant  l'axe  de  ro- 
tation, on  arrivera  à  l'équation  différentielle 

sJ[b—xY-^a^ 

dans  laquelle  a  et  h  sont  des  constantes  positives,  et  a  <^i. 
Cette  équation  représente  une  courbe  réelle  5  et,  comme 
les  constantes  sont  indépendantes  de  la  vitesse  angulaire, 
la  forme  de  la  courbe  ne  dépend  pas  de  la  vitesse  angu- 
laire; elle  dépend  seulement  de  la  longueur  du  fil,  de  la 
distance  de  ses  extrémités  et  de  sa  position  initiale. 

3. 
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Il  existe  une  infinité  de  formes  d^équilibre,  dans  les- 
quelles le  fil  est  partagé  en  arcs  égaux,  situés  alternative- 
ment de  part  et  d'autre  de  l'axe  de  rotation.  Ces  formes 
diverses  se  distinguent  par  les  valeurs  difïér^Qtes  des 
constantes  a  eib. 

Ce  problème  a  été  proposé  par  M.  Sturm,  au  concours 
d'agrégation  de  1842* 

7 .  Un  cordon,  engagé  sur  une  poulie  Ai ,  porte  à  Vune 
de  ses  extrémités  le  poids  V  -\-  p  età  l'autre  extrémité  le 
poids  P.  Vn  deuxième  cordon ,  engagé  sur  une  deuxième 
poulie  Apporte  à  Vune  de  ses  extrémités  la  chape  de  la 
poulie  Al,  et  à  Vautre  un  poids  2 P.  Un  troisième  cor- 
don, engagé  sur  une  poulie  As,  porte  à  Vune  de  ses  ex- 
trémités la  poulie  Aj,  et  à  Vautre  le  poids  /^V,'  Ainsi  de 
suite,  jusqu^à  unn'^""'  cordon  qui  s^ engage  sur  une  poulie 
fixe  A„  et  porte  d^une  part  la  poulie  mobile  A„_i,  de 
Vautre  le  poids  2"~*  P. 

Trouuer  le  mouv^ement  du  système,  en  négligeant  les 
frottements  ainsi  que  les  poids  des  cordons  et  des 
poulies. 

Considérons  un  système  formé  de  trois  poulies  seule- 
ment Ai,  Al,  As  et  de  qiiatre  poids  P-f-p,  P,  2P,  4P« 

Nommons  j-,  yxt  Ju  y%  les  hauteurs  des  poids  P  -f-  p, 
P,  2P54P  au-dessus  d'un  même  plan  horizontal;  écrivons, 
par  la  méthode  des  vitesses  virtuelles,  que  les  forces  appli- 
quées aux  quatre  poids,  prises  en  sens  contraires,  font 
équilibre  aux  forces  effectives, 

II  vient 


(') 


+ (P^  +P^)  *^'+ [(P+/')S^  +(P+/'k]  *J=o. 
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Les  liaisons  du  système  donnent  entre  Içs  variables  >", 
Juji»  J8  la  relation 

Portons  dans  Téquation  (i)  les  valeurs  de  dy^  -—que 

donne  cette  relation  (2),  et  égalons  séparément  à  zéro  les 
coeflSicîenls  de'^j^3,  dy^,  dy^.  Nous  obtenons  trois  équa- 
tions de  la  forme  *  ^ 

Il  s'ensuit  que  les  équations  du  mouvement  des  poids 
P,  2P,  4P  sont 


dt^  dr  dt^         8P-I-7/E? 

D'après  ces  valeurs  et  la  relation  (2),  le  mouvement  du 
poids  P  4-  p  est  donné  par  l'équation 

dr  "        8P  4-7/?' 

On  voit  que  tous  les  poids  prendront  un  mouvement 
uniformément  accéléré. 

Généralement,  si  les  vitesses  initiales  sont  nulles,  cha- 
cun des  poids  P,  2  P, . . . ,  2"""*  P  montera  avec  une  même 
vitesse 

2"P-|-(2«— /)/?' 
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le  poids  P  -I-  /?  descendra  avec  la  vitesse 

les  poulies  Ai,    Aj,,..    A„_i  descendront  avec  les  vi- 
tesses 

(2"-'—  l)(S       (2«-2—  l)  (;,...,       ç. 

Si  Ton  réunit  les  extrémités  des  coréons  auxquels 
nous  avons  supposé  attachés  les  poids  P,  2P, . . .  2'*"*P, 
et  qu'on  suspende  à  cette  extrémité  commune  un  poids 
égal  à  {2" —  ï)  P?  ^^  pourra  maintenir  ce  poids  en  équi- 
libre en  appliquant  à  l'extrémité  libce  du  premier  cordon 
une  puissance  égale  à  P. 

Ainsi,  pour  un  tel  système  de  n  poulies  employé  à  sou- 
lever un  poids,  le  rapport  de  la  résistance  à  la  puissance 
est  2" —  15  tandis  que  pour  un  système  de  moufles  le  rap- 
port de  la  résistance  à  la  puissance  n'est  égal  qu'au 
nombre  n  des  poulies,  # 

VAif  MuscHENBAOECK,  Introductîû  ad  philosophiam 
naturalerriy  Mec^  §  49^* 

8.  Les  équations  générales  du  mouvement  d'un  point 
matériel  libre, 

:5^-X  =  o,     ^-Y=.o,     ^-Z-o, 

peuvent  s'écrire 

d.  I    dx\       X 

d.  l    dy\        Y 


d.f    dz\        Z 
d7Vdl)-ô='''^ 


ds 


on  le  reconnaît  aisédiènt,  si  l'on  observe  que  ^=  -j. 
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Ces  dernières  équations,  comparées  aux  équations  gé* 
nérales  de  l'équilibre  d'un  fil  flexible  (t.  I,  p.  iSj), 


-mZ- 
nous  donnent  le  théorème  suivant 


d.  /  dx 

ds  \   ds 

d^f   dy\ 
ds\ds) 

d.  /   dz\ 
dFydl) 


I  -hmXz=o, 


Un  point  matériel  sollicité  par  les  forces  accéléra^' 
trices  X,  Y,  Ta^  fonctions  des  seules  coordonnées ,  a  pour 
trajectoire  et  pour  vitesse  p»  la  courbe  d^ équilibre  et  la 
tension  d'un  fil  fiexïble  qui  serait  sollicité  par  les 
forces 

mv  mv  mu 

m  étant  la  masse  du  fil  rapportée  à  l'unité  de  longueur^ 
pourî^u,  toutefois,  quen  un  point  donné,  commun  aux 
deux  courbes,  la  vitesse  du  point  soit  égale  à  la  tension 
du  fil  et  de  même  direction. 

Réciproquement,  un  fil  fiexible,  dont  la  masse  rap- 
portée à  V  unité  de  longueur  est  m,  et  qui  est  sollicité  par 
les  forces  X'^Y\  Z',  rapportées  à  V  unité  de  masse,  a 
pour  forme  d'' équilibre  et  pour  tension  t  la  trajectoire 
et  la  vitesse  d'un  point  matériel  sollicité  par  les  forces 
X  =  —  mtH'^  Y  ==  —  mtY\Zz:=  —  mt TJ , pourvu  quen 
un  point  donné,  commun  aux  deux  courbes^  la  tension 
duûl  et  la  vitesse  du  point  soient  égales  en  grandeur  et 
'^l(^iirection. 

Exemples. —  i^  Un  point  pesant,  lancé  de  l'origine 
des  coordonnées  dans  la  direction  horizontale  de  Taxe 
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des  X  avec  la  vitesse  \^â^,  décrit  la  parabole 


avec  la  vitesse  i/  =  i/-  (a'h-x^), 

v'  Il  s'ensuit  qu'un  fil  flexible,  sollicité  de  bas  en  haut 
par  la  force  verticale 


vW 


m  ^a}  H-  x^ 

décrit  la  même  parabole,  pourvu  qu'il  passe  à  l'origine 
des  coordonnées,  que  sa  tangente  en  ce  point  soit  hori- 
zontale, et  que  la  tension  y  soit  égale  à  s/ô^.  Alors  sa 
tension  en  un  point  quelconque  est 


^' 


^[a^^x^). 


Nous  sommes  arrivés  directement  au  même  résultat, 
t.  î,  p.  i5a. 

2°  On  sait  qu'un  fil  flexible,  homogène  et  pesant^  en 
équilibre,  décrit  la  chaînette 


,=î(.u.-^), 


et  que,  sa  tension  au  point  le  plus  bas  (a:  =  o^y=^à) 
étant  représentée  par  r,  sa  tension  en  un  point  quel- 
conque est  ^ 


t=r^-. 


Il  en  résulte  qu'un  point  matériel,  lancé  horizontale- 
ment du  point  (x  =  o,^  =  rt)  avec  la  vitesse  t,  et  solli- 
cité par  une  force  verticale,  dirigée  de  bas  en  haut, 
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égale  à 

décrit  la  même  cbainette. 

3**  Le  théorème  qui  nous  occupe  peut  s'employer  pour 
trouver  les  équations  générales  qui,  dans  le  cas  d'un  fil 
en  équilibre,  lépondent  aux  diverses  équations  générales 
du  mouvement  d'un  point.  On  trouvera,  en  nommant  s 
l'arc,  t  la  tension  et  S  la  force  appliquée,  estimée  suivant 
la  tangente  à  la  courbe,  qu'à  Téquation  des  forces  vives 
répond  l'équation 

qu'à  l'équation  des  aires  répond  l'équation 

r  étant  le  rayon  mené  du  centre  de  forces  à  la  courbe,  et  C 
désignant  une  constante  (t.  I,  p.  i58). 

Enfin,  au  principe  de  la  moindre  action^  exprimé  par 
la  formule 

$ .   1  mvds  =  G, 
répond  la  formule 


^•/"^=" 


C'est-à-dire  que,  si  l'on  intègre  entre  deux  points  choisis 
à  volonté  le  produit  de  l'arc  élémentaire  par  la  tension 
qu'il  supporte,  la  somme  obtenue  est  inférieure  à  celle 
qu'on  obtiendrait  de  la  même  manière  entre  les  deux 
mêmes  points  extrêmes,  après  que,  par  de  nouvelles  liai^ 
sons,  on  aurait  assujetti  le  fil  à  décrire  une  nouvelle 
courbe  sous  l'influence  des  mêmes  forces. 
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CHAPITRE  VI. 

MOMENTS  D'INERTIE. 


On  nomme  moment  d'inertie  d'un  corps  par  rapport 
à  un  axe,  la  somme  des  produits  que  Ton  obtient  en  mul- 
tipliant la  masse  de  chaque  molécule  par  le  carré  de  sa 
distance  à  Taxe. 

Si  l'on  désigne  par  M  la  masse  du  corps  entier,  et  par  k 
une  ligne  convenablement  déterminée,  on  pourra  mettre 
le  moment  d'inertie  sous  la  forme  MA'j  alors  la  ligne  h 
est  ce  que  l'on  nomme  le  rayon  de  giration  du  corps  au- 
tour de  l'axe  considéré. 

Euler  s'est  servi  le  premier  du  terme  moment  dHnertie; 
voici  comment  il  s'en  explique  (*)  :  «  Ratio  hujus  deno- 
»  minationis  ex  similitudine  motus  progressivi  est  de- 
»  sumpta  :  quemadmodum  enim  in  motu  progressivo,  si  a 
))  vi  secundum  suam  directionem  sollicitante  acceleretur, 
»  est  incrementum  celeritatis  ut  vis  soUicitans  divisa  per 
»  massam  seu  inertîam;  ita  in  motu  giratorio,  quoniam 
»  loco  ipsius  vis  soUicitantis  ejus  momentum  considerari 

»  oportet,  eam  expressionem  I  r^d^^  quae  loco  inertise 

V  in  calculum  ingredi  tur,  montentum  inertiœ  appellemus, 

»  ut  incrementum  celeritatis  angularis  simili  modo  pro- 

))  portionale  fiât  momento  vis  soUicitantis  diviso  per  mo- 

))  mentum  inertiœ.  » 

{*)  Theoria  motus  corporum  solidorum,  cap.  V,  p.  167. 
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Soient  k  et  k'  les  rayons  de  gi ration  d'un  corps  autour 
de  deux  droites  parallèles  L  et  L',  a  la  distance  de  ces 
droites,  x'  la  distance  d'une  molécule  dM^  à  un  plan  mené 
par  la  droite  V  perpendiculairement  au  plan  des  deux 
droites  L  et  L'^  cette  distance  étant  comptée  positive  du 
côté  de  la  droite  L.  On  a  généralement  la  relation 

Quand  là  droite  L' passe  au  centre  de  gravité,  le  dernier 
terme  disparait  et  Ton  a  simplement 

(U)  ^»=a»H-A'». 

Par  un  point  pris  à  volonté  dans  Tintérieur  d'un  corps 
traçons  des  droites  en  nombre  quelconque,  et  sur  chacune 
de  ces  droites  portons  une  longueur  égale  à  la  valeur  in- 
verse de  la  racine  carrée  du  moment  d'inertie  relatif  à  cet 
axe.  Les  extrémités  de  ces  longueurs  seront  toutes  sur  la 
surface  d'un  même  ellipsoïde.  Si  nous  prenons  l'origine 
des  coordonnées  à  l'origine  des  droites,  et  si  nous  posons 

les  intégrales  s'étendant  au  corps  entier,  Téquation  de 
l'ellipsoïde  sera 

(V)  (b  -f- c)ar»-h(cH- a)jr^-^{a-hb)  z^—  idyz  —  lezx  —  'ifxy  z=l  — . 

M 

Cet  ellipsoïde  a  été  nommé  par  M.  Poinsot  ellipsoïde 
central  du  corps  par  rapport  au  point  pris  pour  origine 
des  droites. 

Considérons   l'un  quelconque  des   axes   coordonnés, 
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Taxe  des  x  par  exemple.  Si  l'on  a  e  =  o  etj^^  o,  on  dit 
quÊ  Taxe  des  x  est  on  axe  principal  d'inertie  relative- 
ment  au  point  pris  pour  origine  des  coordonnées ^  et  le 
moment  d'inertie  relatif  à  cet  axe  se  nomme  moment 
d^înerlie  principal*  En  tout  point  du  corps  passent  trois 
axes  principaiix  d'iueriîe^  ces  âxes  sont  dirigés  suivant 
les  axes  de  Tellipsoïde  central  relatif  à  ce  point,  et  par 
conséquent  ils  se  coupent  à  angle  droit, 

1.  Trouver  le  rajon  de  giraiion  d'une  lentille  bicon- 
y  exe  homogène  autour  d^une  parallèle  à  Vaxe  de  ré- 
uo  lut  ion.  On  suppose  la  lentille  terminée  par  deux 
s  u  rfac  es  sp  h  èriq  ue  s  éga  les  * 

Il  nous  suffit  de  considérer  une  seule  des  deux  lentilles 
plan-convexes  dont  T ensemble  forme  la  lentille  proposée. 
Soient  ; 

r  le  rayon  de  la  surface  sphérique  ; 
a  la  flèche  de  la  lentille  plan-convexe; 
t  le  rayon  de  la  base  ^ 
M  la  masses 
p  la  densité^ 

A  et  A'  les  rayons  de  gi ration  autour  de  Taxe  proposé 
et  autour  de  Taxe  de  révolu  lion  5 
c  la  distance  de  ces  deux  axes. 

Commençons  par  déterminer  le  rayon  A'*. 

Pour  cela  considérons  d'abord  une  tranche  infiniment 
mince  et  perpendiculaire  à  Taxe.  Si  nous  nommons  j  le 
rayon  de  celte  tranche  et  x  sa  distance  au  sommet  de 
la  lentille,  le  moment  d'inertie  de  la  tranche  autour  de 
Taxe  de  révolution  sera 

pifx   i  i       j'.r  4B  djr  z^  -  TT^j^dx, 


DYNAMIQUE.  •  45 

De  là  il  résulte 

I       (Cir^à^        ira*        tf'\ 

--=rHS — V-'s)- 

Or  on  a 

V     r= ; 

2«  :^ 

par  conséquent,  ^ 

2     *^  L  3  2  5  J 

=  ^^^ ( fl^  H- 5«=^ Z»' -f- I G ^J»*), 

6.10^  ' 

et,  puisque  M  =  ^7r|o(a'-f-  3 ai*),  on  a 
,,,         I    a*-h5a^b^-^iob* 

k       :=  • 

10  rt^H-3^' 

Maintenant  il  est  aisé  de  calculer  A*,  car 

Editer,  Theoria  motus  corporum  solidoruniy  cap.  VI,  prob.  ^2» 

2.  Étant  donnés  une  pyramide  homogène  à  base 
quelconque  et  trois  axes  rectangulaires  OX,  OY,  OZ 
passant  au  sommet,  concevons  que  Voti  ait  joint  le  centre 
de  gravité  G  de  Vaire  de  la  base  à  un  sommet  A  du  con- 
tour  polygonal  de  cette  aire  et  au  milieu  B  d  ''un  côté 
adjacent.  Si  Von  nomme  M  la  masse  de  la  pyramide  tri- 
angulaire qui  aurait  pour  base  le  triangle  GAB  et  pour 
sommet  le  sommet  O  de  la  pyramide  donnée  ^  p,  /,  a  les 
longueurs  OG,  GB,  BA-,  p^:^  7^^,  a^  leurs  projections  sur 

le  plan  YOZ;  et  que  Von  indique  par  le  signe  \^  une 


46  MÉCANIQUE    RATIOUMELLE. 

somme  relatweàtoutes  les  pyramides  triangulaires  telles 
que  la  pyramide  OGAB,  dont  V ensemble  constitue  la 
pyramide  donnée ^  le  moment  d'inertie  de  ce  dernier 
corps  autour  de  taxe  OX  sera  représenté  par  la  formule 

//  s'agit  de  démontrer  ce  résultat. 

Disons  tout  de  suite  que  le  moment  dHnertie  d'unpo- 
Fig.  52.  lyèdre  homogène ,  de 

forme  quelconque^  au-- 
tour  d'une  droite  quel- 
conque OX,  sera  re- 
présenté par  la  même 
*  formule^  pourvu  que 
a    Von    étende  le   signe 

sommatoire  ^  à  toutes 

^  les  pyramides  ayuint 
B  pour  sommet  un  même 
point  de  la  droite  OX 
et  pour  bases  les  dif- 
férentes faces  du  po-- 
lyèdre^  et  que  dans 
cette  somme  on  re- 
garde comme  négati\^es  les  masses  des  pyramides  quiy 
rélati{^ement  à  leur  base^  sont  situées  du  côté  opposé 
au  polyèdre. 

Considérons  la  pyramide  triangulaire  OGBÂ. 
Soient  : 

|o   Ia  perpendiculaire  abaissée  du  sommet  O  sur  la 
base; 


DYNAMIQUE.  ^y 

>7o  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  G  sur  le 
côté  AB; 

K  un  point  quelconque  du  solide  ; 

H  le  pied  de  la  droite  OK  sur  le  plan  de  la  base  ; 

I  llntersection  de  la  droite  GH  avec  le  côté  AB; 

^  la  distance  BI; 

y?  la  projection  de  GH  sur  la  droite  y;o  ; 

Ç  la  projection  de  OK  sur  la  droite  ^^. 

Les  valeurs  assignées  aux  quantités  ^,  y?,  ^  définissent 
la  position  du  point  K. 

Prenons  pour  élément  de  la  base  GAB  le  petit  quadri- 
latère compris  entre  la  droite  GI,  une  droite  infiniment 
voisine  menée  par  le  point  G,  une  parallèle  à  AB  menée 
par  le  point  H  et  uneparallèle  infiniment  voisine.  La  sur- 
face de  cet  élément  sera  —el^.dY).   Concevons  que  cet 

élément  soit  la  base  d'une  petite  pyramide  ayant  son 
sommet  au  point  O,  et  prenons  pour  élément  de  masse  dM 
la  masse  du  petit  solide  découpé  dans  cette  pyramide  par 
un  plan  mené  au  point  K  parallèlement  à  la  base,  et  par 
un  plan  parallèle  infiniment  voisin.  En  supposant  la  den- 
sité égale  à  l'unité,  nous  aurons 

dM  =  ~^d};dn.d^. 

il  >io 

Ceci  posé,  soient  a:,  x\  a/'  les  abscisses  des  points  K,  H, 
I,  el  Pi,  Zi,  Ui  les  projections  des  distances  p,  /,  a  sur 
Taxe  des  x. 
]Nous  aurons 

ço  TU»  a 


et  par  conséquent, 


=£['-^.('-H]- 
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D'après  cette  valeur,  et  en  observant  que  pour  embrasser 

toute  la  pyramide  triangulaire  il  faut  faire   varier  les 

y     „     g 
rapports  ->  -?  —  de  zéro  à  Tunité,  il  vient 


/' 


La  somme  de  toutes  les  équations  semblables,  relatives 
à  toutes  les  pyramides  triangulaires  qui  composent  la  py- 
ramide donnée,  fera  connaître  l'expression  de  l'intégrale 

1  or'e^M  étendue  à  tous  les  élémefhts  de  ce  dernier  corps. 

Les  trois  remarques  suivantes  permettent  de  simplifier  le 
résultat. 

i^  Le  produit  ario^o  est  égal  à  six  fois  la  masse 
de  la  pyramide  triangulaire;  on  peut  donc  le  remplacer 
par  6M. 

2^  Pour  les  deux  pyramides  triangulaires  qui  se  joi- 
gnent au  milieu  B  d'une  même  atète,  la  quantité  repré- 
sentée par  ai  est  égale  et  de  signe  contraire,  tandis  que 
les  autres  quantités  qui  figurent  dans  la  formule  sont 
égales  et  de  même  signe  \  donc  les  termes  qui  contiennent 
Al  à  la  première  puissance  disparaissent  dans  la  somme 
relative  à  toutes  les  pyramides. 

3°  Le  produit  -^tfyîoÇoPi  A  se  décompose  en  deux  faç- 
teurs  ^Ço/^i  et-ayjo  'ô  A>  dont  le  premier  reste  constant 

O  2  0 

quand  on  passe  d'une  pyramide  triangulaire  à  une  autre, 
et  dont  le  second  représente  le  moment  statique  de 
Faire  GAB  par  rapport  à  un  plan  mené  par  le  centre  de 
gravité  G  perpendiculairement  à  Taxe  OX.  Or  ces  mo- 
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ments,  relatifs  aux  différents  triangles  qui  forment  la  base 
de  la  pyramide  donnée,  ont  une  somme  nulle-  donc  le 
terme  avio^oPi  h  disparait  dans  la  somme. 
Il  reste  finalement 

On  aura  de  même,  en  nommant  p^^  /,,  a^  et  p^^  /,,  a^ 
les  projections  de  p,  ly  a  sur  les  axes  OY  et  OZ, 

La  somme  de  ces  deux  dernières  équations  donne  préci- 
sément la  formule  qu'il  s'agit  de  démontrer. 

Comme  application,  nous  calculerons  le  moment  d'i- 
nertie d'un  polyèdre  régulier  homogène,  autour  d'un 
axe  OX  passant  par  le  centre  de  gravité  de  ce  corps  et, 
par  suite,  autour  d'un  axe  quelconque. 

Il  est  aisé  de  reconnaître  à  l'inspection  des  polyèdres 
réguliers,  par  la  considération  de  l'ellipsoïde  central,  que 
les  moments  d'inertie  de  ces  corps  autour  des  axes  qui 
passent  au  centre  de  gravité  sont  tous  égaux. 

En  effet,  dans  le  tétraèdre  les  droites  qui  joignent  les 
milieux  des  arêtes  opposées,  dans  le  cube  les  droites  qui 
joignent  les  centres  des  faces  opposées,  dans  l'octaèdre  les 
droites  qui  joignent  les  sommets  opposés,  sont  trois  droites 
rectangulaires  passant  au  centre  de  gravité  du  polyèdre, 
et  autour  desquelles  les  moments  d'inertie  sont  évidem- 
ment égaux.  Il  en  résulte  que  l'ellipsoïde  central  relatif 
au  centre  de  gravité  est  une  sphère. 

Dans  le  dodécaèdre  et  l'icosaèdre  les  droites  qui  joi- 
gnent les  centres  de  gravité  des  faces  opposées  passent  au 
centre  de  gravité  du  polyèdre,  et  sont  évidemment  des 

II,    2«  ÉDIT.  4 
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diamètres  égaux  de  Tellipsoïde  central  relatif  à  ce  point; 
d'ailleurs  la  disposition  de  ces  droites  est  telle,  qu'elles  ne 
jycuvent  être  des  diamètres  égaux  d'un  ellipsoïde  qu'au- 
tant que  celui-ci  est  une  sphère. 

D'après  cela  le  moment  d'inertie  autour  de  l'axe  OX 
est  égal  au  tiers  de  la  somme  des  moments  d'inertie  au- 
tour des  trois  axes  OX,  OY,  OZ5  c'est-à-dire  que  l'on  a 

De  plus,  les  quantités  p^  l^,  a  sont  les  mêmes  pour  toutes 
les  pyramides  triangulaires.  La  masse  M  de  chacune  de 

ces  pyramides  est  ^  pla.  Si  l'on  nomme  [l  le  nombre  des 

arêtes 'sur  chaque  face  du  polyèdre,  et  v  le  nombre  des 
arêtes  qui  se  réunissent  à  chaque  sommet,  le  nombre  des 
pyramides  triangulaires,  quadruple  du  nombre  total  des 
arêtes,  sera 

8|XV 

2  (.|x  H-  V  )  —  jxv 

De  tout  cela  résulte  la  valeur  suivante  du  moment  d'i- 
nertie, 

J    ^  t5  2(ftH- v)  —  ftv  V  ^  o     / 

L'une  des  longueurs  p^  /,  a  étant  donnée,  les  deux  autres 
s'en  déduisent  par  les  relations 

[p^  -f.  /i)  sin»  -  =  (/?'  H-  /»  -h  a')  cos^-  (*), 
/  sm  -  =  a  cos  -  • 

HoppE,  Àrchiv  der  Mathematik  und  Physik^  von  J.  A.  Gninert; 
Greiswald,  i855,  t.  XXIV,  p.  204. 

(*)0n  obtient  cette  relation  en  considérant  le  triédre  dont  le  sommet 
est  an  centre  de  çrarité  du  polyèdre  et  qui  a  pour  arêtes  OA,  OB,  OG.  En 
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3.  Démontrer  la  proposition  suivante  :  Si  Von  cherche 
r ellipsoïde  central  d'un  corps  pour  chacun  des  points 
d^une  même  droite,  et  que  Von  mène  le  plan  conjugué 
de  cette  droite  dans  chacun  des  ellipsoïdes  y  tous  ces 
plans  se  couperont  suii^ant  une  même  ligne. 

Prenons  la  droite  considérée  pour  axe  des  x,  et  repré- 
sentons par  Xi^  yx^  Zx  les  coordonnées  du  centre  de  gra- 
vité du  corps.  L'équation  (V)  représentera  Tellipsoïde 
central  relatif  au  point  pris  pour  origine^  et  pour  en  dé- 
duire l'équation  de  l'ellipsoïde  relatif  au  point  j:  =  5,  il 
suffira  de  changer 

X  eux  —  5 5 

a  en^  Ç [x  —  ày  d^l  =  a -^  $^^  iXx$', 

e  en  e  —  Zx$\ 

fenf—jTxO. 

Mais  il  ne  s^a  point  nécessaire  de  former  cette  seconde 
équation  -,  car  les  substitutions  indiquées,  faites  dans  Té- 
quation  du  plan  conjugué  de  l'axe  des  x  relativement  au 
premier  ellipsoïde,  donneront  l'équation  du  plan  conju- 
gué du  même  axe  relativement  au  second  ellipsoïde. 

D'après  cela,  l'équation  du  premier  plan  conjugué  est 

(i)  (^  -h  c)  X  —fy  —  ez=o, 

et  celle  du  second, 

(h  H-  c)  (x  —  (î)  —  [f-^y,^)  /  —  ((?  —  3,^)z  =  o. 

effet,  les  angles  dièdres  correspondants  à  ces  arôtes  sont  respectivement 

_,_,-;  il  en  résulte  que  Ton  a 
y      3     yu 


et  par  conséquent. 


•A 


cos  -  =  sin  -  cos  (  AOB  ); 


OH'8in*-=OA'co8«-. 

V  IL 


4. 
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L'intersection  de  ces  deux  plans  est  représentée  par  l'é- 
quation (i)  jointe  à  Téquation  ^ 

(2)  jTiX  -^z^zzizb  -hc. 

Or  ces  deux  équations  sont  indépendantes  de  d]  par  con- 
séquent l'intersection  appartient  au  plan  conjugué  de 
l'axe  des  x  dans  l'ellipsoïde  central  relatif  à  l'un  quel- 
conque des  points  de  cet  axe. 

Supposons  que  e  et  f  soient  nuls  pour  une  origine 
convenablement  choisie,  c'est-à-dire  que  la  droite  donnée 
soit  un  axe  principal  d'inertie  relativement  à  l'un  de  ses 
points  pris  pour  origine. 

Alors,  d'après  l'équation  (i),  l'intersection  commune 
des  plans  conjugués  sera  dans  le  plan  desj^^;  d'après  l'é- 
quation (2),  elle  sera  située  dans  un^plan  perpendiculaire 
au  plan  déterminé  par  l'axe  des  x  et  par  le  centre  de  gra- 
vité, et  sa  distance  à  l'axe  des  x  sera  le  quotient  du  carré 
du  rayon  de  gii^ation  autour  de  cet  axe  par  la  distance  du 
centre  de  gravité  au  même  axe.  Il  résulte  de  là  et  d'une 
proposition  bien  connue  que,  si  le  corps  est  libre  de  tour- 
ner  autour  de  la  droite  considérée^  et  qui  une  force  in- 
stantanée vienne  à  le  jrapper  suivant  r intersection 
commune  des  :plans  conjugués ^  Vaxe  n'éproui^era  au- 
cune  percussion, 

i.  Trouver  pour  un  corps  quelconque  le  lieu  des 
points  O  tels  que,  les  axes  principaux  d'inertie  relatifs 
à  ce  point  étant  pris  pour  axes  coordonnés,  Vune  des 
quantités 

ait  une  valeur  assignée  d'aisance  H. 

Les  seules  données  de  la  question  sont  les  valeurs  A, 
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B,  C  que  prennent  les  quantités  a,  h  y  c  lorsque'  V  ori- 
gine O  coïncide  avec  le  centré  de  gravité  du  coij?s. 

Prenons  d'abord,  autour  du  point  O,  des  axes  coor- 
donnés rectangulaires  de  directions  quelconqu^^^J^JC', 
OY^  OZ',  et  posons  * 

-'=iif-"^^^  ^'=i/^"^^'  ^-s/^';^'  > 

Représentons  encore  par  h  Tune  des  quantités  a,  i,  c, 
en  sorte  que  M(a  +  i  +  c  —  h)  soit  l'un  des  moments 
d'inertie  principaux  relatifs  à  l'origine,  et  nommons  i,  fx, 
V  les  cosinus  des  angles  que  fait  l'axe  de  ce  moment  avec 
nos  axes  coordonnés. 

L'équation  de  l'ellipsoïde  central  sera 
^-(b'  H-  c'jor'^H-  (c'  -h  «')/»-+-  (a'  +  b')z'^—  là' f  z' 

M 

OU,  ce  qui  revient  au  même, 

a' a:''  4-  b'^  -h  c' z"  •+-  ad'/z'  4-  ne'z'x'  -+-  if  x' f 
=  [a!  H-  V  +  d)  {x^'^  +  y  H-  2'=^)  —  ^. 

Appliquons  cette  équation  au  point  de  la  surface  qui 
est  situé  sur  un  axe  principal.  En  nommant  \  fz,  v  Ips 
cosinus  des  angles  que  cet  axe  fait  avec  les  axes  cooi* 
donnés,  et  observant  que  l'inverse  du  carré  dé  la  distance 
du  point  considéré  à  l'origine  est  M(a'4-i'  +  c'— A)  ou 
M(a-f-J  +  c— A),  il  vient  V 

a'\^  4-  V^^  +  c'v^  H_  2^'p  +  2c'vX  +  2/' V  =  ^• 

De  plus,  puisque  l'axe  principal  d'inertie  est  normal  à 
la  surface  de  l'ellipsoïde,  les  quantités  X,  fx,  v,  h  doivent 
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vérifie^  les  rçlatious 

(I  )  —  —  —  n\ 

A  fA  V 

d'où  nous  tirons,  par  rélimination  des  cosinus, 

/,3  _  [a'-^b'  H-  c')  ^'4-  {a'b'-^  b' c'  -^  d a'  -  d'^— e'^-^f'^)  h 
--[a'b'd  -^-a'd'^-^b'e'^^'-c'f'^^'id'e' r)=o. 

Ij^ë  est  Téquation  qui  a  pour  racines  les  trois  valeurs 
de  h  correspondantes  à  l'origine  O. 

Supposons  maintenant  que  les  axes  OX',  OY',  OZ' 
soient  parallèles  aux  axes  principaux  d'inertie  relatifs  au 
centre  de  gravité,  et  transportons  Torigine  à  ce  centre. 
Nous  aurons,  en  nommant  |,  >?,  ^  les  coordonnées  du 
point  O  relatives  à  la  nouvelle  origine, 

^^^  \d'=:-n^,  ^'=Ç?,  /'  =  ?>î; 

et,  par  la  substitution  de  ces  valeurs,  la  dernière  équation 
deviendra 


h— h       h—C 


I. 


Quand  on  y  donne  à  A  la  valeur  particulière  H,  l'équa- 
tion résultante 

V  n^  Ç^ 

r^résente  le  lieu  cherché. 

Ce  lieu  est  une  surface  du  second  ordre,  qui  a  pour 

centre  le  centre  de  gravité  du  corps,  et  pour  axes  les  axes 

prin^jkux  d'inertie  relatifs  au  centre  de  gravité. 

Soit 

A  <  B  <  C . 

Pour  que  la  surface  soit  réelle,  il  faut  que  H  soit  supé- 
rieur à  A.  Suivant  que  H  est  compris  entre  A  et  B,  B  et  C, 
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OU  que  H  est  supérieur  à  C,  la  surface  est  un  hyperbo- 
loïde  à  deux  nappes,  un  hyperboloïde  à  une  nappe,  ou 
un  ellipsoïde. 

Les  surfaces  en  nombre  infini  que  l'on  obtient  en  faisant 
varier  H  sont  toutes  homofocales ,  Il  en  résulte,  comme 
Ton  sait,  que  deux  surfaces  de  même  famille  ne  se  ren- 
contrent pas,  et  que  deux  surfaces  de  familles  différentes 
se  coupent  à  angle  droit  suivant  leurs  lignes  de  courbure. 

Les  axes  principaux  dHnerlie  relatifs  à  un  point  quel- 
conq/ne  O  sont  dirigés  suiuant  les  tangentes  aux  inter- 
sections des  trois  surfaces  homofocales  qui  passent  à  ce 
point. 

En  effet,  les  cosinus  des  angles  que  la  normale  à  Tune 
des  surfaces  fait  avec  les  axes  coordonnés  sont  propor- 
tionnels aux  quantités 

H  — a'      H^B'      h  — C'    . 

Or,  si  dans  les  équations  (i),  qui  définissent  les  directions 
'des  axes  principaux,  on  remplace  h  par  H,  X,  fx,  v  par  les 
fractions  précédentes,  et  a',  è',  c',  rf',  e',^  par  les  va- 
leurs (2),  ces  équations  sont  identiquement  vérifiées,  eu 
égard  à  ce  que  le  point  (Ç,  vi,  ^)  se  trouve  sur  la  surface 
représentée  par  Téquation  (3). 

En  chaque  point  O,  les  quantités  désignées  par  a,  &,  c, 
rangées  par  ordre  de  grandeur,  se  trouvent  comprises 
respectivement  entre  A  et  B,  B  et  C,  C  et  00  .  Il  s'ensuit 
que  les  moments  d'inertie  principaux  rangés  par  ordre 
de  grandeur,  a-f-è,  a-hc,  i-f-c,  étant  comparés  aux 
moments  d'inertie  principaux  relatifs  au  centre  de  gra- 
vité et  rangés  dans  le  même  ordre,  Ah-B,  A-hC,  B-f-C, 
vérifient  les  inégalités  suivantes  : 

A -+-B<«H-^<B -f-C,     aH-r>AH-C,     ^-f-c>BH-C. 
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Il  nous  est  facile  de  troui^er  les  points  où  les  trois  mo- 
ments d'inertie  ont  trois  valeurs  données. 

Soient  Hi,  Hj,  H»  les  valeurs  de  a,  i,  c  qui  résultent 
des  trois  moments  donnés,  et  ^,  y;,  ^  les  coordonnées  des 
■  points  dont  il  s'agit. 

Pour  obtenir  ces  coordonnées  il  nous  faut  résoudre  les 
trois  équations  simultanées 

?^  ri"  Ç^ 


H, —  A        H,  —  B        H,  —  C 

5'        .        ^'       ,        ^' 


Hj  —  A        H2  —  B       H-  —  C 

H3  —  A       H3  —  B       H3  —  C 

Nous  y  parviendrons  facilement  comme  il  suit  (*)  : 
Dans  Téquation  (3)^  qui  comprend  chacune  des  équa- 
tions proposées,  remplaçons  H  par  Â — w,  et  considérons 
alors  ^,  y?5  ^  comme  des  quantités  connues,  et  u  comme 
Tinconnue.  Sous  ce  point  de  vue,  Féquation  sera  du  troi- 
sième degré,  et  ses  racines  seront  A  —  Hi,  A  —  Hj, 
A  — Hs. 

Cette  équation  pourra  s'écrire 

I  4-  -  H ;r 7  H 7^ r  =  O. 

U        w  H-  B  —  A        ;^  4-  C  —  A 

Faisant  disparaître  les  dénominateurs  et  égalant  le 
dernier  terme  au  produit  des  racines  changé  de  signe,  il 
vient 

Ç'  (B  -  A)  (C  -  A)  =  -  (  A  —  H.)  (A  -  H,)  ( A  -  H3). 


C^)  Le  procédé  de  résolution  que  nous  donnons  ici  est  dû  au  P.  Che- 
lini  ;  il  s'applique  à  vto.  nombre  quelconque  d'équations  de  même  forme. 
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Nous  trouverions  de  même 

n'  (C  -  B)(A  -  B)  =:  -  (B  -  H,)  (B  ~  H,)  (B  -  H,), 
Ç^  (A-  C).(B  -  C)  =  -  (C  -  H.)  (C  -  H,)  {C  -  H3). 

Les  équations  sont  résolues.  On  voit  qu'il  existe  huit 
points  où  les  trois  moments  d'inertie  principaux  ont  les 
valeurs  données.  Ces  huit  points  appartiennent  tous  à  un 
même  système  de  trois  surfaces  ;  ils  sont  deux  à  deux  aux 
extrémités  d'un  même  diamètre,  et  pour  chacun  de  ces 
couples  de  points  les  axes  principaux  d'inertie  sont  pa- 
rallèles. 
J.  BuxTT,  Journal  de  V École  Po/jr.,  XVP  Cahier,  p.  4i  ;  181 1. 

5.  Étant  donnés, les  axes  et  les  moments  d'inertie 
principaux  relatifs  au  centre  de  grai^ité,  déterminer  le 
lieu  des  points  où  deux  des  moments  d^ inertie  princi^ 
paux  ont  une  même  valeur,  . 

Conservons  la  notation  du  problème  précédent,  et  sup- 
posons toujours  A<^B<^  C.  Il  nous  faut  trouver  la  rela- 
tion qui  existe  entre  Ç,  >?,  Ç  lorsque  l'équation  en  H, 

a  deux  racines  égales. 

Quand  deux  racines  différentes  de  A,  6>  C  sont  égales, 
l'une  d'elles  appartient  à  l'équation  dérivée 

V  n'  ^'         _ 

(H  — A)»"*"  (H  — B)*"^  (H  — C)'""^* 

Or  cette  dernière  équation  n'a  que  des  racines  imagi- 
naires; donc,  s'il  est  des  racines  doubles,  elles  ne  sont 
autres  que  A,  6  ou  C. 

Pour  reconnaître  dans  quels  cas  ces  quantités  sont  ef- 
fectivement des  racines  doubles,  il  convient  de  faire  dis- 
paraître les  dénominateurs  de  l'équation   (i)    avant  de 
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prendre  sa  dérivée.  Alors  on  arrive  sans  peine  aux  ré- 
sultats suivants  : 

La  valeur  H  =  C  est  racine  double  quand  on  a 

(2)  î;=:o    et 


C  — A       C  — B 
La  valeur  H  ==  B  est  racine  double  quand  on  a 

?^4  K' 


(  3  )  >j  =  o     et 


B  — A       C~B 


La  valeur  H  =  A  ne  peut  jamais  être  racine  double. 

Par  conséquent,  l'ellipse  et  l'hyperbole  représentées 

par  les  équations  (2)  et  (3)  contiennent  tous  les  points 

où  deux  des  moments  d'inertie  principaux  ont  une  même 

valeur. 

v  .  J.  BiNET,  ibid, 

6.  Déterminer  tous  les  points  ou  les  axes  principaux 
sont  parallèles  à  ceux  qui  se  coupent  en  un  point  donné. 

Soient  O  le  point  donné,  OX',  OY',  OZ'  les  axes  prin- 
cipaux qui  se  coupent  à  ce  point,  GX,  GY,  GZ  des  axes 
parallèles  menés  par  le  centre  de  gravité,  et  Xi,j^i,  ii  les 
coordonnées  du  point  O  relatives  aux  derniers  axes. 

On  a,  par  hypothèse, 

jyz'dm  =  o,       jz'j/dfAz=o,      ja:'ydM  =  o, 
ou  bien,  en  transportant  les  axes  au  centre  de  gravité, 
I  jrzdM  4-  M^,  z,  z=:  o , 

(A)  ^     I  zxc/M-f-Mz, X,  r=  o, 


P 


f 


xydM.  H-  M.J7,/,  =  o  • 
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Lesint^rales  qui  figurent  dans  ces  équations  (A)  conser- 
vent la  même  valeur,  lorsqu'on  substitue  au  point  donné  O 
un  nouveau  point  autour  duquel  les  axes  principaux 
d'inertie  aient  les  mêmes  directions.  Par  conséquent  nous 
obtiendrons  le  lieu  cherché  en  résolvant  les  équations  (A) 
par  rapport  à aTijj^i,  Zj,  et  regardant  les  intégrales  comme 
des  constantes. 

S'il  n'est  aucune  des  intégrales  qui  soit  nulle,  les  équa- 
tions (A)  nous  donneront"  deux  systèmes  de  valeurs  de 
Xx^yu  z^  égales  et  de  signes  contraires.  Ainsi,  il  n'eit  en 
général  que  deux  points  où  les  axes  principaux  aient  des 
directions  données.  La  droite  qui  unit  ces  deux  points  est 
divisée  en  deux  parties  égales  par  le  centre  de  gravité. 

Admettons  maintenant   que  Tune  des  intégrales  soit 

nulle;   ce  sera  par  exemple  l'intégrale  /  j'^ciM.  Al 
nous  aurons   . 

Z,=r0       ou      J,=:0;    ' 

et  par  conséquent  l'une  des  deux  autres  intégrales  sera 
nulle. 
Soient 

z,  =  o     et       \zxd^:=:o. 


ors 


/■ 


Dans  ce  cas  le  point  donné  O  se  trouve  sur  l'un  des 
plans  principaux  d'inertie  relatifs  au  centre  de  gravité; 
l'un  des  axes  principaux  d'inertie  relatifs  au  point  donné, 
OZ',  est  parallèle  à  l'un  des  axes  principaux  d'inertie  re- 
latifs au  centre  de  gravité;  et  le  lieu  cherché  est  l'hyper- 
bole équilatère  représentée  par  l'équation 


Mjti^, 


-  i  xyd^l  ==  o. 


Supposons  enfin  que  les  trois  intégrales  soient  nulles. 
Dans  ce  cas  deux  des  coordonnées  Xi,  j^i,  z^  sont  nulles; 
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c'est-à-dire  que  le  lieu  cherché  est  l'un  quelconque  des 
trois  axes  principaux  d'inertie  relatifs  au  centre  de  gra- 
vité. 

GuiBERTy  Joum,  de  V École  Polyt.y  XXV Cahier,  p.  ii8. 

Corollaire.  —  Le  résultat  obtenu  dans  le  cas  d'une 
intégrale  nulle,  comparé  à  celui  du  problème  4,  nous 
conduit  à  ce  théorème  de  géométrie  :  Sur  une  série  d'el- 
lipses ou  d^ hyperboles  homofocales,  le  lieu  des  points 
de  contact  des  tangentes  parallèles  à  une  direction 
donnée  est  une  hyperbole  équilatère  qui  passe  aux  foyers 
communs, 

7.  Etant  donnés  un  corps  et  un  point  choisis  à  vo^ 
lontéj  déterminer^  parmi  toutes  les  lignes  qui  passent  à 
ce  point,  celles  qui  sont  un  axe  principal  d'inertie  du 
corps  relatii^ement  à  Vun  de  leurs  points. 

Soient  Pie  point  donné;  G^,  G>3,  G^les  axes  princi- 
paux d'inertie  relatifs  au  centre  de  gravité  5  ^j,  >7,,  Çi  les 
coordonnées  du  point  P  par  rapport  à  ces  axes  5  X,  (x,  v  les 
cosinus  des  angles  qu'une  droite  menée  par  le  point  P 
forme  avec  ces  axes  ;  O  le  point  de  cette  droite  par  rapport 
auquel  elle  est  un  axe  principal  d'inertie  5  ria  distance  PO  ; 
OX',  OY',  OZ'des  axes  parallèles  à  ceux  des  Çi  y),  Ç;  et 
conservons  pour  le  reste  la  notation  du  problème  4. 

Les  cosinus  1,  [l^  v  doivent  (Probl.  4)  vérifier  les  équa- 
tions 

\A;       r — •  > 

A  p  V 

et 

Or  on  a,  pour  un  point  quelconque  [x\j\  2'),  (Ç,  »,  ^), 

z'=:Ç-{Ç,4-rv); 
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d'où 

a'=  A  4-  (Ç.  +  rX)%     ^'=B  4-(„.-f-  rp)S 

c'=C-f-(Ç,-+-rv)% 

^'z=(„,-frrp)(Ç.-f-rv),     e'  =  (Ç,4-rv)(?,-f-rX), 

/'=r(S,  +  ra)(>,.-f-r|x). 

Substituant  ces  valeurs  dans  les  équations  (A),  et  éli- 
minant r,  ce  qui  est  facile  parce  que  les  termes  en  r*  se 
détruisent,  il  vient 

pg,  (B  —  C)  4-  v)i>3.  (C  —  A)  -f-  V^.  (A  —  B)  ==  o. 

Cette  relation  nous  montre  que  toutes  les  droites  con- 
courantes qui  sont  un  axe  principal  d'inertie  pour  un  de 
leurs  points  forment  le  cône  du  second  degré  représenté 
par  Féquation 

(>3-^.)(2;-ç.)?.(B-c) 

4-{Ç-Ç.)(Ç-Ç.)>3.(C-A) 
-t-(Ç-Ç.)(>3->î.)î;.(A-B)r=o,    , 

ou 

(B-C)?.>,Ç  4-(C-A)>,.Ç|  4-(A-B)Ç,Çn 

-*-{B-C),i.Ç,?4-(C-A)Ç,Ç.>ï-t-(A-B)Çi>î,Ç=:o. 
Ampâ&e^  Mém.  de  VAcad.  des  Se,  de  PariSy  t.  V;  182 1-1822. 

CoEOLLÀiRE.  —  De  là  et  du  résultat  du  problème  4  nous 
concluons  cette  proposition  de  géométrie  :  Le  lieu  de 
toutes  les  normales  que  F  on  peut  abaisser  d^un  point 
donné  sur  trois  séries  de  surfaces  homofocales  est  un 
cône  du  second  degré. 

8.  Démontrer  que  la  condition  nécessaire  et  suffisante 
pour  que  V arête  d^un  tétraèdre  homogène  soit  un  axe 
principal  d* inertie  du  corps  relatii^ement  à  Vun  de  ses- 
points ,  est  que  cette  arête  soit  dans  un  plan  perpendicu- 
laire à  Varête  opposée. 

fààXBSL^  Noupelles  Annales  de  Mathématiques^  1854)  p*  ^^^* 
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9.  Nous  proposerons  de  vérifier  quelques-uns  des  ré- 
sultats suivants  : 

Il  s'agît  de  corps  homogènes  ;  on  nomme  k  le  rayon  de 
gi  ration. 

Pour  une  droite  AB  autour  d^un  axe  qui  passe  à  V ex- 
trémité A  et  fait  un  angle  (3  av^ec  la  droite ,  la  longueur 
de  la  droite  étant  ly  on  a 

/*sin»p 

Pour  une  droite  autour  d^un  axe  perpendiculaire  et 
non  situé  dans  le  même  plan^  ^a  étant  la  longueur  de 
la  droite  et  b  la  perpendiculaire  abaissée  du  milieu  de  la 
droite  sur  l'axe, 

Pour  un  arc  de  cercle  autour  d*un  axe  perpendicu- 
laire à  son  plan  et  passant  à  son  centre  de  gravité, 
r  étant  le  rayon,  c  la  corde  et  a  la  longueur  de  l'arc, 

Pour  un  arc  de  cercle  autour  cVun  axe  perpendicu- 
laire à  son  plan  et  passant  au  milieu  de  l'arc, 

2  ,.2 

/•'=:  — («  —  c). 

Pour  la  surface  d^une  ellipse  autour  du  grand  axe, 
qlu  étant  le  grand  axe  et  2b  le  petit  axe, 

Autour  du  petit  axe,  on  aurait  À*  :=  y 
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Pour  la  surface  d^un  triangle  isocèle  autour  rie  la 
perpendiculaire  abaissée  du  sommet  sur  la  base,  la  base 
étant  ai, 

-?■ 

Pour  la  surface  d^un  triangle  ABC  autour  d'un  axe 
perpendiculaire  passant  au  sommet  A,  les  côtés  opposés 
aux  sommets  A,  6,  C  étant  respectivement  a,  &,  c, 

k^  =  —  i^b^ -^  'ic'  —  a^). 

12  ^  ' 

Pour  la  surface  d^un  triangle  autour  d^un  axe  per- 
pendiculaire passant  au  centre  de  grai^ité. 

Pour  la  surface  d^une  ellipse  autour  d'un  axe  per- 
pendiculaire passant  au  centre,  na,  nb  étant  les  axes  de 
la  courbe, 

Pour  la  surface  d'un  parallélogramme  autour  d'un 

axe  perpendiculaire  passant  au  centre,  2a,  tib  étant 

les  côtés^ 

a^  4-  b^ 


Pour  la  surface  d'un  polygone  régulier  autour  d'un 
axe  passant  au  centre  de  grai^ité,  n  étant  le  nombre  des 
côtés  et  c  la  longueur  de  chacun  d'eux, 

2  4-  CCS  — 

^.  =  £ ^. 

12  27r 

I  —  ces 

n 

Pour  une  sphère  creuse  autow^  d'un  diamètre,  a  et  i 
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étant  les  rayons  de  la  surface  externe  et  de  la  surface  in- 
terne, 

;t2  =  - . 

5  û'  -  ^' 

Pour  un  cône  droit  autour  de  son  axe^  a  étant  le  rayon 
de  la  base, 

k^  =  —  aK 

lO 

Pour  un  cylindre  autour  de  son  axe,  a  étant  le  rayon 
de  la  base, 

7. 

Pour  un  cylindre  autour  d^une  perpendiculaire  au 
milieu  de  l'axe,  a  étant  le  rayon  de  la  base  et  2  &  la  lon- 
gueur du  cylindre, 

4  3 

Pour  un  cône  droit  autour  d'une  perpendiculaire  à 
faxe  menée  par  le  centre  de  grai^ité,  a  étant  le  rayon 
de  la  base  et  c  la  hauteur  du  cône. 

Pour  me  lentille  bicom^exe  autour  d'un  diamètre  de 
la  base  commune  des  deux  lentilles  plan-com^exes  qui 
la  composent,  la  notation  restant  la  même  que  dans  le 
problème  1, 

Plusieurs  de  ces  résultats,  et  en  particulier  ceux  qui  se 
rapportent  aux  solides,  ont  été  donnés  par  Euler  dans 
l'ouvrage  intitulé  :  Theoria  motus  corporum  solidorum, 
cap.  VL 
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CHAPITRE  VIL 

PRINCIPE  DES  FORCES  VIVES  ET  DE  LA  TRANSMISSION 
DU  TRAVAIL. 


SECTION   1. 

FORCES    VIVES. 

L'expression  àe  force  v/Ve  a  été  introduite  en  Méca- 
nique par  Leibnitz,  qui  s'en  est  servi  pour  la  première 
fois  dans  son  Mémoire  :  «  Spécimen  dynamicum  pro  ad- 
mirandis  naturœ  legibus  circa  corporum  vires,  et  mu  tuas 
actiones  detegendis,  et  ad  suas  causas  i-evocaudis  »  [Acta 
eruditorum,  ijg^)*  Il  avait  en  vue  de  distinguer  la  force 
d'un  corps  en  mouvement  de  celle  d'un  corps  immobile 
qui  presse  un  obstacle.  Cette  dernière  force,  qui  n'est  en 
efiet  qu'une  tendance  au  mouvement,  fut  nommée  par 
opposition  force  morte . 

La  mesure  de  la  force  vive,  nommée  aussi  à  cette  époque 
force  motrice  on  force  moui^ante,  fut  le  sujet  d'un  débat 
mémorable  dans  les  annales  des  sciences  entre  Leibnitz 
et  les  disciples  de  Descartes. 

Leibnitz  considérait  la  force  vive  comme  une  puissance 
inhérente  au  corps  en  mouvement,  par  laquelle  il  est  ca- 
pable de  vaincre  une  certaine  somme  de  résistance.  Pour 
trouver  la  mesure  de  la  force  vive,  il  regardait  tout  corps 
animé  d'un  mouvement^  comme  ayant  reçu  ce  mouvement 
par  Taction  de  la  gravité  en  tombant  d'une  hauteur  con- 
venable. Or,  disait-il,  si  un  corps  de  masse  m  est  animé 
d'une  vitesse  v»,  il  est  capable  de  remonter  à  une  hauteur 

à  —^  en  surmontant  la  résistance  produite  par  la 

II.    2«  ÉDIT.  5 
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gravité.  Si  le  corps  était  animé  d'une  vitesse  double, 
triple,  etc.,  il  serait  capable  de  remonter  à  une  hauteur 
quaire  fois,  neuf  fois,  etc.,  égale  à  la  précédente;  donc  il 
serait  capable  de  vaincre  une  résistance  quatre  fois,  neuf 
fois,  etc.,  égale.  De  là  il  suit  que  la  force  vive  est  propor- 
tionnelle au  carré  de  la  vitesse  f^;  elle  est  d'ailleurs  évi- 
demment proporlionuelle  à  la  masse  m,  comme  la  résis- 
tance de  la  gravité;  donc  la  vraie  mesure  de  la  force  vive 
est  le  produit  de  la  masse  par  le  carré  de  la  vitesse  ou  mu^. 

Les  disciples  de  Descartes  répondaient  que  si  le  corps 
possède  une  vitesse  double,  il  peut  à  la  vérité  remonter  à 
une  hauteur  quadruple  ]  mais  cela  dans  un  temps  double. 
Or  produire  un  effet  quadruple  dans  un  temps  double, 
c'est  avoir  une  puissance  double  et  non  une  puissance 
quadruple  5  donc  la  puissance  ou  la  force  vive  d'un  corps 
en  mouvement  est  simplement  proportionnelle  à  la  vi- 
tesse, et  sa  mesure  naturelle  est  le  produit  de  la  masse 
par  la  vitesse  ou  rrn^.  Et  d'ailleurs,  ajoutaient-ils,  si  Ton 
ne  faisait  pas  entrer  la  durée  de  l'effort  dans  l'estimation 
de  la  force,  il  s'ensuivrait  qu'un  enfant  aurait  la  même 
force  qu'un  homme,  puisqu'un  enfant  peut  faire  en  deux 
jours  le  travail  qu'un  homme  fait  en  un  seul  jour. 

Du  côté  de  Leibnitz  se  rangèrent  Jean  et  Daniel  Ber- 
noulli,  Wolff,  S'Gravesande,  Camus,  Muschenbroeck, 
Papin,  Hermann,  etc.  Les  principaux  adversaires  furent 
Maclaurin,  Clarke,  Stirling,  Désaguliers,  Robins  et 
Mairan.  Malgré  leurs  déiSnitions  opposées,  les  deux  partis 
arrivaient  aux  mêmes  résultats  dans  la  plupart  des  pro- 
blèmes. 

Cette  discussion  dura  trente  années.  Enfin  d'Alembert 
fit  voir,  dans  la  préface  de  sa  Dynamique,  que  la  dispute 
portait  principalement  sur  les  termes,  sans  avoir  aucun 
rapport  nécessaire  avec  les  principes  fondamentaux  de  la 
Mécanique.  Depuis  cette  époque  on  est  convenu  de  nom- 
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mer  quantité  de  mouvement  d'un  corps  le  produit  de  sa 
masse  par  sa  vitesse,  d'appeler^brce  vwe  le  produit  de  la 
masse  par  le  carré  de  la  vitesse,  et  de  conserver  au  mot 
force  motrice  la  signiiScation  que  lui  attribue  Nevfton 
dans  les  Principes,  savoir  le  produit  de  la  masse  du  corps 
par  Taccélération  que  la  force  communiquerait  au  corps 
s'il  était  libre.  U accélération  dont  il  s'agit  ici  est  la 
dérivée  par  rapport  au  temps  de  la  vitesse  estimée  dans 
le  sens  de  la  force5  on  la  nomme  aussi ybrce  accélératrice. 
Ces  dénominations  sont  indépendantes  de  toute  théorie 
sur  la  nature  intime  des  forces  5  elles  doivent  être  consi- 
dérées comme  des  conventions  faites  pour  simpliGer  le 
langage. 

Le  principe  des  forces  vives  consiste  dans  l'existence 
d'une  intégrale  commune  à  tous  les  problèmes  de  Dyna- 
mique où  les  liaisons  s'expriment  par  des  équations  in- 
dépendantes du  temps.  Si  l'on  représente  par  X,  Y,  Z  les 
forces  motrices  qui  sollicitent  la  molécule  m  dans  le  sens 
des  axes  coordonnés,  par  1^  la  vitesse  de  cette  molécule 
à  l'époque  t,  par  i^o  sa  vitesse  à  l'époque  to,  et  si  l'on 

.  convient  que  le  signe  sommatoire  V  s'étend  à  toutes  les 

molécules  du  système,  l'intégrale  dont  il  s'agit  peuf 
s'écrire 

Dans  le  cas  où  la  somme  ^  (X.dx  +  Ydy-h  Zidz)  est 

la  différentielle  exacte  d'une  fonction  des  coordonnées  a:, 
J'y  Zy  etc.,  considérées  comme  variables  indépendantes, 
l'accroissement  de  la  force  vive  de  tout  le  système, 
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est  la  somme  des  accroissements  de  force  vive  que  rece» 
vraient  les  différentes  molécules  si,  étant  toujours  solli- 
citées par  les  forces  dont  les  expressions  en  fonction  des 
coordonnées  sont  X,  Y,  Z,  etc.,  on  les  forçait,  par  des 
liaisons  convenables,  k  passer  de  la  première  positioA  à 
la  seconde,  en  suivant  un  chemin  choisi  à  volonté. 

Dans  le  cas  où  la  somme  V  (Xdx  -f-  Ydy  ■+•  Xd^)  est 

la  différentielle  exacte  d'une  certaine  fonction  des  coor- 
données .r,  j",  Zy  etc. ,  considérées  comme  variables  assu- 
jetties à  vérifier  quelques-unes  des  équations  de  liaisons, 
par  exemple  L  =  o,  M  =  o, . . . ,  R  =  o,  Taccroissement 
de  force  vive  de  tout  le  système  est  la  somme  des  accroisse- 
ments de  force  vive  que  recevraient  les  différentes  molé- 
cules si,  étant  toujours  sollicitées  par  les  forces  X,  Y,  Z, 
elles  étaient  forcées,  par  des  liaisons  convenables,  de 
passer  par  un  chemin  quelconque  de  la  première  position 
à  la  seconde,  en  vérifiant  toutefois  les  conditions  L  =  o, 
M  =  o, . . . ,  R  =  o  pendant  toute  la  durée  du  mouve- 
ment. 

Enfin,  lorsque  la  somme  V  (Xdx-^Ydj  -^Zdz)  n'est 

point  la  différentielle  exacte  d'une  fonction  des  coordon- 
nées or,  y^  z^  etc.,  considérées  comme  des  variables  as- 
sujetties à  vérifier  les  équations  de  liaisons,  l'intégrale 


r  ^{-yidx -{-Ydx -{-Zdz) 


ne  peut  s^obtenir  qu'en  substituant  à  x^y^  z, 
valeurs  en  fonction  du  temps  fournies  par  l'intégration 
des  équations  du  mouvement  *,  en  sorte  que,  dans  ce  cas, 
le  théorème  des  forces  vives  n'est  d'aucune  utilité  pour 
trouver  les  intégrales  du  problème. 

Quand  plusieurs  molécules  sont  liées  entre  elles  de 
manière  à  former  un  système  solide,  les  actions  mutuelles 
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qui  naissent  de  ces  liaisons  n'entrent  pour  rien  dans  Tac- 
eroissement  des  forces  vives. 

La  force  vive  d'un  système  se  décompose  toujours  en 
deux  parties,  dont  l'une  est  la  force  vive  due  au  mouve- 
ment du  système  relativement  à  son  centre  de  gravité 
considéré  comme  fixe,  et  l'autre  est  la  force  vive  qu'au- 
rait le  système  s'il  était  tout  entier  concentré  à  son  centre 
de  gravité,  sans  que  le  mouvement  de  ce  point  soit  altéré. 
Quand  le  système  est  libre,  ou  que  les  liaisons  se  réduisent 
à  des  relations  entre  les  distances  mutuelles  des  molé- 
cules, l'équation  des  forces  vives  s'applique  séparément 
au  mouvement  relatif  du  système  autour  de  son  centre 
de  gravité. 

Le  théorème  des  forces  vives  suffit  pour  déterminer  le 
mouvement  des  systèmes  à  Uaisoni  complètes.  On  nomme 
ainsi  les  systèmes  de  molécules  où  les  équations  de  liai- 
sons sont  en  nombre  égal  aux  coordonnées  moins  une. 
C'est  le  cas  de  presque  toutes  les  machines  employées  dans 
l'industrie. 

On  trouve  la  première  trace  du  principe  des  forces  vives 
dans  un  postulatum  dont  Huyghens  s'est  servi  pour  dé- 
terminer le  centre  d'oscillation  (*)  -,  mais  ce  fut  Jean  Ber- 
noulli  (**)  qui  le  premier  soupçonna  une  loi  générale  de 
la  nature  dans  la  conservation  des  forces  vives.  Daniel 
Bemoulli  (**♦)  appliqua  les  idées  de  son  père  au  cas  de 
plusieurs  corps  qui  s'attirent  avec  une  intensité  fonction 


(*)  Si  pendulum  è  pluribus  ponderibus  compositum,  atque  è  qaiete 
dimissum,  partem  qnamcumque  oscillationis  intégras  eonfecerit,  atquo 
iode  porro  intelligantur  pondéra  ejut  singula,  relicto  commiini  vinculo, 
celeritates  acquisitas  sursum  convertere,  ac  quousque  possunt  ascendere; 
hoc  facto,  centrum  gravitatis  ex  omnibus  compositsD,  ad  eamdcm  altitu- 
dlnem  reversum  erit,  quam  ante  inceptam  oscillatloncm  obtinebat  (Ifo* 
rologium  oscillalorium,  P.  IV,  prop.  4). 

(**)  Opéra,  passim. 

(***)  Mémoires  de  l'Académie  des  Sciences  de  Berlin,  1748,  p.  356. 
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quelconque  de  la  distance.  D'Alemberl  (*)  démontra  le 
théorème  pour  plusieurs  cas  particuliers  à  l'aide  de  son 
principe  général  de  Dynamique  5  il  ne  fut  point  difficile 
de  reconnaître  que  sa  démonstration  s'applique  à  tous  les 
cas  où  le  théorème  subsiste^  aussi  peut-on  regarder  le 
théorème  général  comme  démontré  dès  cette  époque. 

1 .   Déterminer  le  moui^ement  du  pendule  formé  par 

Fig.  53.  ^^  corps  invariablement  lié  avec 

y — ~\         un  axe  cylindrique  qui  roule  sans 

(    /c  )       glisser    sur    deux   portions    d'un 

^ —    même  plan  horizontal. 

Considérons  la  section  faite  par 
un  plan  perpendiculaire  à  l'axe, 
mené  par  le  centre  de  gravité  de 
tout  le  système;  les  oscillations 
seront  parallèles  à  ce  plan. 
Soient  : 

c  le  rayon  du  cylindre; 

a  la  dis  lance  de  Taxe  du  cylindre  au  centre  de  gravité 
du  système  ; 

m  la  masse  du  système  ; 

h  son  rayon  de  giration  autour  d'une  parallèle  à  l'axe 
menée  par  le  centre  de  gravité. 

Prenons  l'origine  au  point  où  la  section  du  cylindre, 
dans  la  position  d'équilibre,  touche  la  trace  du  plan  hori- 
zontal ;  dirigeons  l'axe  des  y  dans  le  sens  de  la  pesanteur, 
et  nommons 

j?,y  les  coordonnées  du  centre  de  gravité  ; 

ç  l'angle  que  la  droite  a  fait  avec  l'axe  des/  ; 

a  la  valeur  initiale  de  l'angle  <f  correspondante  à  une 
vitesse  nulle. 


(*)  Traité  de  Dynamique ^  part.  II,  chap.  iv. 
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Le  principe  des  forces  vives  nous  donne 

Or 

j:  =  asincp  —  ccp,     ^*  =  acosïp  —  C) 

dx  d<D       dy  df 

dt        ^  ^         '  dt         dt  ^  dt^ 

substituant  ces  valeurs,  et  déterminant  la  constante  par 
les  données  initiales,  il  vient 

dta^ 

[k^  -\-  a^  -\-  c^  —  2£iccoS(p)  -^  ^  2ga  (cos<p —  cosa^. 

Telle  est  Féquation  qui  nous  fait  connaître  la  vitesse 
angulaire  du  pendule  dans  une  position  quelconque. 

Si  nous  représentons  par  T  la  durée  d'une  oscillation, 
nous  aurons 


^"do  (c 


T  =  i/^     I       V"     ■   --'  +  ^^-^-^^^0^^)    ^^ 


(cDS(p  —  cosa)' 

Cette  intégrale  ne  peut  s'obtenir  sous  forme  finie;  mais, 
si  nous  supposons  les  oscillations  fort  petites,  il  sera  facile 
de  calculer  sa  valeur  approchée. 

En  effet,  posons 

9  .        CL 

sin  -  nu  "(]/,     sin  -  =  s  ; 

2  2 

nous  aurons  approximativement,  en  négligeant  les  puis- 
sances de  (|;  et  de  |3  supérieures  à  la  seconde, 

2£^\I; 
COSf  =  I  —  2>p',       COSaizrl—  2P',       dff  = 


—  r^ 


.^^    ,       (^'  +  a'+c'— 2ac  +  4ac'|'-)'      atf-Ji 
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OU,  poNAiit,  pour  abréger, 

/•'-4-(/i  — c)»  =  /i», 


!)ann  uotrn  ordre  tl'approximatipn,  ppi^s  pouToiis 
tëgraliou  poul  aV^IVeeluer,  et  il  vient 

EuLR^»  iVbwv  y^cla  ^ca</»  Petrop.^  1788,  p.  i4 


2.  Un  filjlexible^  très-mince  et  sans  poids,  atta 
un  point  fixe  par  son  extrémité  supérieure  y  s^en 
sur  la  circonférence  (Tun  cercle  vertical,  lequet 
corps  avec  un  solide  dont  le  centre  de  gravité  coï 
auec  le  centre  du  cercle.  Une  partie  du  fil  étant  dér 
et  tendue  verticalement,  on  abandonne  le  corps 
poids.  Déterminer  le  mouvement  4fuUl  prendra. 

Il  est  clair  que  la  partie  recti ligne  du  fil  sera  tov 
verticale,  car  toutes  les  forces  qui  sollicitent  le  corp 
verticales. 

Soient  : 

jr  la  longueur  de  cette  partie  rectiligne; 

jo  la  valeur  initiale  de  jr'^ 

6  Tangle  dont  le  corps  a  tourné  autour  de  son  cen 
gravité; 

a  le  rayon  du  cercle; 

m  la  masse  du  corps  ; 

k  son  rayon  de  giration  autour  d^une  pefpendici 
a\i  plan  du  cercle  menée  par  le  centre. 


On  a 
et  d'aillçurs 

A  l'aide  de  cette  deraîère  relation  Téquation  des  forces 
vives  peut  s'écrire 

Elle  a  pour  intégrale 


jr— Jo     ou     aB:ç= 


2j^Tl^' 


Cet  exemple  est  Tun  des  Theoremata  selecta  donnés 
par  Jean  Bernoulli  pro  consefvatione  virium  Tffvarum 
demonstrandâ  et  experimentis  confirmandâ. 

Comment.  Acad,  Petrop,^  "^l^l*  P«  ^00. —  Opéra  y  t.  lïl, 
p.  127. 

3.  Un  pilon  j  maintenu  vertical  à  r aida  d* un  collier, 
6St  pressé  a^^ec  une  force  connue  contre  un  plan  incliné, 
surface  supérieure  d^un  corps  qui  est  libre  de  glisser 
dans  une  rainure  horizontale.  Déterminer  le  mous^ement 
communiqué  à  ce  corps,  en  négligeant  les  frottements. 

Prenons  l'axe  des  y  dirigé  suivant  le  pilon  en  sens 
contraire  de  la  pesanteur,  et  l'axe  des  x  dirigé  en  sens 
^litrairQ  4u  ixiouvenatem  d^ns  le  plan  hori;(on(al  de  là 
rainuTQ, 

Noin^9fiMQbs  «  Tangte  que  la  trace  du  plan  incliné  sur  le 
plftft  des  xy  fait  avec  la  verticale  ; 

/  et  x'  W»  distance»  à  roriginQ  des  points  où  celtç  trace 
coupe  les  axes  ; 
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OU,  posant,  pour  abréger, 


Dans  notre  ordre  d'approximation,  nous  pouvons  rem- 

P^^"^^^  V       tJ:^/  P^^  ^'['-^       ^1,7       4^  j  î  alors  1  m- 
tégration  peut  s'effectuer,  et  il  vient 

EuLE^,  iVbf'i?  ^cla  Jcad^  Peirop.^  1^788,  p.  i45« 

2.  Un  fil  flexible^  très-mince  et  sans  poids,  attaché  à 
un  point  fixe  par  son  extrémité  supérieure  y  s'enroule 
sur  la  circonférence  d*un  cercle  vertical ,  lequel  fait 
corps  avec  un  solide  dont  le  centre  de  gravité  coïncide 
avec  le  centre  du  cercle.  Une  partie  du  fil  étant  déroulée 
et  tendue  verticalement,  on  abandonne  le  corps  à  son 
poids.  Déterminer  le  mouvement  quHl  prendra. 

Il  est  clair  que  la  partie  rectîligne  du  fil  sera  toujours 
verticale,  car  toutes  les  forces  qui  sollicitent  le  corps  sont 
verticales. 

Soient  : 

y  la  longueur  de  cette  partie  rectiligne-, 

j^o  la  valeur  initiale  de  j'^ 

6  Fangle  dont  le  corps  a  tourné  autour  de  son  centre  de 
gravité; 

a  le  rayon  du  cercle  ; 

m  la  masse  du  corps  -, 

k  son  rayon  de  giration  autour  d'une  perpendiculaire 
au  plan  du  cercle  menée  par  le  centre. 


Ona 
et  d'ailleurs 


é/0        1  dy 


A  Paîde  de  cette  dernière  relation  réquatîon  des  forces 
vives  peut  s'écrire 

a^  -h  k^  dy'  ,  . 

Elle  a  pour  intégrale 

jr^jr,     OU     aB^^j^^y 

Cet  exemple  est  l'un  des  Theoremata  selecta  donnés 
par  Jean  Bernoulli  pro  conseivatione  virium  7/f uarum 
demonstrandâ  et  experimentis  confiimandâ. 

Comment.  Acad.  Petrop,^  ^7^7»  P«  ^o^- —  Opéra ^  t.  lïl, 
p.  127. 

3.  Un  pilon ^  maintenu  vertical  à  VaidecCun  collier, 
est  pressé  avec  une  force  connue  contre  un  plan  incliné  y 
surface  supérieure  d^un  corps  qui  est  libre  de  glisser 
dans  une  rainure  horizontale.  Déterminer  le  moui^ement 
communiqué  à  ce  corps,  en  négligeant  les  frottements. 

Prenons  l'axe  des  y  dirigé  suivant  le  pilon  en  sens 
contraire  de  la  pesanteur ,  et  l'axe  des  x  dirigé  en  sens 
contraire  du  mouveDotent  dans  le  plan  horizontal  de  là 
rainuJTQ, 

I!foiiU9»CHci3  et  Fangle  que  la  trace  du  plan  incliné  sur  le 
plmk  des  xy  fait  avec  la  verticale  ; 

jr  et  x'  l^s  distance»  à  l'originq  des  points  où  cette  trace 
coupe  les  axes; 
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f  [j)  la  force  appliquée  au  pilon  5 
m  la  masse  du  pilon  ; 
m!  celle  du  corps  \ 

jtq  la  valeur  de  ^  à  l'instant  où  le  mouvement  com- 
mence. 

Nous  avons 


Eliminant  ocf  par  la  relation  a/  =  j^tanga,  il  vient 


dy  ^m  -h  m' lang*  a 

Si  l'on  suppose,  en  particulier,  que  la  force  agissant 
sur  le  pilon  soit  la  pesanteur  seule,  alors  on  a 

et  l'intégration  de  l'équation  du  mouvement  peut  s'effec- 
tuer. On  trouve 


-mgt^ 


jr=:r«- 


2 

x'znjr.langa 


m  -f-  m' tang'a 
-  mg-rUanga 


m  -\-  m' tangua 

4.  t/h  poids  P  e5«  suspendu  à  un  anneau  D  ;  é/a/15  cet 
anneau  passe  une  corde  qui,  d'une  part,  est  attachée  à 
un  point  fixe  A,  et  qui,  d'autre  part,  après  ai^oir  passé 
sur  une  poulie  de  renv^oi  B,  va  s'enrouler  sur  un  cylindre 
homogène  horizontal  C,  mobile  autour  de  son  axe,  et 
soutient  enfin  un  poids  P\ 
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On  fait  abstraction  du  poids,  de  la  raideur  et  de 
Vépaisseur  de  la  corde,  ainsi  que  des  frottements.  La 


Fig.  54. 


poulie  de  renvoi  B  est 
supposée  infiniment  pe- 
tite  et  à  la  même  hauteur 
que  le  point  fixe  A.  La 
corde  ne  glisse  point  sur 
le  cylindre  C,  mais  elle 
Ventraîne  dans  son  moU" 
vement.  TrouK^er  le  mou- 
K^ement  du  système^  en 
supposant  quil  nj  ait  pas 
de  vitesse  initiale. 


Soient  : 


2  a  la  distance  AB; 

M  la  masse  du  cylindre  G; 

r  le  rayon  du  cylindre , 

STangle  dont  le  cylindre  a  tourné  depuis  lorigine  du 
mouvement  ; 

y  et  y  les  distances  de  l'anneau  D  et  du  poids  P'  à  l'ho- 
rizon taie  AB  ; 

jr^  etjr\  les  valeurs  initiales  de  j  et  de  y. 

Nous  supposerons  qu'à  Tinstant  où  le  mouvement 
commence,  les  cordes  qui  portent  les  poids  sont  verti- 
cales et  Tanneau  D  est  à  égale  distance  de  A  et  de  B.  Dans 
cette  hypothèse,  chacun  des  deux  poids  restera  constam- 
ment sur  une  même  verticale,  puisque  rien  ne  tend  à  le 
dévier  ni  à  droite  ni  à  gauche. 

L'équation  des  forces  vives  est  donc  la  suivante  : 
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Nous  avons  d'ailleurs 


y -t- 2yâM-^=consi.,    y  —  /■0=:consl.; 

d'où 

dy 2j       dj'       dB I  dy 

dt  Jfl2  _t_  "y-î  c?r  '      ^/        r  dt 

Substituant  ces  valeurs  dans  réquation  des  forces  vives, 
et  posant,  pour  abréger, 


il  vient 


(A)    A==±^     '      v/4^'  '"^ 

^  '  «i/^  V  a'  +  r' 


Cette  équation  ne  peut  s'intégrer  sous  forme  finie-, 
néanmoins  il  nous  est  facile  de  reconnaître  quelle  est  la 
nature  du  mouvement  dans  les  différents  cas  qui  peuvent 
se  présenter. 

1°  Observons  d'abord  que  le  système  reste  en  équilibre 
si  Ton  a 

2"  Soit 

— >   ^' 


Alors  le  poids  P  l'emporte  dans  l'état  initial,  y  augmente, 
et  par  suite  il  faut  prendre  Je  signe  +  dans  l'équation  (A) 

tant  que  —  ne  devient  point  infini. 

Or  le  radical  qui  divise  dy  s'annule,  non-seulement 
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poar  j  =^^05  ^^^^^  encore  pour 

r  =  ro  ^-  2 7-17-N-i — = ^'  • 


-m 


Ceci  nous  conduit  à  faire  successivement  deux  hypo- 
thèses dans  le  cas  que  nous  examinons. 
_P   .  ,  ..  dt 

2 


Si  — p7  >i  î  JKi  ^st  plus  petit  que  j>'^Oî  ^  ne  devient  point 


infini,  et  par  conséquent  —  reste  toujours  positif,  c'est- 
à-dire  que  le  poids  P  descend  autant  que  la  longueur  de 
la  corde  le  permet.  Si  la  corde  avait  une  longueur  indé- 
finie^  la  vitesse  du  poids  croîtrait  au  delà  de  toute  limite; 

car  —  converge  vers  o  lorsque  y  augmente  indéfiniment. 

p 

Si  — p7<i5  Ji  est  plus  grand  que  jo?  et  par  conséquent 

Tanneau  arrive  en  descendant  jusqu'à  la  distancent  pour 

laquelle  —  devient  infini.  Là  sa  vitesse  est  nulle,  mais 

les  poids  ne  se  font  point  équilibre,  le  poids  P'  Temporte, 
L'anneau  s'élève  donc  jusqu'à  la  distance ^^  en  repassant 
aux  mêmes  points  avec  la  même  vitesse;  puis  il  redescend, 
et  ainsi  de  suite.  Dans  l'équation  (A)  le  signe  -f-  répond 
toujours  à  la  descente,  et  le  signe  —  à  la  montée. 
3^  Supposons  maintenant 

_L<     y 


2P'        yja^-\-y\ 

Alors  le  poids  P'  l'emporte  dans  l'état  initial,  l'annçau 
D  monte  jusqu'à  la  distance  ji,  laquelle  est  inférieure  à 
y^\  puis  il  descend  jusqu'à  la  distance  y^,  remonte,  et 
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Nous  avons  d  ailleurs 

y  -t-  2  y/û»  -t- j»;=:  const.,     j'  — >0  i=:  const.; 
dou 

é(r'  2j        flÇ;^        rfô I  dy' 

de  J'a^  _|_  yi  dt        dt        r  dt 

Substituant  ces  valeurs  dans  réquation  des  forces  vives, 
et  posant,  pour  abréger, 


il  vient 


Cette  équation  ne  peut  s'intégrer  sous  fornie  finie; 
néanmoins  il  nous  est  facile  de  reconnaître  quelle  çst  la 
nature  du  mouvement  dans  les  différents  cas  qui  peuvent 
se  présenter. 

1°  Observons  d'abord  que  le  syst^fte  reste  eu  équilibre 
si  Ton  a 

P  To 


Soit 


Alors  le  poids  P  l'emporte  dans  l'état  initial,  y  augmente, 
et  par  suite  il  faut  prendre  .le  signe  +  dans  l'équation  (A) 

tant  que  —  ne  devient  point  infini. 

Or  le  radical  qui  divise  dj  s'annule,  non-seulement 


ip' 

v/^'+JÎ 

p 

>    ^' 

2P' 

^  v'^'+rî 

XnrX*KliiX3:. 

T.         


=  -.— 2- 


infini,  et  wmr  'i  un  ■if—'  -=-  jJiL  iinnincf  >L^nrL  *.  -sî— 

à-dire  qmt  Is  imbs  7*  tt*s^*nit  mr.njr.  nii'  ^  juxzrusir  ôf 
U  corde  k  ftnas.  Si  a  ^XBXHt  z^ïli:  nu'  iu:un*eii-  iiiuî-- 
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Éliminant  x  ei  yk  l'aide  des  valeurs 

L       sm(a-f.a')  J 

r2sinasin(a'  —  0)         .      "1 

jr=^l\  7—, — ; — 7T — '  -+-  sme  U 

L       sin(a-f-a')  J 

nous  obtiendrons  une  équation  qui  nous  fera  connaitrc  la 
vitesse  angulaire  —  correspondante  à  l'inclinaison  ô. 


Quand  on  suppose  a  =  o  et  «'==  -i  l'équation  dont  il 


dt 

2 

s'agit  devient 

^-p^  =  ^(sm0.-sinô), 

00  et  j3  représentant  les  valeurs  ioitiales  de  l'angle  9  et  de 

la  vitesse  angulaire  —  • 

Dans  la  même  hypothèse,  la  barre  étant  dans  sa  position 
initiale,  attachons  au  point  où  elle  touche  l'axe  des  y  un 

pendule  d'une  longueur  égale  à  ^/;  plaçons  ce  pendule 

suivant  le  prolongement  de  la  barre,  puis  imprimons  aux 
deux  corps  une  même  vitesse  angulaire  jS.  D'après  l'équa- 
tion que  nous  venons  d'obtenir,  le  pendule  et  la  barre 
resteront  parallèles  dans  leur  mouvement,  tant  que  celle- 
ci  continuera  à  se  mouvoir  appuyée  sur  les  deux  droites 
fixes. 

Nous  avons  vu  (t.  I,  p.  196)  que  l'équilibre  de  la  barre 
est  instable,  en  sorte  que  son  mouvement  ne  peut  être  os- 
cillatoire. De  plus^  si  on  suppose  cette  barre  simplement 
posée  contre  les  droites,  puis  abandonnée  sans  vitesse  ini- 
tiale, on  trouve  qu'elle  se  séparera  de  la  droite  verticale 
dès  que  l'inclinaison  6  aura  acquis  la  valeur  déterminée 

par  l'équation 

2  . 
sind  =  -sinO«. 

ô 
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7.  Un  point  pesant  A  descend  sans  vitesse  initiale  le 
long  d^une  courbe  S^  en  tirant  un  second  point  pesant  B 
sur  une  autre  courbe  S',  à  Vaide  dUm  fil  qui  passe  sur 
une  très-petite  poulie  de  renvoi.  Déterminer  les  vitesses 
des  deux  points  lorsqu'ils  ont  parcouru  des  hauteurs 
verticales  données. 

Soient  m,  m' les  masses  des  deux  points,  j^,  V'  leurs 
vitesses  respectives  lorsqu'ils  ont  parcouru  les  hauteurs 
verticales ^,  j^',  l'un  en  montant,  lautre  en  descendant, 
et  ds^  ds^  les  éléments  des  deux  courbes. 

On  trouve 

ds^        d/^         mds^ -^  m' ds' ^ 


^  v""  ~  2g^(/ifj— //l'y) 

Jean  Bernoulli,  Àcta  erud,y  17 35,  p.  210.  —  Opéra ^ 
t.  IH,  p.  a56. 

8.  Une  équerre  formée  de  deux  tiges  minces,  komogè^ 
nés  et  partout  d^ égale  épaisseur,  peut  tourner  librement 
dans  un  plan  vertical  autour  de  son  sommet  qui  est  fixe. 
Étant  donné  V  angle  que  Vune  des  tiges  fait  avec  l'ho^ 
rizon  quand  V équerre  est  en  équilibre,  on  demande  de 
déterminer  VampUtude  des  oscillations  que  Véquen^e 
exécute  lorsquon  V abandonne  à  son  poids,  après  avoir 
amené  la  tige  considérée  dans  une  position  horizontale. 

Soient  |3  Tinclinaison  donnée  et  B  Tangle  qui  mesure 
Tamplitude  des  oscillations. 
On  trouve 

e=:2p. 

9.  Une  chaîne  homogène,  très^mince  et  d'' épaisseur 
constante,  est  en  partie  étendue  sur  un  plan  horizontal 
parfaitement  glissant,  tandis  que  Vautre  partie  pend  au- 
dessous  du  plan.  Déterminer  le  mouvement  que  prend 
cette  chaîne  lorsqu'on  V abandonne  à  son  poids. 

II .    a«  ÉDIT.  6 
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Soient  /  la  longueur  de  la  chaîne,  x  la  longueur  de  la 
partie  qui  pend  au-dessous  du  plan,  et  Xo  la  valeur  ini- 
tiale de  X. 

On  trouve  Téquation 


Vh 


log "L î. 


Si  l'on  y  pose  a:  =  /,  elle  fait  connaître  le  temps  nécessaire 
pour  que  la  chaîne  tombe  tout  entière  hors  du  plan. 

SECTION  IL 

TRANSMISSION    DU    TRAVAIL    PAR    LES    MACHINES. 

On  nomme  travail  élémentaire  d^une  force,  le  produit 
de  cette  force  par  la  projection  sur  sa  propre  direction  du 
chemin  que  son  point  d^ application  parcourt  pendant  un 
instant  infiniment  petit  dt,  La  somme  des  travaux  élé- 
mentaires produits  pendant  un  temps  donné  t — ^o  mesure 
le  travail  de  la  force  pendant  le  même  temps.  Cette  défini- 
tion répond  très-bien  à  l'idée  que  l'on  se  forme  communé- 
ment du  travail  d'un  moteur,  laquelle  implique  distance 
parcourue  et  résistance  surmontée.  Elle  permet  d'énoncer 
le  principe  des  forces  vives  sous  cette  forme  simple  : 

Dans  tout  système  de  points  matériels  assujettis  à 
des  liaisons  indépendantes  du  temps,  V accroissement 
de  la  somme  des  forces  visses,  pendant  un  temps  donné, 
est  égal  à  deux  fois  la  somme  des  trav^aux  produits 
pendant  le  même  temps  par  toutes  les  forces  qui  agissent 
sur  le  système. 

C'est  ainsi  que  l'on  énonce  ordinairement  le  principe 

des  forces  vives  dans  l'étude  des  machines  en  mouvement. 

Dans  la  plupart  des  machines,  les  pièces  solides  qui  les 
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composent  ne  se  déforment  pas  jsensiblement,  au  moins 
pendant  un  temps  peu  considérable  ]  de  là  il  résulte  qu'en 
appliquant  le  principe  des  forces  vives  au  mouvement  des 
machines,  on  peut  généralement  faire  abstraction  des 
forces  inlérieures  qui  naissent  des  actions  mutuelles  entre 
les  différentes  molécules  de  chaque  pièce. 

On  doit  considérer  dans  toute  machine  deux  espèces 
de  forces,  les  unes  mouvantes^  les  autres  résistantes. 
Les  premières  ont  un  travail  positif,  c'est  le  trav^ail  mo- 
teur^ les  secondes  ont  un  travail  négatif,  c'est  le  trav^ail 
résistant. 

Soient  : 

^mif^  et  ^^rny^l  les  sommes  des  forces  vives  corres- 
pondantes aux  époques  f  et  /q  ? 

T„  la  somme  des  travaux  positifs  produits  pendant  le 
temps  t  —  fo5 

T^  la  somme  des  travaux  négatifs  développés  pendant  le 
même  temps  et  pris  en  valeurs  absolues. 

Nous  aurons 

y|;„p2  —  ^/WP  j  =r  2  (  T«  —  Tr) . 

La  discussion  attentive  de  cette  équation  indique  les 
conditions  que  doit  remplir  une  bonne  machine ,  et  les 
principes  généraux  qui  doivent  présider  à  sa  construction. 

La  force  mouvante  étant  donnée,  si  la  force  résistante 
est  tellement  considérable,  qu'elle  empêche  tout  mouve- 
ment, le  travail  sera  nul  ;  si  au  contraire  la  force  résis- 
tante est  très-faible,  la  vitesse  pourra  devenir  grande  5 
mais,  comme  cette  vitesse  est  presque  toujours  limitée  par 
la  nature  du  moteur,  le  travail  sera  toujours  peu  consi- 
dérable. On  conçoit  par  là  qu'il  est  une  proportion  entre 
les  efforts  et  les  vitesses  pour  laquelle  le  travail  est  un 

6. 
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maximum.  Parent  (*)  est  le  premier  qui  ait  fait  cette  re- 
marque, et  se  soit  proposé  de  trouver  les  conditions  du 
maximum  de  travail  pour  quelques  machines.  Les  géo«- 
mètres  et  ingénieurs  qui  vinrent  après  lui,  Daniel  Ber- 
nouUi ,  Euler,  Borda,  Coulomb,  Carnot,  Bélidor  et  Smea- 
ton,  entrèrent  dans  cette  voie  de  recherches  utiles.  Ce  fut 
Lagrange  (**)  qui  signala  l'importance  de  l'équation  des 
forces  vives  dans  les  questions  relatives  k  l'effet  des  ma-- 
chines»  Cette  idée  fut  fécondée  par  Petit  (***),  par  Na- 
vier  (***♦),  et  surtout  par  Coriolis  dans  son  excellent 
Traité  du  calcul  et  de  V effet  des  rp^achines  {1829).  C'est 
à  cet  auteur  que  l'on  doit  l'expression  de  travail  d'une 
force,  employée  dans  le  sens  que  nous  avons  défini. 

1 .  Discussion  de  r équation  des  forces  vii^es 

Les  forces  vives  qui  entrent  au  premier  membre  de 
cette  équation  sont  la  force  vive  de  chaque  molécule  de  la 
machine  dans  son  mouvement  naturel,  celle  des  mêmes 
molécules  dans  le  mouvement  vibratoire  qui  accompagne 
presque  toujours  le  premier  mouvement,  celle  des  sup- 
ports et  du  sol  environnant,  enfin  celle  de  l'air  ambiant. 
Le  travail  résistant  T^  qui  figure  au  second  membre  se 
compose  du  travail  utile  que  la  machine  a  pour  but  de 
produire,  et  du  travail  nuisible^  nommé  aussi  tr^wail  des 
résistances  passives.  Ce  dernier  renferme  le  travail  pro- 
duit par  le  frottement  des  pièces  l'une  contre  l'autre  ou 
t^ontre  les  supports,  le  travail  dépensé  dans  les  vibrations 


(*)  Mémoires  de  l'Académie  des  Sciences  de  Paris,  1704,  p.  3a3. 
(**)  Théorie  des  Fonctions  analytiques,  P.  III,  c.  vu;  1797. 
(***)  Annales  de  Chimie,  1818,  t.  VIII,  p.  287. 

(^***)  Notes  ajoutées  dans  la  nouvelle  édition  de  V Architecture  hX' 
èraulique  de  Bélidor,  t.  I;  1819. 
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qui  sont  commuDiquées  aux  diverses  pièces  de  la  machine, 
le  travail  dépensé  dans  les  mouvements  qui  soiucommu-* 
niques  aux  supports  et  au  sol  environnant,  enfin  le  tra*- 
vail  qui  nait  de  la  résistance  de  Tair  ambiant.  Le  travail 
des  frottements  peut  se  calculer.  Celui  des  vibrations  de 
la  machine  ne  peut  se  mesurer  dans  Fétat  actuel  de  la 
science,  mais  on  démontre  qu'il  est  égal  a  la  force  vive 
produite  parles  mêmes  vibrations;  on  peut  donc  faire 
abstraction  de  ce  travail  et  de  cette  force  vive  dans  l'é- 
quation générale.  Le  travail  qui  naît  des  mouvements 
communiqués  aux  supports  et  au  sol  environnant  est  par^ 
fois  considérable;  on  n  a  pas  pu  jusqu'ici  le  soumettre  au 
calcul.  Eoifin  le  travail  consommé  par  Tair  ambiant  est  en 
général  une  très-petite  fraction  du  travail  résistant  total; 
on  peut  la  négliger. 

Quand  on  considère  le  mouvement  depuis  son  origine 
jusqu'à  son  extinction  ou,  plus  généralement,  entre  deux 
instants  où  les  vitesses  sont  les  mêmes,  le  premier  membre 
de  l'équation  (A)  est  nul,  lien  résulte  que  le  travail mo^ 
leur  y  dans  ce  cas  y  est  égal  au  travail  résistante  Ainsi 
l'effet  de  la  machine,  pendant  toute  la  durée  du  mouve- 
ment, a  été  de  transmettre  le  travail  des  forces  mouvantes 
aux  forces  résistantes,  sans  aucune  déperdition.  Ceci  con- 
stitue le  principe  nommé  par  Coriolis  principe  de  la 
transmission  du  traitait. 

H  importe  de  diminuer  autant  que  possible  le  travail 
des  résistances  passives,  afin  qu'une  plus  grande  portion 
du  travail  résistant  se  traduise  en  effet  utile.  Par  consé- 
quent, dans  l'établissement  d'une  machine,  on  aura  soin 
d'éviter  les  frottements  qui  ne  sont  point  nécessaires, 
d'adoucir  ceux  qu'on  ne  peut  éviter;  on  prendra  toutes 
les  précautions  convenables  pour  qu'il  ne  soit  pas  com- 
muniqué de  vibrations  considérables  aux  supports  et  au 
sol  environnant.  Il  faudra  éviter  les  chocs  avec  plus  de 
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soin  encore  5  car,  outre  qu'un  choc  fait  naître  des  vibra- 
tions intenses  dans  les  pièces  de  la  machine  et  dans  leurs 
supports,  il  produit  des  déformations  qui,  sans  être  con- 
sidérables, peuvent  néanmoins  absorber  une  grande  quan- 
tité de  travail  à  cause  de  la  résistance  considérable  des 
forces  moléculaires.  Les  meilleures  machines  se  meuvent 
sans  bruit,  sans  ébranlement,  et  pour  ainsi  dire  sans 
laisser  soupçonner  l'effort  qu'elles  produisent. 

Les'  maxima  et  les  minima  de  la  force  vive  ne  peuvent 
se  présenter  que  dans  les  positions  de  la  machine  où  la 
force  motrice  fait  équilibre  à  la  force  résistante.  On  le 
reconnaît,  en  observant  que  les  travaux  élémentaires,  qui 
représentent  la  différentielle  de  la  force  vive,  sont  préci- 
sément les  moments  virtuels  dont  la  somme  est  nulle 
lorsqu'il  y  a  équilibre.  En  outre,  pour  que  l'équilibre  ait 
lieu,  il  suffit  que  les  travaux  élémentaires  des  différentes 
forces  aient  une  somme  nulle  dans  les  deux  mouvements 
contraires  dont  la  machine  est  susceptible  de  part  et 
d'autre  de  la  position  considérée.  Les  différents  cas  sont 
compris  dans  le  théorème  suivant  : 

Quand  la  force  motncefait  équilibre  à  la  force  résis^ 
tante,  il  y  a  maximum  ou  minimum  de  force  vivey  ou 
bien  il  n'y  a  ni  maximum  ni  minimum^  suis^ant  que  la 
somme  algébrique  du  trai^ail  élémentaire  moteur  et  du 
travail  élémentaire  résistant  passe  en  s* annulant  du  po- 
sitif  au  négatif  ou  du  négatif  au  positif  ou  bien  ne 
change  pas  de  signe. 

Dans  le  premier  cas,  la  position  correspondante  de  la 
machine  est  une  position  d^ équilibre  stable^  car,  si  l'on 
écarte  un  peu  la  machine  de  cette  position  dans  le  sens 
du  mouvement,  la  force  résistante,  qui  alors  est  supé- 
rieure à  la  force  motrice,  tend  à  ramener  la  machine  dans 
la  position  première  \  et  si  l'écart  est  produit  en  sens  con- 
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traire  du  mouvement,  la  force  motrice,  qui  alors  est  la 
plus  grande,  tend  à  ramener  encore  la  machine  dans  la 
première  position.  On  verra  de  même  que,  dans  le  second 
cas,  la  position  de  la  machine  pour  laquelle  les  forces 
sont  égales  est  une  position  â! équilibre  instable^  car, 
quel  que  soit  le  sens  du  petit  déplacement  produit,  celle 
des  deux  forces  qui  est  la  plus  considérable  tend  à  éloi- 
gner la  machine  de  la  position  première.  Dans  le  troi- 
sième cas,  Téquilibre  n'est  ni  stable  ni  instable,  ou  plutôt 
il  est  stable  relativement  à  un  écart  produit  dans  un 
sens,  et  instable  relativement  à  un  écart  produit  dans 
l'autre  sens  \  car,  quel  que  soit  le  sens  du  déplacement, 
la  force  qui  est  la  plus  grande  agit  dans  la  même  direc- 
tion. L'existence  de  ce  dernier  cas  d'équilibre  est  cause 
que  les  positions  d'équilibre  stable  et  d'équilibre  instable 
ne  se  succèdent  pas  toujours  alternativement.  Enfin,  si 
les  forces  se  font  équilibre  pour  une  série  de  positions 
consécutives  de  part  et  d'autre  de  la  position  considérée, 
celle-ci  est  une  position  H équilibre  indifférent. 

2.  Moui^ement  uniforme  y  ^volants  et  régulateurs.  — 
Lorsqu'une  machine  coiùmeuce  à  se  mouvoir,  le  tra- 
vail moteur  élémentaire  l'emporte  d'abord  sur  le  travail 
résistant  •,  alors  la  force  vive  et  la  vitesse  augmentent.  Le 
travail  résistant  élémentaire  deviept  bientôt  égal  au  tra- 
vail moteur  5  à  cet  instant,  la  force  vive  est  un  maximum. 
Si  le  travail  moteur  et  le  travail  résistant  continuent  de 
varier  d'une  manière  inégale,  la  vitesse  subit  des  varia- 
tions correspondantes.  Cependant  on  a  de  l'intérêt  à 
maintenir  l'uniformité  du  mouvement,  non  qu'elle  soit 
nécessaire  à  une  bonne  transmission  du  travail,  mais 
parce  que  le  travail  produit  est  de  meilleure  qualité  au 
point  de  vue  industriel  :  il  a  plus  de  régularité.  En  outre, 
si  les  vitesses  étaient  sujettes  à  des  variations  rapides,  ces 
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changements  brusques  ne  pourraient  guère  s'effectuer  sans 
produire  des  ébranlements  dans  les  supports.  Il  est  dofac 
important  de  chercher  comment  on  pourra  favoriser  l'n- 
niformilé  du  mouvement. 

Dans  la  plupart  des  machines  les  vitesses  des  différentes 
parties  ont  des  rapports  constants,  abstraction  faite  des 
vibrations.  Soient  (^  la  vitesse  d'une  molécule  de  la  ma- 
chine choisie  à  volonté,  au  celle  de  l'une  quelconque  des 
antres  molécules.  L'équation  des  forces  vives  prendra  la 
forme 

Or,  la  différence  T„» — T^  étant  donnée,  plus  ^mg*  Sera 

considérable,  moins  la  différence  des  vitesses  ^ —  ^^  ^era 
grande;  on  diminuera  donc  les  inégalités  de  la  vitesse,  si 
l'on  ajoute  à  la  machine  de  nouvelles  pièces  dont  le  poids 
et  la  vitesse  relative  soient  considérables. 

Ces  pièces  additionnelles  portent  le  nom  de  volants. 
Pour  qu'elles  n'augmentent  pas  les  variations  du  travail 
moteur  et  du  travail  résistant,  on  fait  en  sorte  que  leur 
centre  de  gravité  reste  immobihs  ;  car  alors  le  travail  de 
la  pesanteur  sur  ces  pièces  est  constamment  nul*,  leur 
seul  inconvénient  est  d'accroître  un  peu  la  somme  des 
frottements.  Les  volants  sont  ordinairement  de  grandes 
roues  concentriques  à  l'arbre  principal  de  la  machine. 

U  arrive  assez  souvent  que  la  force  motrice  et  la  force 
résistante  peuvent  être  réglées  de  manière  qu'elles  re- 
prennent toujours  les  mêmes  valeurs,  lorsque  l'arbre  de 
la  machine  a  tourné  d'un  angle  déterminé;  dans  ce  cas, 
le  mouvement  finira  par  être  périodique,  l'amplitude  de 
la  période  sera  l'angle  dont  il  s'agit.  Nous  pourrons  dé- 
terminer le  moment  d'inertie  du  volant  qu'il  faut  adapter 
à  l'arbre  pour  que  la  différence  entre  la  plus  grande  et  la 


Fîg.     56. 


DYNAMIQUE.  89 

plus  petite  des  valeurs  de  la  vitesse  soit  réduite,  dans  clia- 
que  période,  à  une  fraction  donnée  de  la  vitesse  moyenne. 
Un  exemple  simple  indiquera  la  marche  à  suivre. 

Nous  supposons  un  arbre  horizontal  O A ,  muni  d'une 
manivelle  ON,  qui  est  articulée 
à  une  bielle  verticale  NM.  La 
force  résistante  est  un  poids  Q 
suspendu  à  l'extrémité  d'une 
chaîne  qui  ^'enroule  sur  l'arbre. 
La  force  motrice  est  une  force 
constante  P,  qui  pendant  une 
demi-révolution  tire  la  bielle 
dans  le  sens  de  la  pesanteur,  et 
pendant  l'autre  demi-révolution 
la  pousse  en  sens  contraire,  de 
manière  à  favoriser  toujours  le 
mouvement  de  rotation  sans  écarter  la  bielle  de  la  verti- 
cale. Nous  négligeons  le  poids  de  la  chaîne  et  celui  de  la 
bielle,  et  nous  admettons  que  le  mouvement  soit  devenu 
périodique. 

Puisque  le  mouvement  est  périodique,  le  travail  de  la 
force  motrice  pendant  un  tour  entier  est  égal  au  travail 
de  la  force  résistante.  Si  donc  on  nomme  r  et  R  les  rayons 
de  l'arbre  et  de  la  manivelle,  on  aura 

4R.P=27rr.Q, 

Quand  la  vitesse  est  un  maximum  ou  un  minimum,  la 
force  motrice  fait  équilibre  à  la  force  résistante.  Ainsi,  en 
désignant  par  a  l'angle  que  la  manivelle  fait  avec  la  ver- 
ticale OB  à  l'instant  du  maximum  ou  du  minimum  de 
vitesse,  on  a  la  relation 

±PRsina  =  Qr; 
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d'où  Ton  lire,  eu  égard  à  l'équation  précédente. 


a  =  ±  arc  sm  -  • 


Soient  BON  =  —  BOM'  =  ai  le  plus  petit  des  angles 

dont  le  sinus  est  -  ?  et  BOM  =  —  BON'  =  tt  —  aj .  La  vi- 

tesse  a  évidemment  la  même  valeur  minimum  en  N  et  N', 
et  la  même  valeur  idaximum  en  M  et  M'  5  car,  en  vertu 
de  la  symétrie,  le  mouvement  est  le  même  aux  deux  extré- 
mités d'un  même  diamètre. 

Soient  cOi  la  vitesse  angulaire  maximum,  coo  la  vitesse 

angulaire  minimum,  et  ^rnp*  le  moment  d'inertie  de 

l'arbre,  de  la  manivelle  et  du  volant  inconnu  autour  du 
même  axe  O. 

D'après  ce  qui  précède,  l'équation  des  forces  vives, 
étendue  à  l'arc  décrit  NM,  devient 

(«J  —  «î)  Viwp*z=2[2PRcosa,  —  Qr(7r—  2a,)], 
(l)      (û>J  —  wj)  ^y^''^p^  =  2Qr[7r(cosa,  —  i)  -+  2a,]. 

Soient  encore  A  le  quotient  de  27r  par  la  durée  d'une 
révolution  de  l'arbre,  c'est-à-dire  la  vitesse  angulaire 
moyenne,  quantité  qui  est  supposée  connue.  Il  s'agit  'de 

déterminer  le  moment  d'inertie  ^  mp*  par  la  condition 

que  le  rapport  — se  réduise  à  une  fraction  donnée  /x, 

sans  que  la  vitesse  A  éprouve  aucun  changement. 

La  vitesse  moyenne  il  différera  peu  de  la  demi-somme 
des  vitesses  extrêmes,  lorsque  le  problème  sera  résolu,  et 
que  la  quantité  (i  sera  une  petite  fraction.  Si  donc  on 
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pose 

.  «,  +  «e 

n(l  — e)i=r , 

^  '  2 

i  sera  une  petite  quantité,  et  Ton  aura 

wj  — wj  =:  2{w,  —  w,)û(l  —  e)  =  2fta'{l  —  g), 

(2)       2^"^'"  "77;  ['^(^O**'  —  l)-f-  2a,](i  -h  s  4-s'-f-...). 

Pour  une  première  approximation,  on  peut  négliger  t  \ 
alors  il  vient 

Cette  équation  fait  connaître  d'une  manière  approchée 
le  moment  d'inertie  du  volant,  lorsque  celui  de  Tarbre  et 
de  la  manivelle  sont  donnés.  Admettant  cette  valeur,  on 
tirera  de  l'équation  générale  des  forces  vives  la  valeur  de 
la  vitesse  angulaire  co  correspondante  à  un  angle  quel- 
conque 0,  exprimée  en  fonction  de  cet  angle  et  de  la  vi- 
tesse ot)o  ;  on  calculera  cette  vitesse  coo  à  l'aide  de  la  rela- 
X37r 
a)£{d=  2  7rfl,  puis  on  aura  cOi  par  l'équation  (i), 

et  enfin  e  par  la  relation 

W,    -T-  Wo 

e  zzT  I • 

211 

Ceci  fait,  on  prendra  pour  nouvelle  valeur  du  moment 
d'inertie  la  valeur  déjà  trouvée  augmentée  de 

Or 

-^[7r(coSa,  —  1)  -h2a,]«. 

Cette  nouvelle  valeur  sera  plus  exacte  que  la  première  \  on 
pourra  s'en  servir  pour  calculer  une  nouvelle  valeur  de  e, 
que  l'on  substituera  dans  la  formule  (2)  en  négligeant 
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seulement  le  cube  de  s.  De  celte  manière  on  poussera 
l'approximation  aussi  loin  qu'on  le  jugera  convenable. 

Ordinairement  on  prend  le  nombre  ^i  égal  à  -r-j  et 

oo 

l'on  se  borne  à  la  première  approximation. 

Pour  réduire  les  formules  en  nombres  rapportés  aux 
unités  communément  admises  dans  ce  genre  de  ques- 
tions, on  exprimera  Q  en  kilogrammes,  r  en  mitres,  et 
l'on  rapportera  les  vitesses  à  la  seconde  prise  pour  unité 
de  temps.  Alors,  si  l'on  nomme  n  le  nombre  de  tours  que 

l'arbre  exécute  en  une  minute,  -77—-  sera  la  vitesse  angu- 
laire moyenne  fl,  ^ ^aTurQ  sera  le  nombre  de  che- 

yaax  qui  mesure  la  force  de  la  machine  ;  représentant  ce 
nombre  par  la  lettre  c,  on  aura,  à  la  première  approxi- 
mation, 

2                2025000C  /  /— .     2 

wp»  = —  (  vtt^  —  4  —  TT  -f-  aarc  sm - 


Comme  la  forme  du  volant  n'est  point  déterminée^  ou 
proBtera  de  cette  indétermination  pour  diminuer  son 
poids  et  alléger  d'autant  les  frottements  sur  l'axe.  11  suf- 
fira d'éloigner  les  parties  les  plus  massives  de  l'axe  de  ro- 
tation. Néanmoins  on  ne  pourra  pas  augmenter  indéfini- 
ment le  rayon  de  la  couronne  qui  forme  ordinairement  la 
partie  principale  du  volant-,  car  les  forces  centrifuges, 
qui  croissent  comme  le  rayon,  finiraient  par  être  assez 
puissantes  pour  rompre  la  pièce. 

Cet  exemple  est  plus  général  qu'il  ne  paraît  au  premier 
abord  ;  car  il  comprend  toutes  les  machines  qui  peuvent 
se  réduire  à  une  série  de  pièces  tournant  autour  d'axes 
fixes,  et  liées  à  l'arbre  principal  de  manière  que  la  vitesse 
angulaire  de  chaque  pièce  reste  dans  un  rapport  constant 
avec  celle  de  l'arbre.  La  force  résistante  peut  d'ailleurs 
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être  appliquée  à  l'un  quelconque  de  ces  corps,  ou  répartie 
sur  plusieurs  d'entre  eux,  pourvu  que  la  force  appliquée 
à  chaque  corps  ait  toujours  le  même  moment  relatif  à 
l'axe  de  rotation  correspondant. 

En  effet,  soient  I  le  moment  d'inertie  d'un  corps  autour 
de  son  axe  de  rotation,  i  le  rapport  constant  de  sa  vitesse 
angulaire  à  la  "vitesse  angulaire  w  de  l'arbre  principal, 
etQ^r'  le  moment  de  la  force  résistante  qui  lui  est  ap- 
pliquée, pris  relativement  à  FaTe  de  ce  même  corps.  Sans 
changer  la  somme  des  forces  vives,  on  peut  substituer  à 
ce  corps  une  masse  distribuée  symétriquement  sur  Tarbre 
principal  et  à  une  distance  de  l'axe  telle,  que'  le  moment 
d'inertie  de  cette  masse  autour  de  l'axe  soîl  Ii*.  Sans  chan- 
ger le  travail  résistant,  on  peut  remplacer  la  force  Q'  par 

une  force  Q'  —  ajoutée  au  poids  Q  qui  agit  directement  sur 

l'arbre  principal  à  la  distance  r.  Alors  on  sera  ramené  au 
cas  simple  qui  vient  d'être  traité.  Les  formules  resteront 

les  mêmes,  mais^mp*  représentera  le  moment  d'inertie 

davolant  et  de  l'arbre  fictif  qui  remplace  tous  les  corps, 
et  Q  représentera  le  poids  fictif  qui  remplace  toutes  les 
forces  résistantes.  Cette  méthode  analytique  et  rigoureuse 
oonduit  le  plus  souvent  à  des  calculs  pénibles  et  difficiles. 
C'^est  pourquoi  les  ingénieurs  préfèrent  employer  des  pro- 
cédés approximatifs,  dont  rcxactitude  est  suffisante  pour 
la  pratique. 

Supposons  d'abord  que  la  vitesse  de  chaque  molécule 
de  la  machine  soit  dans  un  rapport  constant  avec  la  vitesse 
angulaire  de  l'arbre  principal,  dont  on  veut  égaliser  le 
mouvement,  ou  du  moins  admettons  que  les  pièces  qui  ne 
satisfont  point  à  cette  condition  aient  une  force  vive  con- 
f  Uiiament  négligeable  vis-à-vis  de  la  force  vive  possédée 
tu  même  îmstant  par  l'ensemble  des  autres  pièces.  Ceci 
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revient  à  supposer  que  la  somme  des  forces  vives  peut, 
sans  erreur  sensible,  se  représenter  par  une  expression 

de  la  forme  &)*  ^'mp*,  w  désignant  la  vitesse  angulaire  de 

l'arbre,  et  ^'mp*  une  somme  constante  formée  d'une  par- 
tie connue,  plus  le  moment  d'inertie  du  volant. 

Nous  remplacerons  les  forces  motrices  par  une  force 
unique  appliquée  directement  à  l'arbre,  perpendiculaire  à 
l'axe,  et  ayant  à  chaque  instant  même  travail  élémentaire 
que  les  forces  motrices  réellement  appliquées.  Ceci  est 
évidemment  possible  et  même  facile.  Nous  ferons  une 
substitution  semblable  pour  les  forces  résistantes.  Ce  sont 
ces  deux  forces  fictives  que  nous  considérerons  doréna- 
vant. 

Imaginons  que  l'on  ait  construit  une  courbe  S^  qui  ait 
pour  ordonnée  le  moment  de  la  force  motrice  relatif  à 
l'axe,  et  pour  abscisse  la  longueur  de  l'arc  qui,  dans  le 
cercle  de  rayon  égala  l'unité,  mesure  l'angle  dont  l'arbre 
a  tourné.  L'aire  comprise  entre  la  courbe,  l'axe  des  ab- 
scisses et  deux  ordonnées  infiniment  voisines,  correspon- 
dantes aux  angles  OeiO-hdO^  mesurera  le  travail  élémen- 
taire de  la  force  motrice  pour  la  position  déterminée  par 
l'angle  6.  Car  toute  force  appliquée  sur  l'arbre  et  perpen- 
diculaire à  l'axe  peut  être  considérée  comme  appliquée  à 
l'extrémité  du  rçiyon  qui  lui  est  perpendiculaire. 

Supposons  que  l'on  ait  construit  de  même  une-seconde 
courbe  S^,  rapportée  aux  mêmes  axes  coordonnés,  et  re- 
lative à  la  force  réaistante. 

Les  aires  de  ces  deux  courbes,  comprises  entre  deux  or- 
données AC,  6D  distantes  de  271,  mesurent  l'une  le  tra- 
vail moteur,  l'autre  le  travail  résistant  développé  pendant 
un  tour  entier.  Ces  deux  aires  doivent  être  égales  pour 
que  le  mouvement  soit  périodique  avec  une  amplitude  de 


Fig.  57. 
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période  égale  à  271  (*).  Si  cette  égalité  n  a  pas  lieu,  on 

modifiera  la  force  motrice,  le  plus  souvent  disponible, 

de  manière  à  établir  sensiblement  Tégalité  des  deux  aires. 

Ceci  fait,  les  intersections  des  deux  courbes  doivent  se 

trouver  en  nombre  pair 
entre  les  deux  ordonnées 
AC,  BD.  Chacuve  des 
aires  comprises  entre  les 
deux  courbes,  et  limi- 
tées à  deux  intersections 
consécutives,  mesure  la 
T  moitié  de  la  quantité 
dont  croît  ou  décroit  la 
force  vive  pendant  que  l'arbre  tourne  de  l'angle  mesuré 
par  la  diflFérence  des  abscisses  correspondantes  aux  deux 
intersections  extrêmes.  Parmi  ces  aires,  celles  dont  le 
contour  supérieur  est  formé  par  la  courbe  S^  répondent 
à  un  accroissement  de  force  vive,  les  autres  répondent 
à  une  diminution  de  force  vive.  Prenons  un  nombre  im- 
pair de  ces  aires  consécutives,  en  commençant  par  l'une 
de  celles  qui  répondent  à  un  accroissement  de  force  vive; 
ajoutons  celles  qui  répondent  à  un  accroissement,  et  re- 
tranchons celles  qui  répondent  à  une  diminution.  Soit 
Ej  —  Ej  +  E4  la  plus  grande  différence  que  nous  puis- 
sions former  de  cette  manière.  La  première  intersection  Ii 
répondra  à  la  plus  petite  vitesse  angulaire  coo,  la  dernière 
intersection  I4  répondra  à  la  plus  grande  vitesse  angu- 
laire (ùiy  et  nous  aurons  F  équation 

(«î-«î)2'^P'=2(E,-E,-f-E,). 

La  solution  s'achève  comme  dans  le  cas  simple  traité 


(*)  Si  ramplitude  de  la  période  était  un  autre  angle  ^,  on  pi'endrait  la 
distance  des  ordonnées  extrêmes  AC,  BD  égale  à  Tare  p. 
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précédemment.  Si  Ton  conserve  la  même  notation,  et  que, 
de  plus,  on  nomme  k  le  rapport  de  l  aire  Ej  —  Es  -4-  E4  à 
l'aire  qui  mesure  le  travail  résistant  développé  pendant  un 
tour  entier,  on  aura,  pour  déterminer  le  moment  d'inertie 
du  volant,  en  se  bornant  à  la  première  approximation, 
-^^      ,      4o5oooo  ck 

Les  courbes  S^,  S,,  peuvent  se  tracer  assez  facilement  à 
l'aide  du  frein  de  Pronj  ou  du  dynamomètre  à  ressorts 
de  M.  Poncelet.  Un  crayon,  fixé  à  l'appareil  dynamomé- 
trique, trace  la  courbe  sur  un  papier  que  la  machine 
elle-même  met  en  mouvement. 

Considérons  encore  une  machine  à  vapeur  de  JVatt, 
Le  piston  communique  le  mouvement  à  l'arbre  par  l'in- 
termédiaire du  balancier,  de  la  bielle  et  de  la  manivelle. 
L'arbre  fait  mouvoir  des  pièces  dont  les  vitesses  sont  avec 
la  sienne  dans  des  rapports  constants. 

Pour  le  calcul  de  la  force  vive,  on  peut,  sans  erreur 
trop  grande,  considérer  les  masses  du  piston  à  vapeur,  de 
la  bielle  et  des  pistons  des  pompes  qui  sont  mises  en  mou- 
vement par  le  balancier^  comme  concentrées  aux  points 
d'articulation  de  ces  corps  sur  le  balancier.  De  plus,  la 
force  vive  moyenne  du  balancier  étant  orainairement  in- 
férieure à  la  centième  partie  de  celle  du  volant  et  de 
l'arbre  fictif,  qui  remplace  toutes  les  autres  pièces  de  la 
machine,  il  est  permis  de  remplacer  la  valeur  exacte  de 
la  force  vive  du  balancier  par  une  valeur  approchée,  d'un 
calcul  plus  commode.  Or,  «i  l'on  nomme  w  la  vitesse  an- 
gulaire de  l'arbre,  uJ  celle  du  balancier,  R'  la  demi-lon- 
gueur du  balancier,  et  /la  longueur  variable  d'une  paral- 
lèle au  balancier  menée  par  le  centre  de  l'arbre  jusqu'à  la 
rencontre  de  la  bielle,  on  a  constamment  la  relation  (t.  I, 
p.  23o) 

/ 
R' 
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Ainsi,  la  force  vive  du  balancier  est  rigoureusement  le 
produit  du  moment  d'inertie  de  ce  corps  autour  de  son 

axe  parle  facteur  —  w*.  Il  nous  est  permis  de  remplacer 

ce  dernier  facteur  par  la  quantité  peu  diQérente  -7-^  îî*^ 
A  désignant  la  moyenne  arithmétique  entre  la  plus  grande 
et  la  plus  petite  valeur  de  w,  c'est-à-dire  — -> 

Ceci  posé,  soient  : 

^mp*  le  moment  d'inertie  de  l'arbre  fictif  et  du  vo- 
lant; 

«,-  la  vitesse  angulaire  que  possèdent  ces  deux  pièces 
quand  la  manivelle  est  au  point  mort^  c'est-à-dire  quand 
le  prolongement  de  la  bielle  rencontre  l'axe  de  rotation  \ 

I  le  produit  de  —7^  par  le  moment  d'inertie  du  balancier 

autour  de  son  axe  propre  -, 

T,„  le  travail  de  la  vapeur  diminué  du  travail  des  résis- 
tances qui  agissent  sur  le  balancier,  savoir  le  frottement 
du  piston,  et  l'effort  de  la  pompe  alimentaire,  de  la  pompe 
à  air  et  de  la  pompe  à  eau,  ce  travail  étant  compté  à  par- 
tir de  la  position  de  la  machine  qui  correspond  au  point 
mort; 

T^  le  travail  de  la  résistance  appliquée  sur  l'arbre, 
compté  depuis  la  même  position. 

L'équation  des  forces  vives,  pour  une  position  quel- 
conque, sera  sensiblement 

On  construira,  dans  une  épure  à  grande  échelle,  les  va- 
leurs de  IZ*,  T,„,  T^ correspondantes  à  des  arcs  décrits  qui 
croissent  en  progression  arithmétique  et  comprennent  un 

n.     2*  ÉDIT.  ^ 
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tour  entier;  puis  on  cherchera  sur  cette  épure  la  plus 
grande  valeur  Mi  du  second  membre  de  Féquatiou  pré- 
cédente et  la  plus  petite  valeur  M^,  Ces  valeurs  étant 
trouvées,  le  problème  sera  résolu;  car  on  aura 

e, 
la  valeur  fx, 


•  •  •  1  «"l "'O     ^  1 

et,  par  suite,  assujettissant  le  rapport a  prendre 


2-p^: 


M. —  Mo 


On  pourra  consulter  avec  fruit  sur  ce  sujet  un  beau  Mé- 
moire de  Coriolîs  inséré  au  XXI®  Cahier  du  Journal  de 
r École  Polytechnique. 

Lorsque  la  machine  a  plusieurs  arbres  réunis  par  des 
engrenages  ou  des  courroies  sans  fin,  et  d'ailleurs  solli- 
cités par  des  forces  quelconques,  il  n'est  point  indifférent 
de  placer  le  volant  sur  tel  ou  tel  arbre.  Il  convient  de  le 
placer  sur  celui  qui  éprouve  les  plus  grandes  variations 
dans  sa  force  appliquée,  afin  d'éviter  autant  que  possible 
les  chocs  dans  les  engrenages. 

En  effet,  considérons  deux  arbres  de  rayons  r,  r',  solli- 
cités dans  le  sens  du  mouvement  par  deux  forces  dont  les 
moments  autour  des  axes  respectifs  soient  Pr,  P'r',  et 
supposons  que  le  premier  arbre  conduise  le  second  par 
l'intermédiaire  d'une  courroie  sans  fin  ou  d'un  engrenage 
à  dents  très-petites.  Nous  pourrons  assimiler  la  pression 
des  dents  de  l'engrenage  ou  la  différence  entre  les  tensions 
des  deux  brins  de  la  courroie,  à  la  tension  d'une  corde 
qui  s'enroulerait  sur  le  premier  arbre  et  se  déroulerait  sur 
l'autre.  Alors,  si  nous  représentons  par  T  cette  tension, 
par  Cl),  0)'  les  vitesses  angulaires  des  deux  arbres,  et  par 
Mr*,  MV  leurs  moments  d'inertie  autour  de  leurs  axes 
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respectifs,  nous  aurons,  en  appliquant  Féquation  des  forces 
vives  à  un  instant  infiniment  petit, 

2  (P  —  T)  rwrfr  =  Mr^flf .«S 

2  (P'  -4-  T)  r'w'rfr  =  MV'2^.w'^ 

D'après  la  relation  rw  =  /''w',  il  s'ensuit 

P  —  TM  PM^— FM 

P'H-T~"M''  ""      M -4- M' 

Cette  valeur  de  la  tension  nous  montre  que,  pour  deux 
accroissements  égaux  attribués  séparément  à  P  et  à  P', 
les  variations  correspondantes  de  la  tension  sont  entre 
elles  dans  le  rapport  inverse  des  quantités  M  et  M'. 
Donc,  pour  éviter  que  la  tension  varie  brusquement  ou 
change  Âe  signe,  auxquels  cas  il  y  aurait  choc  entre  les 
dents  de  l'engrenage,  il  convient  de  faire  correspondre 
le  plus  grand  moment  d'inertie  à  l'arbre  dont  la  force 
appliquée  éprouve  les  variations  les  plus  subites  et  les 
plus  considérables. 

3.  Tras^ail  résistant  des  frottements.  —  Étudions  le 
travail  développé  par  les  frottements  dans  quelques  ma- 
chines les  plus  simples.  Il  s'agit  ici  du  frottement  dyna- 
mique tel  qu'on  l'a  défini  (t.  I,  p.  69). 

Pour  estimer  le  travail  du  frottement,  on  peut  consi- 
dérer la  force  de  frottement  comme  celle  d'un  ressort,  qui 
s'oppose  à  l'écartement  des  molécules  en  contact,  suivant 
la  tangente  commune  aux  deux  surfaces  dont  elles  font 
partie,  tant  que  la  distance  de  ces  molécules  est  inappré- 
ciable, ou  tant  que  d'autres  molécules  infiniment  voisines 
ne  sont  pas  venues  se  toucher  et  jouer  le  rôle  des  pre- 
mières. D'après  cela,  le  travail  dû  au  frottement  de 
deux  surfaces  qui  glissent  Vune  sur  Vautre  a  pour  me^ 
sure  r intensité  de  la  force  de  frottement  intégrée  par 
rapport  à  Varc  de  glissement. 
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Engrenages  plans.  —  Considérons  d'abord  le  frotle- 
ment  développé  dans  le  mouvement  d'un  engrenage  cy- 
lindrique. Nous  pouvons  supposer  les  roues  réduites  à 
leurs  bases 5  et  nous  avons  vu  (t.  I,  p.  238  et  suîv.)  que  le 
»  mouvement  relalif  des  deux  profils  s'obtient  en  supposant 
fixe  l'une  des  circonférences  primitives,  et  faisant  rouler 
l'autre  circonférence  primitive  sur  le  contour  de  la  pre- 
mière. Dans  ce  mouvement  fictif,  tout  point  de  la  figure 
mobile  décrit  à  chaque  instant  un  petit  arc  de  cercle  au- 
tour du  point  de  contact  des  circonférences  primitives. 
Observons  en  passant  que  l'angle  sous-lendu  par  cet  arc 
élémentaire  est  la  somme  des  deux  angles  infiniment  pe- 
tits dont  les  circonférences  primitives  ont  tourné  dans  le 
mouvement  réel.  De  plus,  les  éléments  en  contact  dans 
les  deux  profils  sont  à  chaque  instant  perpendiculaires 
sur  la  droite  qui  les  joint  au  point  de  contact  des  cir- 
conférences primitives.  Ainsi,  nous  voyons  déjà  que  pour 
des  rotations  égales  et  infiniment  petites  d'une  circonfé- 
rence primitive,  l'arc  de  glissement  élémentaire  est  pro- 
portionnel à  la  distance  du  contact  des  dents  au  contact 
des  circonférences  primitives;  en  sorte  que,  si  la  pression 
normale  est  constante,  le  travail  élémentaire  du  frotte- 
ment est  lui-mêriie  proportionnel  à  cette  distance. 
Venons  au  détail  du  calcul. 

Soient  r,  r'  les  rayons  des  deux  circonférences  primi- 
tives 0,0'; 

Q  la  résistance,  supposée  constante,  qui  agit  tangen- 
tiellement  à  la  roue  conduite  O',  et  s'oppose  à  son  mou- 
vement ; 

P  la  pression  normale  qui  s'exerce  entre  les  dents  en 
contact; 

(X  le  coefficient  de  frottement; 

X  la  distance  variable  du  point  de  contact  A  des  cir- 
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conférences  primitives,  au  point  de  contact  M  des  dents 
^'^"  ^^*  correspondantes; 

s  Tare  décrit  par  un  point 
des  circonférences  primi- 
tives, depuis  l'instant  où  les 
deux  dents  considérées  ont 
commencé  à  se  conduire; 

S  la  valeur  finale  de  l'arc  s 
lorsque   les   deux   dents   se 
séparent. 
D'après  ce  que  nous  avons  dit,  l'arc  élémentaire  de 
glissement  d'une  dent  sur  l'autre  est 


fds        ds\ 


Par  suite,  le  travail  du  frottement  pendant  toute  la  durée 
du  contact  a  pour  expression 

Il  reste  à  exprimer  Px  en  fonction  de  s. 

Le  mouvement  des  roues  étant  supposé  uniforme,  les 
forces  Q,  P  et  la  force  de  frottement  se  font  équilibre  au- 
tour de  l'axe  O'.  Si  donc  on  mène  par  le  point  de  contact 
des  dents  la  tangente  commune  MB,  et  par  le  centre  O' 
une  perpendiculaire  O'B  sur  cette  tangente,  on  aura 


(V) 


Q/  =  P(BM  -f-fxBO'), 


la  distance  BO'  pouvant  être  positive  ou  négative.  Or, 
quand  on  connaîtra  le  profil  des  den  ts,  on  pourra  exprimer 
BM,  BO',  X  et,  par  suite,  Px  en  fonction  de  s. 

Supposons  que  le  profil  des  dents  de  la  roue  O'  soit  une 
épicycloïde  engendrée  par  un  point  M  d'une  circonférence 
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CV'  roulant  intérieurement  sur  la  circonférence  0^  On  feait 
(t.  I,  p.  242)  que,  si  l'on  fait  rouler  simultanément  les 
circonférences  O',  O'' sur  la  circonférence  O,  supposée 
fixe,  de  manière  que  les  trois  circonférences  se  touchent 
constamment  en  un  même  point,  le  point  décrivant  M  est 
à  chaque  inslant  le  point  de  contact  des  dents  correspon- 
dantes. Soient  a  le  diamètre  de  la  circonférence  O'', 
et  a  l'angle  que  la  droite  AM  fait  avec  la  tangente  com- 
mune aux  circonférences. 
On  a 

X  =iasin  a,      BM  =  r'  ces  a,      BO'  =z(r'  —  a  )  sîn  a, 

et,  si  l'on  suppose  que  les  dents  commencent  à  se  con- 
duire lorsqu'elles  se  touchent  au  point  de  contact  des  cir- 
conférences primitives,  on  a 


D'après  ces  valeurs,  l'équation  (V)  devient 

Q/  =r  P     r'cos  -  -4-  fx  (r'  --  fl)  sin  -  h 

et  le  travail  développé  par  le  frottement  des  deux  dents  a 
pour  valeur 

/^ 
sm- 
cos- 


(._j)sini 


L'inlégrale  qui  figure  ici  peut  s'obtenir  sous  forme 

finie,  en  prenant  pour  variable  la  quantité  lang  — • 

Si  l'on  fait  a=  /',  on  a  V engrenage  à  flanc  (t.  I, 
p,  241  )•  Le  terme  dépendant  du  frottement  disparaît  sous 
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le  signe  / 5  en  sorte  que  le  travail  a  pour  valeur 

f^Q'"  (7  +  p)  ^  ^a°g  J  ^^  =  f^Q'"'  (7  +  7)  H  séc  ^ . 

Si  l'on  fait  a  =  00  ,  on  a  un  engrenage  dont  les  dents 
ont  pour  profils  des  développantes  des  circonférences 
primitives.  Lorsque  les  dents  sont  petites,  cet  engrenage 
peut  se  confondre  avec  r engrenage  à  dci^eloppcintes  de 
cercle,  tel  qu'il  a  été  défini  (t.  I,  p.  243).  Pour  ce  sys- 
tème, le  travail  du  frottement  est 

=Q''(i+;)/fo,--;^-s\. 

Dans  les  autres  cas,  l'expression  finie  et  rigoureuse  du 
travail  est  moins  simple.  Mais,  comme  les  dents  sont  tou- 
jours très-petites,  S  est  un  petit  arc,  et,  par  suite,  on 
peut,  sans  erreur  considérable,  négliger  sous  le  signe  J 

les  puissances  de  -  supérieures  à  la  première.  La  valeur 

approchée  du  travail  devient  alors 

Nommant  n  le  nombre  des  dents  de  la  roue  O,  n'  le 
nombre  des  dents  de  la  roue  O',  on  a 


27rr 27rr' 

n  n! 
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ce  qui  permet  d'écrire  la  valeur  précédente  sous  la  forme 


-i^<i{^-^^) 


Telle  est  la  formule  communément  employée.  Elle  exprime 
que  la  force  du  frottement  peut  être  remplacée  par  une 

force  égale  à  TTfzQ  1 — I — 7],  qui  serait  appliquée  sur  un 

point  de  la  circonférence  O',  dans  1^  direction  de  la  tan- 
gente, et  en  sens  contraire  du  mouvement.  Mais  le  travail 
obtenu  de  cette  manière  est  un  peu  trop  faible. 

M.  Combes  a  étendu  cette  analyse  aux  engrenages  co- 
niques et  à  la  vis  sans  fin  [Journal  de  Liouyille,  t.  H, 
p.  109;  i837  (*)]. 

Coin.  —  Supposons  qu'il  s'agisse  d'un  coin  BAB',  dont 
p.    5  toutes  les  molécules  sont  ani- 

mées d'une  vitesse  uniforme, 
parallèle  à  la  pression  qu*on 
exerce  perpendiculairement 
sur  la  tête. 

Nommons  P  cette  pres- 
sion, a  l'angle  du  tranchant, 
/3  et  jS'  les  inclinaisons  des 
faces  latérales  sur  la  tête,  R 
et  R'  les  réactions  normales  exercées  contre  ces  faces,  (x  et 
fz'  les  coefficients  de  frottement  relatifs  aux  mêmes  faces. 
Nous  négligerons  le  poids  du  coin  vis-à-vis  des  autres 
forces,  ou  bien  nous  le  comprendrons  dans  la  puissance  P, 
si  celle-ci  est  verticale  et  dirigée  sur  le  centre  de  gravité 
du  coin. 

Pui3que  le  mouvement  est  uniforme,  les  forces  exté- 


(*)  Voir  encore  un  Mémoire  de  M.  Resal,  Journal  de  l'École  Polytech^ 
nique,  XXXni*  Cahier. 
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rieures  se  font  équilibre-,  leurs  projections  parallèles  à  la 
lète  ont  une  somme  nulle,  ainsi  que  leurs  projections  per- 
pendiculaires. On  a  donc 

R sin p  —  R' sinp'  —  pR  cosp  +  ^x'R'  cosp'  ■=:  o, 

P  —  R  cosp  —  R'cosp'  —  fxR  sin  p  —  p'R'  sinf'  =  o, 

et  par  conséquent 

p  ^;^  ('  —  PpQsina  -f-  (fx  -4-  f*^)  cosa 
sinp'  — p'cosp' 

Soit  /le  chemin  décrit  par  le  coin  dans  le  sens  de  la 
force  P.  Le  travail  moteur  sera  P/,  et  le  travail  utile, 
qui  est  celui  des  réactions  normales  R  et  R',  aura  pour 
valeur 

«,       /.    ^1,       r.,       ^.sina  —  (fi  + fA')cosScos6' 

R/cos8  -4-  R'/cos8'  =  R/ AÇ; — ^ ^, s-  . 

^  ^  sin  p'  —  fx'  cos  P' 

Le  rapport  du  travail  utile  au  travail  moteur, 

sin  a  —  (p  +  f*'  )  cos  p  cos  p' 
(i  —  /xpi')sina -h  (|x -h  jx'jcosa 

est  maximum,  pour  un  tranchant  donné,  lorsque 

cos  p  cos  P'  =:  o, 

c'est-à-dire  lorsque  l'un  des  angles  à  la  tête  est  droit. 

Admettons  que  (3'  soit  un  angle  droit.  Le  rapport  des 
travaux  devient 

tanga  i 


(I  _  j,^' j  tanga  4-  (fx  -4-  fx'  )        I  -  pp'  +  (f^  -+-  fx')  tangp  ' 

et  celte  fraction  croît  à  mesure  que  jS  diminue  ou  que 
a  augmente.  Ainsi,  quand  on  fait  abstraction  de  V élas- 
ticité des  corps,  la  forme  la  plus  avantageuse  que  Von 
puisse  donner  au  coin  est  celle  d^un  prisme  rectangle  à 
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la  base  et  très-obtus  au  sommet.  Néanmoins,  dans  la 
réalité,  plus  le  tranchant  est  obtus,  plus  il  y  a  de  force 
consommée  dans  l'écrasement  du  corps  qu'il  s'agit  de  fen- 
dre. Cette  considération  fait  voir  qu'il  est  dans  chaque 
cas  une  limite  que  l'angle  a  ne  saurait  dépasser  sans  que 
l'effet  utile  en  soit  diminué. 

Lorsque  la  section  du  coin  est  un  triangle  isocèle,  et  que 
les  coefficients  de  frottement  relatifs  aux  deux  faces  sont 
égaux,  le  rapport  du  travail  moteur  au  travail  utile  se 
réduit  à  la  fraction 


i-hf*tangp 

On  voit  qu'il  y  a  encore  de  l'avantage  à  augmenter  l'angle 
du  tranchant. 

Vis  à  filet  triangulaire , — On  suppose  une  vis  dont 
p.     g^  le  filet  est  engendré  par  un 

triangle  qui  se  meut  tout 
autour  d'un  noyau  cylin- 
drique, en  restant  dans  le 
plan  de  l'axe,  et  de  telle 
sorte  que  chaque  point  dé- 
crive une  hélice. 

L'axe  de  la  vis  est  verti- 
cal, et  porte  un  poids  Q; 
une  force  horizontale  P, 
tangente  au  cylindre  qui 
forme  le  noyau,  fait  monter 
le  poids  Q,  en  faisant  tourner  la  vis  d'un  mouvement 
uniforme  dans  un  écrou  fixe.  Il  s'agit  d'évaluer  le  travail 
moteur  consommé  par  les  frottements. 

Nous  considérerons  la  saillie  du  filet  comme  infiniment 
petite;  ou  plutôt  nous  supposerons  que  la  charge  soit  dis- 
tribuée uniformément  sur  les  éléments  de  la  surface  du 
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filet  qui  se  trouvent  compris  entre  deux  hélices  infini- 
ment voisines,  choisies  de  manière  que  le  travail  ne  soit 
point  changé.  Alors  cette  suite  d'éléments  formera  à  elle 
seule  l'une  des  faces  diVin  filet  moyen,  infiniment  mince,  ' 
que  nous  substituerons  au  filet  réel.  Si  la  saillie  du  filet 
est  peu  considérable  relativement  au  rayon  du  cylindre, 
nous  ne  commettrons  pas  d'erreur  sensible  en  prenant  le 
rayon  du  filet  moyen  égal  à  la  demi-somme  des  rayons 
extrêmes  du  filet  réel. 

Soient  DE  Taxe  de  la  vis,  AF  le  filet,  AB  la  tangente 
à  l'hélice  au  point  A,  AC  une  génératrice  de  la  surface 
hélicoïde  et  AO  une  verticale.  Le  plan  BAC  est  tangent  à 
la  surface  hélicoïde.  Nous  prendrons  le  plan  vertical  AOC 
pour"  plan  des  xz^  un  second  plan  vertical  AOB,  perpen- 
diculaire au  premier,  pour  plan  des  ocy^  et  un  plan  hori- 
zontal pour  plan  des  yz  \  les  axes  seront  placés  comme 
l'indique  la  figure. 

Nommons  : 

a  l'angle  que  la  normale  ON  abaissée  de  l'origine  sur 
le  plan  tangent  BAC  fait  avec  l'axe  des  x  5 

6  et  c  les  angles  que  la  tangente  AB  et  la  génératrice 
AC  forment  avec  la  verticale  -, 

r  le  rayon  du  filet  moyen,  qui  est  aussi  le  bras  de  levier 
de  la  puissance  P  ; 

h  le  pas  du  filet  ^ 

jx  le  coefficient  de  frottement  entre  le  filet  et  l'écrou  5 

R  la  réaction  normale  exercée  par  l'écrou  sur  le  filet  5 

«ÎR  l'élément  de  cette  réaction  correspondant  à  Télé- 
ment  de  surface  du  filet.    . 

Nous  confondrons  dans  le  poids  Q  le  poids  de  la  vis 
avec  celui  de  la  charge  étrangère. 

Puisque  le  mouvement  est  uniforme,  les  forces  appli- 
quées sur  la  vis  se  font  équilibre.  Écrivant  que  leurs  com- 
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posantes  verticales  se  détruisent,  ou  obtient  Téquation 
Q  =z   1  cosa<fR  —  i».  I  cosé  e/R=  R  (cosa  —  fAC0s6). 

On  aura  une  seconde  équation  en  exprimant  que  les 
moments  des  forces  autour  de  Taxe  font  une  somme 
nulle  ;  mais,  comme  cette  équation  ne  peut  s'obtenir  sans 
quelque  peine,  il  sera  préférable  de  lui  substituer  celle 
qui  résulte  du  principe  des  vitesses  virtuelles,  appliqué 
au  mouvement  naturel  de  la  vis  pendant  un  tour  entier. 

Si  Ton  observe  qtie  la  longueur  d'une  spire  est  y 

ou  -: — 79  on  obtient  1  équation 
smo  ^ 

^        J   cos  6  *^  \  ^       ces  6  / 

\  ^       coso  J 

Les  équations  précédentes    donnent,   par   l'élimination 
deR, 


P  =  Qcotô  -4- 


sin^  (cosa  —  f*cos6)' 


d'où  l'on  voit  que  le  frottement  a  pour  effet  d'augmenter 
la  force  P  de  la  quantité 


sin^  (cosa  —  itcosb) 


Cet  accroissement  devient  inGni  lorsque r  =  tx  :   alors 

^      cosb       ^  ' 

le  mouvement  uniforme  est  impossible,  quelle  que  soit  la 
force  motrice. 

Pour  achever  la  discussion  il  convient  d'exprimer  cosa 
en  fonction  des  angles  A  et  c  qui,  avec  le  rayon  r,  suffi- 
sent à  déterminer  la  vis.  Cet  angle  est  celui  de  la  normale 
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au  plan  ABC  avec  Taxe  des  x.  Or  le  plan  ABC  a  pour 
équation 

X  y  z 

ÔÂ        ÔB        ÔG  ~"    ' 
ou 


taDg6    '    tangc 
par  conséquent, 

I 


OA: 


COSa: 


v/i  -4-cot'^  -h  cot^c 
Substituant  cette  valeur  dans  l'expression  de  P,  il  vient 


cot^  -f-  fxsin^  V  ï  "^  cot'6  -f-cot^c 

I  —  fACOS^  sji  H-  cot'^  4-  cot^c 

iitrsmc  sjh'^  -f-  4^'^^  —  /' f*  v^/i* sin^c  +  47r'r' 
Le  rapport  du  travail  utile  au  travail  moteur  est 


Qcol6  _  I  —  [Lco^b  \l i -\-CQl^b -{-QoVc 


jtr  aiii   f/     / 

I  -f-  V. TV  I  +  C«t*^  +  tOt'c 

L'inclinaison  de  l'hélice  sur  Taxe  élant  donnée,  ce  rap- 
port est  maximum  lorsque  c  est  égal  à  -•  Ainsi,  toutes 

choses  égales,  la  vis  a  filet  rectangulaire  a  V ayanlage 
sur  la  vis  à  filet  triangulaire . 

Dans  le  cas  de  la  vis  à  filet  rectangulaire,  l'expression 
précédente  du  rapport  entre  le  travail  utile  et  le  travail 


(*)  Cette  formule  est  due  au  professeur  Persy.  La  manière  dont  nous 
ravous  obtenue  est  celle  de  M.  Poncelet  {Journal  de  Crelle,  t.  II, 
p.  393 ). 
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moteur  prend  la  forme  simple 

Qcot^ I  —  y.cotb 

P  I  -f-  fAtang6 

Son  maximum  répond  à  Tangle  b  qui  vérifie  la  relation 

,             I 
taDg2o  = • 

Cordes  et  courroies  glissant  sur  des  surfaces, — Comme 
exemple  de  calcul  relatif  au  frottement  des  lames  flexibles 
qui  glissent  sur  des  surfaces,  nous  résoudrons  le  problème 
suivant  : 

Un  cylindre  tourne,  avec  une  vitesse  donnée  &>,  autour 
d'un  axe  passant  par  son  centre  de  gravité.  On  veut 
anéantir  cette  vitesse  dans  un  temps  donné  f,  à  Taide 
d'un  frein  formé  d'une  lame  flexible  qui  embrasse  sur  la 
circonférence  un  angle  connu  0.  Déterminer  la  traction 
constante  qu'il  faut  exercer  pendant  ce  temps  à  l'une  des 
extrémités  de  la  lame,  l'autre  extrémité  étant  fixe. 

Soient  r  le  rayon  du  cylindre,  Mk*  son  moment  d'iner- 
tie relatif  à  l'axe,  jx  le  coefiicientde  frottement,  Q  un  an- 
gle au  centre,  compté  sur  la  lame  circulaire  en  sens  con- 
traire de  4a  rotation  et  à  partir  de  l'extrémité  de  l'arc 
formé  par  cette  lame,  T  et  T' les  tractions  ou  tensions  qui 
répondent  aux  angles  0  =  0  et  0  =  o. 

D'après  ce  que  nous  avons  vu  (t.  I,  p.  i65,  prob.  3), 
l'élément  de  la  lame  qui  répond  à  l'angle  9  éprouve  la 

tension  T' e    ,  et  il  exerce  sur  l'élément  de  surface  du 
cylindre  une  pression  normale  égale  à  -T'a^^  J0. 
Ceci  nous  permet  d'écrire  l'équation  du  problème, 
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On  en  lire 


it 


(a^^-.)' 


et,  puisque  T  =  T' e'*    ,  on  a 

T=:- 


4.  Résistance  du  roulement.  —  Imaginons  un  cylindre 
pesant  qui  roule  sur  un  plan  horizontal.  Par  l'effet  de  la 
compressibilité  des  substances  en  contact,  le  cylindre  et 
le  plan  s'impriment  l'un  dans  l'autre.  Cela  fait  naître,  du 
côté  où  se  dirige  le  cylindre,  des  réactions  inclinées,  qui 
s'opposent  au  roulement  tendant  à  s'effectuer  autour  de 
l'extrémité  du  diamètre  vertical.  Si  les  corps  en  contact  ne 
sont  pas  parfaitement  élastiques,  les  réactions  qui  s'exer- 
cent en  arrière  du  cylindre  ne  compensent  pas  les  réactions 
exercées  en  avant;  alors  il  y  a  résistance  au  roulement. 

Il  n'est  pas  nécessaire  de  connaître  les  directions  et  les 
intensités  de  ces  forces  pour  étudier  le  mouvement  du  cy- 
lindre. Il  suffit  pour  cela  de  connaître  leur  moment  résul- 
tant par  rapport  à  la  génératrice  de  contact  ;  car  cette 
génératrice  reste  fixe  pendant  le  mouvement  élémentaire 
du  corps,  tant  que  celui-ci  roule  sans  glisser. 

D'après  les  expériences  de  Coulomb  (*),  il  faut  appli- 
quer au  cylindre,  pour  déterminer  son  roulement,  une 
force  dont  le  moment  par  rapport  à  la  génératrice  de 
contact  est  égal  au  produit  du  poids  du  cylindre  par  un 
coefficient  numérique,  qui  ne  dépend  que  de  la  nature  des 
surfaces  du  cylindre  et  du  plan. 

Soient  R  la  pression  normale  du  cylindre  contre  le 
plan,  r  le  rayon  du  cylindre,  et  v  le  coefficient  de  résis- 

(*)  Savants  étrangers  {Académie  des  Sciences),  t.  X;  1785. 
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tance  au  roulement  naissant.  On  pourra  faire  rouler  le 
cylindre  en  appliquant  à  son  axe  une  force  perpendicu- 
laire et  horizontale,  égale  à De  même,  la  résistance 

r 

au  roulement  établi^  ou  la  force  nécessaire  pour  maintenir 
luniformité  du  roulement,  a  par  rapport  à  la  génératrice 
de  contact  un  moment  égal  au  produit  du  poids  du  cylindre 
par  un  coefficient  numérique  qui,  pour  deux  surfaces 
données,  est  moindre  que  le  coefficient  de  résistance  au 
roulement  naissant.  Si  le  cylindre  devait  rouler  sur  un 
plan  incliné  ou  sur  une  surface  courbe,  le  moment  de  la 
résistance  au  roulement  serait  proportionnel  à  la  pression 
normale  qui  s'exerce  entre  les  surfaces  en  contact. 

On  voit  d'après  cela  que  la  résistance  au  roulement  a  le 
même  eiïet  qu'un  couple  dont  le  moment  est  proportion- 
nel à  la  pression  normale  des  surfaces  en  contact. 

M.  Arthur  Morin  (*)  a  repris  ces  expériences  dans  des 
conditions  plus  favorables  5  il  a  reconnu  que  les  lois  de 
Coulomb  sont  généralement  peu  exactes,  et  qu'il  est  im- 
possible de  donner  à  ce  sujet  les  lois  simples  et  générales. 
Néanmoins,  dit-il,  la  résistance  horizontale  opposée  au 
mouvement  des  voitures  par  les  routes  pavées  ou  en  em- 
pierrement solide  est  sensiblement  proportionnelle  à  la 
pression,  et  inversement  proportionnelle  au. rayon  des 
roues;  elle  est  indépendante  du  nombre  des  roues,  à  très- 
peu  près  indépendante  de  la  largeur  des  bandes  de  roues, 
et  croit  avec  la  vitesse. 

Au  reste,  le  frottement  de  roulement  est  ordinairement 
négligeable  vis-à-vis  du  frottement  de  glissement;  et 
même  on  en  fait  entièrement  abstraction  dans  tous  les 
calculs  relatifs  aux  corps  solides  et  durs  qui  entrent  dans 
la  composition  des  machines.  On  n'a  guère  à  le  considérer 

(»)  Comptes  rendus  de  VAcadémie  des  Sciences,  t.  X,  XII,  XIII  et  XIV; 
i84o-i843<  —  Expériences  sur  le  tirage  des  voitures  ;  Paris,  1842. 
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que  dans  certains  phénomènes  spéciaux,  tels  que  le  roule- 
ment des  voitures,  le  transport  sur  des  rouleaux.  Mous 
traiterons  ce  cas  brièvement,  en  nous  plaçant  dans  les 
conditions  qui,  suivant  M.  Morin,  laissent  subsister  les 
lois  de  Coulomb.  Supposant  la  vitesse  constante,  nous 
n'aurons  pas  à  tenir  compte  de  son  influence  sur  le  frot- 
tement, une  fois  le  c<)efficient  de  frottement  déterminé 
pour  cette  vitesse. 

Considérons  une  roue  qui  roule  uniformément  sur  un 
plan  horizontal  en  tournant  autour  de  son  essieu.  Soient  : 

P  la  charge  de  Tessieu,  y  compris  son  poids  ; 

p  le  poids  de  la  roue  \ 

r  son  rayon  ; 

p  celui  de  Tessieu  ; 

V  le  coefficient  de  résistance  au  roulement  (*)  entre  la 
roue  et  le  plan  ; 

fx  le  coefficient  de  frottement  de  glissement  entre  Tes- 
sieu  et  le  creux  du  moyeu  -, 

F  la  force  horizontale  qu'il  faut  appliquer  à  l'essieu 
pour  maintenir  l'uniformité  du  mouvement. 

La  force  F  se  compose  de  deux  parties  :  l'une  fait  équi- 
libre au  frottement  de  roulement,  sa  valeur  est  v  ^ ^  ; 

r 

l'autre,  que  nous  nommerons  f^  fait  équilibre  au  frotte- 
ment de  glissement.  Pour  obtenir  sa  valeur,  observons 
qu'en  vertu  du  jeu  de  l'emboîtement,  le  frottement  ne 
s'exerce  que  sur  une  seule  génératrice  de  l'essieu,  et  dé- 
terminons d'abord  cette  génératrice. 

La  réaction  du  moyeu  sur  l'essieu  est  égale  et  contraire 
à  la  résultante  des  autres  forces  appliquées  sur  l'essieu, 
laquelle  est  égale  à  v'P*-HF*»   D'ailleurs,  nous  avons 

(*)  Diaprés  M,  Poncelet,  sur  une  chaussée  en  empierrement  à  Tétat 
ordinaire,  /t  =  o,o6;  sur  un  chemin  de  fer,  /a  =  0,002. 

IL   2*  ÉDIT.  8 
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VU  (t.  I,  p.  70)  que,  toutes  les  fois  qu'il  y  a  frottement 
entre  deux  surfaces,  la  réaction  totale  n'est  point  dirigée 
suivant  la  normale  commune  aux  surfaces  en  contact, 
mais  fait  avec  elle  un  angle  dont  la  tangente  est  égale  au 
coefficient  de  frottement.  Il  en  résulte  que,  dans  notre  cas, 
la  direction  de  la  force  ^P*  -+-  F*  fait  avec  le  rayon  de 
l'essieu  mené  vers  la  génératrice 'de  contact  un  angle 
cp  =  arc  tangjji.  Cela  exige  que  la  résultante  P  des  poids 
qui  pèsent  sur  l'essieu  passe  un  peu  en  arrière  de  son  axe. 
La  charge  d'une  brouette  ou  d'une  voiture  et  l'effort  ver- 
tical du  moteur  se  combinent  pour  vérifier  cette  condi- 
tion. 

D'après  cela,  la  pression  normale  entre  l'essieu  et  la 
boîte  est 

s/^TPcosip  =  •  v^P'+F% 

V I  -+■  li.' 

et  la  force  de  frottement 


s/i  +  p^ 


Ce  frottement  et  la  force  f  doivent  avoir  des  moments 
virtuels  égaux  ^  donc 

De  là  suit  l'équation 
Posant 


on  en  tire 


I ;  —  ^  ' 


F=: 


_  vr(PH-/?)+fx>  v/(r»— fA^»p')P^H-v»(P  -^ pY 


r^— p"p» 
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Le  produit  de  celle  expression  par  l'espace  horizontal 
parcouru  donne  le  travail  nécessaire  au  transport  de  la 
charge  P,  travail  qui  est  employé  tout  entier  à  vaincre  le» 
frottements. 

Supposons  maintenant  que  la  force  F  soit  inclinée  à 
l'horizon  d'un  angle  a,  et  tende  à  soulever  la  roue. 

Dans  ce  cas,  la  pression  sur  le  plan  horizontal  est 

P  -hp  —  Fsina, 

et  la  résultante  des  forces  appliquées  sur  l'essieu,  outre  le 
frottement,  est  égale  h 


v/P'H-F'—  JiPFsina. 

Par  suite,  on  a 

„  v(P-4-o  —  Fsina)  ,p    /— — — - 

Fcosai=   -^ ^ ^ -*-p'î- v^P»-l-F»— 2PFsi: 


sma. 


On  pourra  tirer  de  cette  équation  la  valeur  de  F  cosa 
en  fonction  de  a,  et  l'angle  a  qui  rendra  cette  valeur  un 
minimum  sera  Finclinaison  la  plus  favorable  au  tirage. 

Si  le  plan  est  incliné  à  l'horizon  d'un  angle  a,  et  si  la 

force  F  est  parallèle  au  plan,  la  pression  normale  sur  le 

plan  est 

(P  H-/?) cosa, 

et  la  résultante  des  forces  appliquées  sur  l'essieu,  outre  le 
frottement,  est  égale  à 


^p2  4.p_  2PFsina. 
Par  suite,  on  a  l'équation 

r  *     r 

d'où  Ton  peut  tirer  la  valeur  de  F.  Alors,  si  l'on  nomme 
/Xj  le  coefficient  du  frottement  de  glissement  entre  la  roue 

8. 
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et  le  plan,  la  condition  pour  que  la  roue  tourne  sans 
glisser  sera  exprimée  par  F  inégalité 

F<p,  (F  -\-p)cosa. 

Cette  condition  pourra  se  trouver  satisfaite,  même 
lorsque  Tinclinaisan  du  plan  sera  nulle. 

On  trouvera  facilement  que  pour  faire  ai^ancer  un  ma^ 
drier  sur  un  plan  horïzontaly  en  le  faisant  rouler  sur  des 
rouleaux  en  nombre  quelconque^  il  faut  lui  appliquer 
dans  le  sens  du  mouvement  une  force    horizontale, 

égale  à 

vP-4-v^(P-f-F) 
2r 

P  est  le  poids  du  madrier,  V  est  la  somme  des  poids  des 
rouleaux,  v  et  v'  sont  les  coefficients  de  résistance  au  rou- 
lement des  rouleaux  contre  le  madrier  et  sur  le  plan,  r  est 
le  rayon  des  rouleaux. 

5.  Raideur  des  cordes,  —  Lorsqu'un  poids  Q  est  sou- 
levé d'un  mouvement  uniforme  à  l'aide  d'une  corde  qui 
Fip.  6i  passe  sur  une  poulie  de  renvoi,  on 

^^2sv>^  observe  que  le   travail  de  la  puis- 

^"^  ^^vv  sance  P,  diminué  du  travail  con- 
sommé par  le  frottement  de  la  poulie 
sur  son  axe,  est  supérieur  en  valeur 
numérique  au  travail  de  la  pesanteur 
sur  le  poids  Q.  La  puissance  a  donc  à 
surmonter  une  résistance  autre  que 
celles  du  poids  et  du  frottement.  U 
est  aisé  de  découvrir  la  nature  de  cette  résistance  nou- 
velle. La  corde  qui  porte  le  poids  Q  doit  se  ployer  en 
arrivant  sur  la  poulie  \  comme  elle  n'est  pas  parfaitement 
flexible,  il  y  a  du  travail  dépensé  à  vaincre  son  ressort; 
et,  comme  elle  n'est  pas  parfaitement  élastique,  ce  tra- 
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vail  dépensé  n'est  pas  entièrement  rendu  lorsque  la 
courbe  quitte  la  poulie  du  côté  de  la  puissance.  On  ob- 
serve, en  effet,  que  le  bras  de  levier  de  la  résistance  est 
toujours  un  peu  supérieur  à  celui  de  la  puissance,  bien 
que  les  points  d'application  des  deux  forces,  pris  sur  les 
cordons  rectilignes,  aient  constamment  la  même  vitesse. 

D'après  les  expériences  de  Coulomb  (*),  la  partie  de 
Texcès  du  travail  moteur  sur  le  travail  résistant  qui  est 
due  à  la  raideur  de  la  corde,  pour  un  chemin  parcouru 
égal  à  l'unité,  peut  se  représenter,  quelle  que  soit  la  vi- 
tesse, par  une  expression  de  la  forme 


r  étant  le  rayon  de  la  poulie  augmenté  du  rayon  de  la 
^corde,  et  a^  b  désignant  deux  constantes  qui  dépendent 
de  la  nature  de  la  corde,  de  sa  grosseur,  de  son  état  de 
vétusté.  Toutes  choses  égales ,  a  est  à  peu  près  propor- 
tionnel à  la  quatrième  puissance  du  diamètre  de  la  corde, 
et  b  proportionnel  à  la  seconde  puissance. 

Cherchons  la  relation  qui  lie  entre  elles  les  forces  P  et  Q 
dans  le  mouvement  uniforme  de  la  poulie. 

Soient  p  le  rayon  de  Taxe  ou  celui  de  Toeil  de  la  poulie, 
suivant  que  Taxe  tient  à  la  poulie  ou  bien  à  la  chape, 
etyia  force  de  frottement  qui  s'exerce  sur  l'axe. 

Écrivons  que  la  somme  algébrique  des  quantités  de 
travail  est  nulle.  En  observant  que  2.1: r  est  le  chemin 
parcouru  par  les  points  d'application  de  la  puissance  et 
de  la  résistance  dans  un  tour  de  la  poulie^  nous  trouvons 


{*) Savants  étrangers  (Académie  des  Sciences),  t.  X  ;  178.") 
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Il  nous  reste  à  exprîmer/'en  fonction  de  P  et  de  Q. 

On  a  vu  au  problème  précédent,  dans  un  cas  tout  à 
fait  semblable,  que,  si  l'on  représente  par  [x  le  coefficient 
de  frottement,  la  force  du  frottement  est  égale  au  produit 

de  —- —  par  la  réaction  totale  qui  s'exerce  entre  les  sur- 

VI-+-P'  

faces  en  contact,  laquelle  estici  Y  P'-f-Q'-f-2PQcos(PQ), 
quand  on  néglige  le  poids  de  la  poulie.  Substituant  cette 
valeur  dans  l'équation  précédente,  il  vient 


bq 


,2  r^ 


./\ 


-^=r-VF4.Q.  +  2PQcos(PQ). 

Dans  le  cas  où  les  forces  P  et  Q  sont  papallèles,  on  a 

--+-  (--f-r-f--— L=p  )Q 


V'i-f-p' 

valeur  qui  est  de  la  forme 

P  -  A  -f-  BQ. 

Adoptant  cette  dernière  formule,  on  trouvera  facile- 
ment que,  pour  soulever  le  poids  Q  d'un  mouvement 
uniforme.!  l'aide  de  mou/les  formées  de  ri  j»oulies  égales, 
il  faut  appliquer  au  dernier  cordon  une  force  P  dont  la 
valeur  est 

VB"— I        B  —  iJ  B"— 1      ^ 

Si  l'on  observe  que  le  coefficient  B  est  sensiblement  su- 
périeur à  l'unité,  on  voit  par  les  dernières  formules  que 
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P 

le  rapport  -  diminue  quand  le  poids  Q  augmente.  Il  en 

est  de  même  du  rapport  entre  le  travail  moteur  et  le  tra- 
vail utile. 

Les  systèmes  de  poulies  sont  donc  plus  avantageuse- 
ment employés  à  soulever  de  grandes  charges  qu'à  élever 
de  petits  poids. 
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CHAPITRE  Vni. 

PRINCIPE  DU  MOUVEMENT  DU  CENTRE  DE  GRAVITÉ 
ET  PRINCIPE  DES  AIRES. 


SECTION  I. 

PRINCIPE    DU    MOUVEMENT    DU    CENTRE    DE    GRAVITÉ. 

Le  principe  du  mouvement  du  centre  de  gravité  peut 
s'énoncer  ainsi  :  Dans  tout  système  de  points  libres,  ou 
dont  les  liaisons  s'expriment  par  des  relations  entre 
les  distances  mutuelles  seules,  le  moui^ement  du  centre 
de  grav^ité  est  celui  qui  aurait  lieu  si  tous  les  points 
étaient  réunis  au  centre  de  gray^itè^  et  qu  ils  fussent  sol- 
licités par  les  înêmes  forces  accélératrices  qui  les  solli- 
citent  réellement. 

Newton  (*)  découvrît  le  théorème  pour  les  systèmes 
où  les  forces  se  réduisent  à  des  actions  mutuelles  ^  plus 
lard  d'Alembert  (**)  Tétendit  au  cas  où  les  forces  sont 
constantes  en  grandeur  et  eu  direction,  et  à  quelques 
autres  cas  particuliers-,  enfin  Lagrange  (***)  démontra 
le  principe  dans  toute  sa  généralité. 

1 .  Dans  un  corps  ABCA',  qui  peut  glisser  sur  un  plan 
horizontal  et  parfaitement  uni  OCBX,  est  pratiqué  un 
canal  très-étroit  A  LA',  situé  dans  un  plan  vertical  qui 


(*  )  Principia,  Axiomata  sive  leges  motûs,  cor.  4» 
(**)  Traité  de  Dynamique,  part.  Il,  cbap.  ii. 
(***  )  Mécanique  analytique,  part.  Il,  sect.  3,  §  i. 


Fig.  62. 


P 
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contient  le  centre  de  gravité  du  corps.  Déterminer  la 
courbe  que  doit  affecter  ce  canal ^  pour  quun  point  pe- 
sant P,  qui  y  serait  déposé  ^  exécute  des  oscillations 
tautochrones ,  On  négligera  les  frottements . 

Nous  pouvons  supposer  tout  le  système  condensé  sur 
le  plan  du  canal. 

Soient  M  la  masse  du  corps,  m  celle  du  mobile  P,  X  la 

distance  d'un  point  D 
de  la  base  du  coi:ps  à 
un  point  fixe  O  pris 
sur  le  plan  horizontal, 
X  la  distance  du  mobile 
à  la  verticale  du  point 
V      j  D,  et^  la  hauteur  du 

T  mobile  au-dessus  du 
plan. 
Le  principe  du  mouvement  du  centre  de  gravité  s'ap- 
plique au  système  formé  par  le  corps  et  le  point  pesant, 
pourvu  que  l'on  considère  le  corps  comme  sollicité,  non- 
seulement  par  la  pesanteur,  mais  encore  par  la  réaction 
du  plan  fixe  horizontal.  En  effet,  le  système  ne  sera  plus 
assujetti  qu'à  une  seule  liaison,  consistant  en  ce  que  le 
point  mobile  doit  rester  dans  le  canal;  et  cette  liaison 
est  une  relation  entre  les  distances  mutuelles  ;  car,  si  Ton 
nomme  r,  r'  les  distances  d'un  point  quelconque  à  deux 
points  déterminés,  pris  sur  le  corps,  la  courbe  formée 
par  le  canal  pourra  se  représenter  par  une  équation  de  la 
forme 

en  sorte  que  la  liaison  qui  existe  entre  le  corps  et  le  point 
mobile  sera  représentée  par  la  même  équation,  où  les 
distances  /•,  r'  seront  relatives  au  point  mobile. 
Au  reste,  pour  s'assurer  que  le  principe  du  mouvement 
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du  centre  de  gravité  est  applicable  dans  le  sens  indiqué, 
il  sufEt  d'observer  que  l'ensemble  du  point  et  du  corps 
peut  se  mouvoir  comme  un  corps  solide,  tout  en  satis- 
faisant aux  liaisons. 

Ceci  posé,  la  distance  du  centre  de  gravité  du  système 
à  la  verticale  du  point  O  est 

-    w(X-hJr)  4- MX 
/w  -h  M 

Puisque  les  forces  horizontales  sont  nulles,  cette  distance 
doit  rester  constante  •,  on  a  donc 

m  -^— i  +  M-— =o. 

de  dt 

Le  principe  des  forces  vives  donne  encore  l'équation 


r^(X  +  x)y 


Yq  étant  la  valeur  initiale  dey. 
On  tire  de  la  première  équation 

.    .  dX m       dx 

^    ^  'dt""  m  4-  Udt' 

Substituant  cette  valeur  dans  la  seconde  équation,  il  vient 


M       dx^       dy^ 


d'où 


n/    M     d^     \  ^ 


t=----^  f    y    ■    ■"-- /  dy. 

Si  la  courbe  du  canal  était  donnée,  la  dernière  formule 
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ferait  connaître  le  mouvement  du  point,  et  Téquation  (A) 
celui  du  corps  (*).  Mais  ici  le  problème  est  différent. 

Supposons  que  Textrémilé  des  arcs  qui  doivent  être 
parcourus  pendant  le  même  temps  ail  une  ordonnée  nulle, 
n  nous  faut  trouver  la  relation  entre  x  et  j  qui  rend  in- 
dépendante de  j^o  l'intégrale 


Cette  relation  doit  être  telle,  que  la  quantité  comprise 
sous  le  signe  f  soit  de  degré  o  en  Jq^  y,  dj-^  d* ailleurs 
elle  doit  être  indépendante  de  jo-  Nous  satisferons  à  ces 
conditions  en  posant 

M  -{■  m  dy^  ~"   j-  ' 

a  est  une  constante. 

Cette  relation  peut  s'écrire 


dx  _  /M  -h  wV  /la 


y 

en  l'intégrant,  on  aura  l'équation  de  la  courbe  que  doit 
former  le  canal. 

Quand  on  suppose  que  la  courbe  passe  à  Torigine,  il 
vient 

/M-f-//2\V/ ;  «— r\ 

X  =  (  — — —  I    (  V  2  flj  —  j2  -f-  fl  arc  ces I  • 

On  reconnaît  une  cycloïde  allongée,  qui  se  construit 

(*)Par  exemple,  si  le  canal  est  rectlligne,  on  trouvera  que  le  point 
pesant  décrit  dans  l'espace  une  ligne  droite  d'un  mouTement  unifor- 
mément accéléré.  (Jean  Beunoulli,  Comment.  Acad.  Peirop.,  l'j'iu,  p.  ii. 
—  Opéra,  t.  III,  p.  365.) 
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en  dilatant  les  ordonnées  d'une  cycloïde  perpendiculaires 
à  Taxe,  dans  le  rapport  de  V^M  -f-  m  à  y/M. 
La  durée  d'une  demi-oscillation  est 

Quand  cette  durée  est  donnée,  on  en  conclut  la  valeur 
de  la  constante 

Clairaut,  Mém,  de  VAcad,  des  Se,  de  Paris ^  ^'J^'^y  P*  4** 

2.  Déterminer  le  moui^ement  de  deux  points  maté- 
riels qui  s' attirent  proportionnellement  à  la  masse  et  en 
raison  inv^erse  du  carré  de  la  distance. 

Soient  m,  m'  les  masses  ; 

/',  r'  les  distances  au  centre  de  gravité  commun  ; 
p  la  distance  mutuelle  5 

[i.  l'attraction  de  l'unité  de  masse  sur  l'unité  de  masse 
à  l'unité  de  distance. 

Le  centre  de  gravité  commun  aura  le  mouvement  rec- 
tiligne  et  uniforme  que  produirait  une  quantité  de  mou- 
vement initiale,  égale  à  la  résultante  des  quantités  de 
mouvement  initiales  des  deux  mobiles,  en  supposant  au 
centre  de  gravité  une  masse  égale  à  la  somme  des  masses 
des  deux  points.  Le  mouvement  de  ces  deux  points  autour 
du  centre  de  gravité  sera  celui  qui  résulterait  des  positions 
et  vitesses  initiales  relatives  au  centre  de  gravité,  et  aussi 
de  forces  accélératrices  dirigées  vers  ce  centre,  égales  à 

—^  pour  le  point  m,  et  a  —^  pour  le  point  m\ 

Or,  d'après  les  relations 

r        r'  p 

/7i'        m       //î  H-  /// 
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les  valeurs  de  ces  forces  accélératrices  peuvent  s'écrire 


p/w'^        1  ^m^         I 


(m -h  m' Y  r^        {m  -\- m'y  r'^' 

d'où  Ton  voit  que  le  mouvement  relatif  au  centre  de 
gravité  n'est  autre  que  le  mouvement  bien  connu  d'un 
point  matériel  autour  d'un  centre  fixe  qui  l'attire. 

II  en  résulte,  en  particulier,  que  les  deux  orbites  dé- 
crites autour  du  centre  de  gravité,  considéré  comme  fixe, 
sont  des  courbes  planes,  bien  qu'elles  ne  soient  pas  né- 
cessairement situées  dans  un  même  plan.  En  outre,  la  re- 
lation —r  =  —  montre  que  ces  deux  courbes  sont  sem-- 
ni        m  * 

blables  et  semblablement  placées,  le  centre  de  gravité 
étant  centre  de  similitude  inverse. 

On  aura  le  mouvement  absolu  en  ajoutant  les  coor- 
données du  centre  de  gravité  à  celles  du  mouvement  re- 
latif. Les  courbes  que  l'on  obtiendra  de  la  sorte  seront 
généralement  transcendantes. 

SECTION  II. 

PRINCIPE    DES    AIRES. 

Considérons  un  système  de  points  matériels,  dont  les 
liaisons  se  réduisent  à  des  relations  entre  les  distances 
mutuelles  seulement.  D'une  origine  fixe  menons  des 
rayons  vecteurs  aux  différents  points  du  système ^  et 
faisons  la  somme  des  produits  que  Von  obtient  en  mul- 
tipliant la  masse  de  chaque  point  par  la  projection 
droite  sur  un  plan  fixe  de  l'aire  décrite  dans  l'espace 
par  son  rayon  vecteur  à  partir  d'une  époque  détermi- 
née,  qui  est  la  même  pour  tous  les  points.  Si  les  moments 
des  Jorces  motrices  autour  de  la  droite  qui  projette 
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V  origine  font  une  somme  nulle  y  la  somme  des  produits 
dont  il  s^agit  croîtra  proportionnellement  au  temps. 

Tel  est  le  principe  des  aires. 

Outre  les  liaisons  ci-dessus  mentionnées,  Tun  des 
points  peut  être  assujetti  à  rester  fixe^  mais,  dans  ce  cas, 
l'origine  doit  être  prise  au  point  fixe. 

Le  principe  des  aires  est  une  généralisation  du  théo- 
rème de  Newton  (*)  sur  les  aires  que  décrit  le  rayon  vec- 
teur d'un  point  matériel  sollicité  par  une  force  centrale. 
Il  fut  découvert  presque  en  même  temps  par  Euler  (**), 
Daniel  Bernoulli  (***)  et  d'Arcy  (****),  à  l'occasion  du 
mouvement  de  plusieurs  points  matériels  renfermés  dans 
un  tube  de  forme  donnée,  mobile  autour  d'un  point 
fixe. 

1.  Un  point  matériel^  de  masse  m,  est  lié  à  V extré- 
mité de  deux  fils  inextensibles  et  sans  masse,  qui  tra- 
v^ersent  un  petit  anneau  fixe  O,  et  tiennent  à  leurs  se- 
condes extrémités  deux  autres  points  matériels^  de 
masses  rrly  m".  Tout  le  système  est  situé  sur  un  plan  hori- 
zontal et  parfaitement  uni.  Déterminer  le  moui^ement 
des  points  et  la  tension  des  fils,  en  négligeant  le  frotte- 
ment  sur  l'anneau,  et  supposant  que  les  fils  restent 
constamment  tendus. 

Soient  Om  =  r,  OnJ  =  r\  Om"=r"', 
0,  6',  6''  les  angles  que  forment  les  rayons  sur  un  axe 
fixe,  situé  dans  le  plan  horizontal  5     " 

T'  et  T''  les  tensions  des  fils  mOm'  et  mOm^'  ; 
/'  et  l"  les  longueurs  de  ces  fils. 


(  *  )  Principia^  lib.  I,  prop.  i. 

(  **  )  Opuscula,  De  rnotu  corporum  tubis  mohilihus  inclusorum,  secl.  2j  1 746. 
(♦**)  Mémoires  de  V Académie  des  Sciences  de  Berlin,  1 745,  p.  54. 
(«***)  Mémoires  de  l'Àcad.  des  Sciences  de  Paris,  1747,  p.  348. 
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Puisque  toutes  les  forces  sont  dirigées  vers  le  centre  O, 
on  peut  appliquer  les  formules  des  forces  centrales  à  cha- 
cun des  trois  points.  De  là  les  équations 

Id^r 
d-r' 

\  dt''  ■ 

Le  principe  des  aires  s'applique  à  chaque  point  consi- 
déré isolément.  Il  en  résulte  qu'en  représentant  par  C, 
C,  Q*"  les  quantités  constantes  qui  mesurent  le  double 
des  aires  décrites  dans  l'unité  de  temps  par  les  rayons 
r,  r',  r" ^  on  a  les  trois  équations 


r/ô^ 

r-\-r' 

>,. 

m 

,  é/0'2 

r 

'     dt^ 

-m'' 

dr^ 
dO 

m"' 

(2) 

dt-^'      '^     dt 

dt 

Enfin  le 

s  relations 

(3) 

r  +  r'  =  l'. 

r^r"  =  r 

donnent 

(4) 

dr         dr' 

dt          dt            ' 

dr          dr'' 

dt    -^     dt    ="' 

(5) 

rf'r        rf'r' 

1                          «. 

d'r        d^r'' 
dt-          dt- 

dt^     ^      dt-                 ^' 

Pour  avoir  les  valeurs  des  tensions,  il  suffit  d'ajouter 
successivement  la  première  des  équations  (i)  avec  cha- 
cune des  deux  autres,  en  éliminant  les  dérivées  par  les 
équations  (2)  et  (5).  Il  vient  ainsi 

T'       r  H-  T"       C»       C 


m'  m  r*        r'* 

^  "*        m       ~  7^  "^  7^»' 
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d'où  l'on  tîre  aisément 

Cherchons  maintenant  les  trajectoires. 
D'après  le  principe  des  forces  vives,  on  a 

\fifr'  £/f7  \£/r2  ^^2  y 

-*"'"   i"^-^'*    -^^j^^^^^^-^^- 
Si  l'on  élimine  r',  r^,  0',  0''  et  rf^  à  l'aide  des  rela- 
tions (a),  (3)  et  (4),  il  vient 


i' 


„.0  dr^  G"  ,       C'2 


Telle  est  l'équation  de  la  trajectoire  du  point  m.  On 
obtiendrait  de  la  même  manière  les  équations  des  deux 
autres  trajectoires. 

Les  formules  (a)  montrent  que  les  mobiles  ne  peuvent 
jamais  atteindre  l'anneau,  à  moins  que  leurs  vitesses  ini- 
tiales n'aient  été  dirigées  vers  ce  point;  dans  ce  cas  leur 
mouvement  serait  constamment  rectiligne. 

Admettons  que  ce  cas  se  présente  pour  les  mo- 
biles m',  m". 

Alors  C,  Ci"  seront  nulles,  et  l'équation  f5)  pourra 
s'intégrer  sous  forme  finie.  On  trouvera  l'intégrale 

r=:Q\/^  séc(  \/ ^ 7,ÔH-const.  ). 

On   traiterait   sans  plus  de  difficultés   le  cas  où  les 
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points  matériels  réunis  par  des  fils  au  point  m  seraient 
en  nombre  quelconque. 

RiccATi,  Comment,  Bonon,^  t.  V,  pari.  I,  p.  i5o;  176;. 

2.  appliquer  les  principes  des  forces  visses,  du  mou- 
uemenl  du  centre  de  gra\^ité  et  des  aires  au  mouv^ement 
du  soleil  et  des  planètes  considérés  comme  des  points 
matériels. 

On  considère  ici  Tensemble  d'une  planète  et  de  ses  sa- 
tellites comme  ne  formant  qu  une  seule  masse,  située  au 
centre  de  gravité  du  système. 

Soient  :  M,  m,  rrl  ^  etc.,  les  produits  des  masses  du  soleil 
et  des  planètes  par  la  constante  qui  mesure  l'attraction  de 
l'unité  de  masse  sur  Tunité  de  masse  à  Tunité  de  distance  \ 

X,  Y,  Z  les  coordonnées  du  soleil  par  rapport  à  des 
axes  rectangulaires  et  fixes  dans  Tespace  \ 

Çî  ^'»  Çî  5'?  ^')  ?'î  etc.,  les  coordonnées  des  planètes 
i?j,  m\  etc.; 
■  r,  r\  etc. ,  les  distances  du  soleil  aux  planètes  m,  m',  etc.  ; 

Pi^^  la  distance  de  la  planète  m^'^  à  la  planète  m^^\ 

Les  équations  du  mouvement  sont  les  suivantes  : 

d^y.  _  m(g-X)  ^  m'(r  -  X)  _^ 


dO 

r» 

d^X 

_m(„~Y) 

dt^  ~ 

r^ 

d^Z 

m(Ç-Z) 

dé' 

r=» 

d'I 

_M(X-Ç) 

dt^  ~ 

r^ 

d'r, 

_M(Y-rî) 

dt^  " 

r» 

rf^ç 

M(Z-Ç) 

r'^ 

-f- 

/w' 

'K- 

•Y) 

r'z 

-h 

m' 

w- 

-Z) 

r'3 

1 

m' 

(r- 

•Ç) 

pi.. 

1 

m' 

(»'- 

>>) 

pJ.. 

-u 

m' 

(Ç'- 

■Ç) 

w"(?"- 

•?) 

pU 

») 

p'..> 

m"(C- 

-ç) 

II.     ^*   ÉDIT. 
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Le  principe  des  forces  vives  donne  l'intégrale 

,„  (" — yr. — -^Sl" — 3? — ) 

OÙ  h  représente  une  constante,  et  ^  ^^  signe  somma- 

toire  qui  s'étend  à  toutes  les  combinaisons  des  différentes 
planètes. 

Le  principe  du  mouvement  du  centre  de  gravité  donne 
les  intégrales 

!MX  -+-  ^m  l=:at^(x.y 
MY  -^^mnzrzbt-h^ 
MZ-f-^mc;—  et  -h  7, 

a,  i.  c,  a,  |3^  y  étant  des  constantes. 

Enfin  le  principe  des  aires  donne  trois  intégrales,  dont 
Tune  rentre  dans  les  deux  autres  : 

)  ^YdZ  —  ZdY       ^1      nd^  —  i;dn\ 

p — dt — -^Si'^-^r-j^^' 
P — 7: — ^z["'—7r-)=^^ 

e,  y,  g  désignant  des  constantes. 

Ces  intégrales  rigoureuses  du  mouvement  absolu  des 
corps  célestes  sont  les  seules  que  l'on  ait  pu  trouver  jus- 
qu'ici. 

On  a  bien  plus  souvent  à  considérer  le  mouvement  re- 
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lalif  des  planètes  autour  du  soleil  que  leur  mouvement 
absolu  dans  l'espace.  Il  sera  donc  utîle  de  chercher  ce 
que  deviennent  les  intégrales  précédentes,  quand  on  re- 
garde le  soleil  comme  fixe,  et  qu'on  transporte  en  ce  point 
l'origine  des  coordonnées. 
Soient  : 

X,  y^  z  les  coordonnées  de  la  planète  m  pour  la  nou- 
velle origine; 

a:',  y*^  z*  celles  de  la  planète  m',  et  ainsi  de  suite. 

Nous  aurons 

5=zX-hX,      ?'zrrX-ha:',..., 

ç=:Z-+-z,     x;  =  Z-\-z\ 

Substituant  ces  valeurs  de  H,  fi^  ^y  $'?•••  ^^^^  les  for- 
mules (i),  (2)  et  (3),  les  nouvelles  formules  (2)  nous  don- 
neront des  valeurs  de  X,  Y,  Z  qui,  substituées  dans  les 
nouvelles  formules  (1)  et  (3),  nous  fourniront  les  quatre 
intégrales  du  mouvement  relatif  seules  connues,  savoir  : 

->(m+2'")("27-^23='=<"'"- 
(»r+2i,.)2)(".'-^^^^)  +2""-  2"'§  -2""  -2"'  ji = """''■• 

On  pourra,  par  de  simples  transformations,  mettre  ces 
intégrales  sous  la  forme  donnée  dans  la  Mécanique  ce-- 

9- 
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leste  (liv.  Il,  ch.  ii,  §  9)  : 

3.  Deux  points  matériels,  de  masses  m,  m\  sont 
réunis  par  une  tige  rigide  et  sans  masse^  mobile  dans 
un  plan  horizontal  autour  de  l'un  de  ses  points  qui  est 

fixe]  la  molécule  m  peut  glisser  librement  le  long  de  la 
tige,  tandis  que  la  molécule  m' est  fixée  sur  cette  droite. 
Etant  donné  le  mous^ement  initial  du  point  m,  déter- 
miner sa  trajectoire. 

Si  l'on  nomme  a  la  distance  du  point  m' au  point  iixe, 
r  et  0  les  coordonnées  polaires  du  point  m  relativement 
au  même  point  fixe  pris  pour  origine,  et  A  une  constante 
qu'on  détermine  aisément  par  les  circonstances  initiales^ 
on  trouve  Téquation 

Clair AUT,  Mém,  de  VAcad,  des  Se,  de  Paris ,  174^,  p.  2*2 . 

4.  Deux  points  matériels  égaux  sont  fixés  aux  extré^ 
mités  d'une  tige  rigide  et  sans  masse,  mobile  en  tout  sens 
autour  d^un  point  fixe  situé  en  son  milieu.  Déterminer 
le  mous^ement  de  la  tige. 

Soient  ç  l'inclinaison  de  la  tige  sur  la  verticale,  0  l'an- 
gle qu'elle  fait  avec  un  plan  vertical  fixe,  (3  la  valeur  inî- 
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tiale  de  l'angle  cf,  cd  el  u  les  valeurs  initiales  de  -^  et  de 

-r-j  c  et  c'  des  constantes  que  l'on  détermine  par  les  don- 
nées initiales,  et  (/'*  =  co'  -f-  u*  sin*(3. 
On  trouve  les  équations 


Je"  ' c^ 

COSy  Z= ;; C0S.C"{^-|-C'). 
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CHAPITRE  IX. 

MOUVEMENT  D'UN  CORPS  SOLIDE. 


SECTION  I. 

MODVEMEIiT    d'uN    CORPS    SOLIDE    AUTOUR    d'uN    AXE    FIXE. 

# 

Soient  0)  la  vitesse  angulaire,  et  MA'  le  moment  d'iner- 
tie du  corps  autour  de  l'axe  de  rotation.  Prenons  cet  axe 
pour  axe  des  z,  et  nommons  X,  Y  les  forces  motrices 
extérieures  qui  sollicitent  la  molécule  (x,  y)  suivant  les 
axes  des  x  et  des  r«  Nous  aurons 

^^)  rf7= MÂ^ ' 

le  signe  ^  indiquant  une  somme  étendue  à  toutes  les 

molécules  du  corps  considéré. 

Les  pressions  sur  l'axe  se  calculent  en  exprimant  que 
les  forces  motrices  extérieures,  transportées  sur  l'axe,  et 
les  forces  centrifuges  nées  de  la  rotation,  sont  équilibrées 
par  les  réactions  de  Taxe,  égales  et  contraires  aux  pres- 
sions. 

Une  des  applications  les  plus  importantes  de  cette 
théorie  consiste  à  déterminer  le  mouvement  d'un  corps 
pesant  autour  d'un  axe  horizontal.  Soient  h  la  distance 
du  centre  de  gravité  à  l'axe  de  rotation,  et  C  un  point  situé 
avec  le  centre  de  gravité  sur  une  même  perpendiculaire  à 
l'axe,  à  une  distance  /  de  cet  axe,  donnée  par  la  formule 

(B)  /  =  - 
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Le  mouvement  du  point  C  ne  serait  pas  altéré  si  toute 
la  masse  du  corps  était  réunie  en  ce  point.  On  le  nomme, 
pour  cette  raison,  centre  d^oscillation  du  corps  relative- 
ment à  Taxe  considéré.  La  longueur  /  est  celle  du  pen- 
dule simple  qui  oscille  dans  le  mèmç  temps  que  le  pen- 
dule composé  formé  par  le  corps  dont  il  s^agit. 

Le  P.  Mersenne  proposa,  en  1646,  de  déterminer  la 
durée  des  oscillations  d'un  corps  pesant  autour  d'un  axe 
horizontal ,  ce  qui  revient  à  déterminer  le  centre  d'oscil- 
lation.^  Tous  les  géomètres  qui  abordèrent  la  solution. 
Descartes  (*),  Roberval  («),  Wallis  (»),  Fabri  (♦)  et  le 
P.  Mersenne  (')  lui-même  supposèrent  tacitement  que  le 
centre  d'oscillation  coïncide  avec  le  centre  de  percussion. 
Cette  proposition  est  exacte;  mais  il  est  étonnant  qu'ils 
l'aient  admise  sans  la  démontrer.  Elle  leur  permit  de  trou- 
ver le  centre  d'oscillation  dans  un  certain  nombre  de  figu- 
res. Descartes  détermina  celui  des  figures  planes  oscillant 
dans  leur  plan,  et  se  trompa  pour  les  autres  cas  \  Roberval 
trouva  celui  de  certaines  figures  planes  n'oscillant  pas 
dans  leur  plan  \  enfin  Huyghens  résolut  le  cas  général. 
Ce  ne  fut  pourtant  qu'après  plusieurs  essais  infructueux 
qu'il  parvint  à  la  solution  tant  désirée.  Elle  fut  publiée 
dans  la  quatrième  partie  de  son  Horologium  oscillato- 
rium^  1673.  Cette  solution  se  fonde  sur  deux  postulata  : 
le  centre  de  gravité  d'un  système  de  corps  pesants  ne  peut 
remonter  de  lui-même  à  une  hauteur  plus  grande  que 
celle  d'où  il  est  tombé,  de  quelque  manière  que  se  modi- 
fie la  disposition  mutuelle  des  corps.  Un  pendule  composé 


(*)  Lettres  de  Descartes. 

(»)  Ihid, 

(■)  Mechanica,  s'we  Demotu. 

{*)  Tract,  de  motu,  Àppend.  physico-math,  de  centra  percussionis. 

(*)  Mersenii  Rejlexiones  physico-mathematicos,  cap.  xi  et  xii. 
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remonte  toujours  à  la  hauteur  d'où  il  est  descendu  libre- 
ment. 

Quelques  années  après  la  publication  de  V Horologium 
oscillatorium^  Tabbé  Catelan  {*)  fit  observer  que  le* 
postulata  de  Huyghens  ne  peuvent  être  pris  pour  des 
axiomes.  Ce  fut  Toccasion  de  nouvelles  recherches  de  la 
part  de  THôpital^  Jacques  Bernoulli  et  autres  géomètres. 
Ces  travaux  amenèrent  la  solution  simple,  bien  connue 
aujourd'hui. 

1.  Pendule  de  Graham.  —  Un  pendule  qui  porte  à 
son  extrémité  un  cylindre  creux ,  contenant  du  mercure, 
et  dirigé  suivant  le  prolongement  de  la  tige^  oscille  dans 
un  plan  vertical»  Étant  donnés  le  poids  p  du  pendule, 
les  distances  h  et  l  du  point  de  suspension  au  centre  de 
gra\fité  et  au  centre  d^ oscillation,  et  le  rayon  intérieur 
du  cylindre  ry  déterminer  le  poids  pi  du  mercure  quil 
faut  verser  dans  le  cylindre  pour  que  le  pendule  batte 
exactement  la  seconde. 

Soient  k  le  rayon  de  gi ration  du  pendule  donné  autour 
d'une  parallèle  à  l'axe  de  suspension,  passant  au  centre 
de  gravité  5  k'  le  rayon  de  giration  du  mercure  addition- 
nel autour  d'une  parallèle  à  l'axe,  passant  au  centre  de 
gravité  de  cette  masse  ;  K  la  distance  du  point  de  suspen- 
sion au  centre  de  gravité  du  mercure  additionnel;  L  la 
longueur  du  pendule  simple  qui  bat  la  seconde  (à  Paris, 
L  =  o",993  9ooi7). 

La  formule  (B),  jointe  à  la  relation  qui  existe  entre  les 
rayons  de  giration  autour  de  deux  axes  dont  l'un  passe 
au  centre  de  gravité,  nous  donne  l'équation 


(  *)  Journal  des  Savants,  1682  et  16 


=r  H. 
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OÙ  Ton  a  fait 

ph^p'h! 

Il  vient,  en  réduisant, 

■"  ph-^p'h'  ' 

et,  si  l'on  remplace  A*-*-  A*  par  sa  valeur  /A, 

(I)  ph[l^l.)=p'[h'[l.^h')^k'^]. 

Nommons  p  la  densité  du  mercure,  et  u  la  distance  du 
point  de  suspension  à  la  surface  supérieure  du  mercure 
que  contient  le  pendule  dans  son  premier  état. 

Nous  aurons 

et  (page  64) 

Ces  deux  relations  nous  permettent  d'éliminer  h'  et  h' 
de  la  dernière  équation;  alors  nous  obtenons,  pour  dé- 
terminer p\  l'équation  du  troisième  degré 

p'i 7rpr^(2a  — L)/>" 

3 

—      ^2p2^<  [4||  (L  —  a)  —  r^]p'  -h  37r^cV<  ph[l—\.)  =  0. 

Dans  le  cas  où  le  pendule  donné  battrait  à  peu  près  la 
seconde,  on  pourrait  considérer  le  mercure  ajouté  comme 
formant  une  lame  circulaire  sans  épaisseur,  et  Ton  aurait 
sensiblement 

A'  — tt,     ^'2— ^r'; 
4 
d'où  (i) 

^  ■"^4ii(L  — a)  — r»* 
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La  capillarité  et  les  oscillations  du  mercure  sont  des 
causes  perturbatrices  que  nous  avons  négligées;  mais  nos 
calculs  seront  tout  à  fait  exacts,  si  nous  remplaçons  le 
mercure  par  de  petits  disques  solides  enfilés  sur  un  axe 
commun. 

On  sait  que  le  pendule  à  mercure  peut  être  disposé  de 
manière  que  les  variations  de  la  température  n'aient  pas 
d'ipfluence  sensible  sur  la  durée  des  oscillations.  On  le 
regarde  comme  le  meilleur  des  pendules  compensateurs. 

2.  On  suppose  un  pendule  formé  d*une  sphère  pe- 
sante et  homogène,  dont  le  rayon  est  r  et  la  masse  m, 
fixée  par  son  centre  à  V extrémité  d'une  tige  sans  poids, 
dont  la  longueur  est  a.  On  demande  à  quel  point  de 
la  tige  il  faut  fixer  le  centre  d'une  noui^elle  sphère 
homogène^  dont  le  rayon  et  la  masse  sont  r'  et  m',  pour 
diminuer  le  plus  possible  la  durée  des  oscillations. 

Soient  a'  la  distance  du  point  de  suspension  au  centre 
de  la  sphère  additionnelle,  h  la  distance  du  même  point 
au  centre  de  gravité  des  deux  sphères,  k  le  rayon  de  gi ra- 
tion du  système  autour  d'une  perpendiculaire  à  la  tige, 
menée  par  le  centre  de  gravité,  et  /  la  longueur  du  pen- 
dule synchrone. 

On  trouve  aisément 

ma  -+-  /w'û' 
m  -h  m' 

/wû^  H- m'a'- -h -=  (/wr^ -h  w'r'M 
A'  -h  ^»  _  5  ^  ' 


Posant  —,  =  o,  et  tirant  de  celte  équation  la  valeur  de 
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a',  il  vient 


—  ma  '\- 


I  m  [m  +  /w')  /i^  4-  ^/?î'(/wr»-h/?î'r'2) 


Od  voit  par  là  que,  lorsqu'on  fait  glisser  un  curseur 
sur  la  tige  d'un  pendule  en  l'élevant  de  plus  en  plus,  on 
finit  par  atteindre  une  hauteur  telle,  qu  en  élevant  encore 
le  curseur  on  produit  le  même  effet  que  si  on  l'abaissait, 
c'est-à-dire  qu'on  augmente  la  durée  des  oscillations. 

Si  la  lentille  et  le  curseur  peuvent  être  assimilés  à  deux 
points  matériels  de  masse  m,  m\  portés  par  une  tige  sans 
poids,  de  longueur  a,  la  distance  a' du  curseur  au  point  de 
suspension,  pour  laquelle  se  produit  le  phénomène  dont 
nous  parlons,  satisfait  à  l'équation 


m'a'  I         m' 

ma  y  m 

EuLER,  Theoria  motus  corporum  solidorum,  c.  VII,  prob.  48. 

3.  Considérons  une  tige  pesante,  homogène  et  partout 
(Inégale  épaisseur,  gui  oscille  dans  un  plan  vertical  au- 
tour de  son  extrémité.  Si  cette  tige  était  flexible,  elle 
se  courberait.  Nous  la  supposons  rigide,  et  nous  vou- 
Ions  trousser  le  point  ou  la  force  qui  tend  à  la  courber 
exerce  le  plus  grand  effort. 

Soient  a  la  longueur  de  la  tige,  m  sa  masse,  d  l'angle 
qu'elle  fait  avec  la  direction  de  la  pesanteur,  b  la  distance 
du  point  cherché  B  à  l'extrémité  fixe,  /•  la  distance  entre 
la  même  extrémité  et  l'un  quelconque  des  éléments  de  la 
tige  qui  sont  situés  au-dessous  du  point  6. 

La  force  motrice  gagnée  en  vertu  des  liaisons  par  l'élé- 
ment dr^  estimée  dans  le  sens  du  mouvement,  est  égale 

dr 
au  produit  de  la  masse  —  m  par  la  différence  entre    la 


i4o 
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force  accélératrice  effective  — r-— -  et  la  force  accéléra- 

trice  appliquée  g'sinS.  La  somme  des  moments  autour  du 
point  B  des  forces  gagnées  par  tous  les  éléments  dr  me- 
sure l'effort  qui  tend  à  courber  la  tige  au  point  B.  Cet 
effort  a  donc  pour  expression 

Or  on  a,  dans  le  mouvement  de  la  tige, 
-rT  = ^smO. 


Par  conséquent  l'effort  dont  il  s'agit  est 


(3r —  7,a)[r —  b)dr=z 


4û^ 


b{a  —  bY. 


Le  maximum  a  lieu  quand  h==-' 

Ainsi,  le  point  cherché  est  symétrique  du  centre  d'os- 
cillation par  rapport  au  centre  de  gravité. 

Le  moment  de  la  force  qui  tend  à  courber  la  tige  en  ce 

point  a  pour  valeur 

mg  sin  0 

—2 a, 

27 

4.  Ai^ec  quelle  vitesse  une  voiture  peut-elle  tourner 
Fig.  63.  ^ur   un    plan    incliné, 

sans  qu^elle  cesse  de 
s^ appuyer  sur  ses  quatre 
roues? 

Supposons  que  la  ligne 
de  plus  grande  pente  sur 
le  plan  soit  parallèle  à 
l'essieu  de  derrière,  et  considérons  le  système  en  projec- 
tion droite  sur  le  plan  incliné. 


1>  a    D 
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Soient  : 

B,  B'  les  poinls  d'appui  des  roues  de  derrière  sur  le 
plan; 

A,  A'  ceux  des  roues  de  devant; 

Al,  A',  les  positions  qu'auraient  ces  derniers  poinls  si 
]a  voiture  ne  tournait  pas: 

a  Tangle  des  deux  essieux  \ 

e  Fangle  AjBA; 

a  a  la  distance  AA'ouBB'5 

/  la  distance  des  deux  essieux,  lorsqu'ils  sont  paral- 
lèles ; 

I  l'inclinaison  du  plan  sur  l'horizon; 

P  le  poids  de  la  voiture; 

G  la  projection  de  son  centre  de  gravité,  située  à  égale 
distance  des  droites  BA,,  B'A',; 

h  la  distance  du  plan  au  centre  de  gravité; 

b  la  distance  du  centre  de  gravité  au  plan  vertical  qui 
contient  l'essieu  de  derrière  ; 

p 

-  la  traction,  que  nous  supposerons  exercée  dans  une 

direction  parallèle  au  plan  et  perpendiculaire  à  l'essieu 
de  devant; 

A'  la  distance  du  plan  au  point  d'application  de  la  trac- 
tion; 

if  la  vitesse  du  milieu  D  de  l'essieu  de  derrière. 

Pour  que  la  voiture  reste  appuyée  sur  ses  quatre  roues, 
il  faut  que  le  poids  et  la  traction  aient  autour  de  AB  un 
moment  supérieur  à  celui  des  forces  centrifuges.  Formons 
cette  inégalité. 

Le  moment  du  poids  est  égal  au  produit  dti  poids  par 
le  cosinus  de  l'angle  que  la  droite  BA  fait  avec  l'horizon, 
et  par  la  distance  du  centre  de  gravité  au  plan  vertical 
qui  contient  la  même  droite  BA.  Nous  trouvons  d'abord, 
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pour  expression  de  ce  moment, 

P[(a  cosi  —  h  s\ni)  cose  —  b  cosi  sine]. 

D^ ailleurs  la  projection  de  AB  sur  A',  Ai  est  égale,  d'une 
part,  à  a  (i  —  cosa),  d'autre  part  à  (/-j-  a  sina)  tange,  ce 
qui  nous  donne 


cose 


ail  —  cosa)       /-+-«sina       _      .  \,       /,  .      v,it 

^  ^  [fl^(i— cosa)^-f- (/-f-flsma)']' 

Le  moment  de  la  traction  est 

p 

-/l'sinfa  —  s). 

n  ^ 

11  reste  à  trouver  le  moment  des  forces  centrifuges.  Nous 
admettons  que  les  roues  ne  glissent  point.  Il  en  résulte 
que  leurs  points  d^  contact  sur  le  plan  tournent,  dans 
l'instant  considéré,  autour  de  l'intersection  O  dos  droites 
AA',  BB'.  Par  suite,  les  milieux  des  essieux  et  la  voiture 
tout  entière  tournent  autour  d'une  perpendiculaire  au 
plan  menée  par  le  point  O,  avec  une  vitesse  angulaire 
égale  à 

-=-     ou     7  tanga. 
OD  ^ 

Prenons  le  point  O  pour  origine  des  coordonnées,  la 
perpendiculaire  au  plan  pour  axe  des  z,  et  une  perpen- 
diculaire à  BA  pour  axe  dès  x. 

Le  moment  des  forces  centrifuges  sera  représenté  par 
rintégralc 

zxdPf 


-^lang'aj  2 


étendue  à  toutes  les  molécules  de  la  voiture. 

Pour  évaluer  celle  intégrale,  il  est  commode  de  trans- 
porter l'origine  au  centre  de  gravité,  puis  de  faire  tourner 


DYNAMIQUE.  l43 

les  axes  parallèles  au  plan  de  manière  que  le  nouvel  axe 
des  X  soit  perpendiculaire  à  la  droite  BAj.  Nommant  x', 
y,  z'  les  nouvelles  coordonnées,  nous  aurons 

ar=r  (x'h I  C0S8  -f-  (  r'+  ^Isîns, 

\  tangay 

z  =  a'  -f-  ^, 
et  le  moment  des  forces  centrifuges  deviendra 

-^tang^a    PA  ( -^^-h^sins  I  H- cose  la/z'dJ? 
gn       ^     l       Vtanga  ;  J 

-+-  sine  l /z'dV  h 

Ces  valeurs  nous  permettent  d'écrire  immédiatement 
la  condition  cherchée.  Mais  auparavant  faisons  quelques 
simplifications. 

La  traction  est  une  petite  fraction  du  poids  total,  —  en- 
viron, et  l'angle  t  est  peu  considérable  5  il  en  résulte  que 
nous  pourrons  substituer  sin  a  à  sin  (a  —  e),  dans  le  mo- 
ment de  la  traction. 

Le  plan  des  y'  z'  partage  la  voiture  en  deux  parties  sen- 
siblement symétriques;  nous  pourrons  donc  supposer 

nulle  l'intégale  ïx'z'dV. 

Le  plan  des  x'  z'  divise  la  voiture  en  deux  parties  qui 
ne  sont  pas  très-diiTérentes;  en  outre  sin  e  est  une  assez 
petite  fraction;  par  conséquent,  dans  le  moment  des 
forces  centrifuges,  nous  pourrons  encore  négliger  le  terme 

sine  \  y z* dV  vis-à-vis  du  premier.  Tout  ceci  n'intro- 
duira dans  le  résultat  que  des  erreurs  insignifiantes  pour 
ce  genre  de  questions. 
L'inégalité  que  doivent  vérifier  la  vitesse,  l'inclinaison 
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du  plan  et  T angle  de  déviation  devient  alors 

/  •       I    •    .\  I         .    •  ,,sina 

(a  cosi  —  Asmi)  cose  —  b  cosi  sme  -+-  ^  

n 

>  —  tanga(/cos«  -h  ^tangasine), 
S'' 

ou  sine  et  cose  ont  les  valeurs  données  plus  haut. 

Le  rapport  -r  exprime  la  tangente  de  Tinclinaison  du 

plan  sur  lequel  la  voiture  en  repos  commencerait  à  verser. 
Les  règlements  de  la  police  française  exigent  que,  dans 

les  grandes  messageries,  ce  rapport  soit  égal  à  ^» 

Si  l'on  adopte  les  nombres  suivants, 

qui,  d'après  Coriolis,  conviennent  aux  grandes  messa- 
geries de  France,  et  si  l'on  suppose  a  =  3o  degrés,  la  vi- 
tesse p»,  pour  laquelle  la  voiture  tendrait  à  s'incliner  sur 
un  plan  horizontal,  est  de  1 2^*^,7  à  Fheure.  Toutefois 
on  doit  observer  que  les  vitesses  obtenues  par  ces  for- 
mules sont  un  peu  trop  grandes  pour  des  voitures  suspen- 
dues. 

Coriolis,  Journal  de  l'École  Polyt,  y  XXIV*  Cahier, 
p.  i55;  i835. 

5.  Une  plaque  mince  et  pesante^  qui  a  lafoime  d^un 
triangle  rectangle  isocèle^  est  suspendue  par  le  sommet 
de  Vangle  droit,  et  porte  sur  le  prolongement  de  Vun 
des  côtés  égaux  un  axe  très-court,  qui  s'engage  dans 
un  anneau  horizontal  fixé  %^erticalement  au-dessous  du 
point  de  suspension.  Déterminer  la  vitesse  as^ec  laquelle 
la  plaque  doit  tourner  autour  de  V axe  fixe  pour  que 
Vanneau  néprous^e  aucune  pression. 
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Si  l'on  nomme  aie  côté  de  Tangle  droit  et  co  la  vitesse 
angulaire,  on  trouve 


■v/f- 


6.  Une  tige  mince  et  homogène^  mobile  autour  d'un 
axe  horizontal  qui  s'engage  dans  son  extrémité,  est 
d'abord  amenée  dans  une  position  horizontale^  puis 
abandonnée  à  son  poids.  Démontrer  que  l'angle  B  décrit 
par  la  tige,  et  l'angle  (f  compris  entre  la  tige  et  la  droite 
suivant  laquelle  est  dirigée  la  pression  quéprouue  Vaxe^ 
vérifient  constamment  la  relation 


Fig.  64. 


tang  9  tang  «p  rrr  —  - 

7.  Ze  métronome  de  Maelzel  est  un  pendule  verti^ 
cal,  dont  la  tige  AOB  porté  une  lentille  L 
à  son  extrémité  inférieure  A,  et  un  cur- 
seur C  sur  sa  branche  supérieure  OB. 
Trouyer  le  point  de  la  tige  où  il  faut 
amener  le  curseur  pour  que  le  pendule 
batte  ^  par  minute  y  un  nombre  donné 
d'oscillations. 

Soient  n  le  nombre  donné,  O  l'axe  de 

suspension,  OA  =  a,   OB  =  ft,  OC  =  x, 

P  le  poids  de  la  lentille,  P'  celui  de  la  tige, 

p  celui  du  curseur.  On  suppose  la  lentille  formée  de  deux 

lentilles  plan^-convexes  égales,  et  Ton  nomme  son  rayon  /•, 

son  axe  :lu. 

Si  Tcfn  pose 


k^ 


7.ar  ' 


^r'  -hi5r»a'-l-a« 


10  { 3  r» -4-1*') 


.    fl2  —  fl6  -f-  6' 
/'*== r y 


^&QOg 
t=  T-T^ 


U*     3"  BDIT. 


10 
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oa  a,  pour  déterminer  a?,  T équation  du  second  degré 
P  .       P'  /  b  —^a\ 

8.  Un  chemin  de  fer  décrit  une  courbe  horizontale, 
dont  le  rayon  j  compté  du  milieu  de  la  voie  y  est  R  ;  quelle 
éléi^ation  faut-il  donner  au  rail  extérieur  au-dessus  du 
rait intérieur  pour  que  le  wagon  s* appuie  également  sur 
les  deux  rails  P 

On  peut  négliger  l'effet  de  la  traotion;  car  cette  force 
est  une  petite  fraction  du  poids,  surtout  pour  le  dernier 
wagon,  qui  est  le  plus  exposé  à  verser. 

Soient  2  a  la  largeur  de  la  voie,  \f  la  vitesse  sur  le 
milieu  de  la  voie  et  u  la  différence  de  niveau  des  deux 
rails.. 

Si  Ton  suppose  que  la  masse  du  wagon  soit  distribuée 
symétriquement  de  part  et  d'autre  de  la  section  longitu- 
dinale et  de  la  section  transversale  qui  partagent  la  lar- 
geur et  la  longueur  en  deux  parties  égales,  on  trouve 


9.  Trouver,  dans  un  corps  pesant,  le  lieu  des  axes  de 
suspension,  autour  desquels  le  corps  oscillerait  dans  le 
même  temps  qu'un  pendule  simple  de  longueur  donnée  l, 
et  qui  sont  à  une  distance  connue  h  du  centre  de  grai^ité. 

Prenons  pour  axes  des  x,  des  y  et  des  z  les  axes  pinn.«- 
cipaux  d'inertie  du  corps  relatifs  à  son  centre  de  gravité; 
nommons  Â,  B,  C  les  moments  d*inertie  relatifs  à  ces 
axes,  M  la  masse  du  corps,  et  posons 

N=:MA(/— A). 
Le  lieu  cherché  est  celui  que  trace  dans  le  corps  la 
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surface  d'un  cylindre  droit,  de  rayon  A,  dont  l'axe  dé- 
crit le  cône  du  second  degré  représenté  par  Téquation 

(N  —  A)  or»  -4-  (N  —  B)jr^  ^-  (N  —  C)  «^  3=  o. 
BiOT,  fourn.  de  l'École  Polyt,^  XIIP  Cahier,  p.  24^- 

10. .  Trousser,  dans  un  corps  pesant,  le  lieu  des  axes 
de  suspension  autour  desquels  le  corps  oscillerait  dans 
un  temps  donnée  et  qui  passent  par  un  point  connu. 

Conservons  la  notation  du  problème  précédent,  et 
nommons  x',  y'^  z'  les  coordonnées  du  point  commun  à 
tous  les  axes. 

Le  lieu  cherché  est  la  surface  représentée  par  Féqua- 
tion  • 

l[{x^  a^y  +  [y-YY  -f-  [z-^z^YY  -  [{x'z -  z'xY-\-  {/z  -  z^YY 
_  A  (a:  —  x'Y  +  B(r  -  JT'  )'  +  C (z—z'Y 

M[{x^z  -  z'xY  +  {x'z  -  z'xYf 

BiOT,  ibld, 

SECTION  II. 

MOUVEMENT    d'uW    CORPS    SOLinS    AUTOUB    n'uW    AXE    QUI 
SE    MEUT    PARALLELEMENT    A  LUI-MEME. 

Le  problème  général  du  mouvement  d'un  corps  solide 
autour  d'un  axe  qui  se  meut  parallèlement  à  lui-même  se 
résout  en  déterminant  d'abord  le  mouvement  de  transla- 
tion du  centre  de  gravité,  puis  la  rotation  du  corps  autour 
d'une  parallèle  à  l'axè  mobile,  menée  par  le  centre  de 
gravité  et  considérée  comme  fixe. 

1 .  Déterminer  le  moui>ement  que  prend  une  tige  pe- 
santé,  lorsquon  V abandonne  à  son  poids,  sans  vitesse 
initiale,  après  ai^oir  placé  une  des  extrémités  sur  un  plan 
incliné  parfaitement  uni.  On  suppose  la  tige  située  dans 

10. 
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un  plan  vettical  perpendiculaire  à  la  trace  horizontale 
du  plan. 

Fig.  65.  ^^^^'^^  • 

a  riiidinaisoQ  du  pian  ; 
m  la  masse  de  la  tige  ; 
h  son   rayon  de  giration  autour 
d'une  perpendiculaire  menée  par  le 
centre  de  gravité  5 

a  la  distance  du  centre  de  gra- 
vité à  l'extrémité  qui  touche  le  plan  *, 

X  le  chemin  parcouru  le  long  du  plan  par  la  projec- 
tion C  du  centre  de  gravité  5 

(f  Finclinaison  de  la  barre  sur  le  plaii; 
j3  la  valeur  initiale  de  cette  inclinaison  ; 
R  la  réaction  du  plan. 

Le  mouvement  du  centre  de  gravité  est  régi  par  les 
deux  équations 

d^x  .  d^,as\no       ^ 

f/t  — r- =  w^' sm a,      m — — î-=R  —  mg cosa, 

df  ^  dX"  6  » 

et  la  rotation  autour  du  centre  de  gravité  par  l'équation 

d^fû 
mh}  —-i-  r=  —  Ra  coso. 
dt^ 

La  valeur  de  x  est  donnée  par  la  première  équation, 
intégrée  deux  fois, 

x-=.  -  ^fsina  -h  a  ces  p. 

Nous  aurons  la  valeur  de  9),  si  nous  éliminons  R  entre 
la  seconde  équation  et  la  troisième.  Il  vient 

£/»sin<p  i,^> 

a^  cosy  —"^  "^  "~       "5^  ""  ^^  ^^**  ^^*''' 
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et  en  intégraut 


(V) 


(a'cos^tf  -+■  A')  -^  =z2agcosoi{s\n^  —  siny), 


dt^ 


^2ag 


coscuja    y  sin  p  —  siny 


valeirr  qui,  avec  celle  de  Xy  détermine  complètement  le 
mouvement  de  la  tige. 

La  réaction  R  est  donnée  par  la  formule 


dans  laquelle  il  faut  remplacer  --—  par  la  valeur  finie  que 
Ton  obtient  en  différentiant  Téquation  (V).  On  trouve 

R=  -— ^ -—  [A'»+  a'(i  +  sin^o  —  tismSsm?)]. 

(rt»cos*(p -h  A*)^'-  ^  ^  r       t;j 

Fuss,  iVoPû  ^r/a  Petrop.y  t.  XIII,  p.  70;  1797. 

2.  Une  tige  pesante^  homogène  et  partout  d'égale 
épaisseur^  suspendue  dans  une  position  horizontale  par 
deux  fils'  verticaux  d^ égale  longueur  attachés  à  ses 
extrémités,  a  été  légèrement  dérangée  de  sa  position 
d'équilibre,  jdssigner  la  durée  des  petites  oscillations 
que  cette  tige  exécute^  en  restant  horizontale  et  conser- 
vant son  centre  de  grai^ité  sur  une  même  verticale.  Les 
fils  sont  assez  légers  pour  qu^on  puisse  négliger  leur 
inertie. 

Soient  m  la  masse  de  la  tige,  2 a  sa  longueur,  Q  l'angle 
qu'elle  fait  avec  sa  position  d'équilibre,  /  la  longueur  de 
chacun  des  fils. 

Pour  de  très-petîtes  oscillations,  on  peut  négliger  le 
déplacement  vertical  de  la  tige,  à  moins  que  le  rapport 


l5o  MÉCANIQUE    RATIONNELLE. 

-ne  soit  une  très-petiie  fraction,  ce  que  nous  ne  suppo- 
sons point.  II  en  résulte  que  la  tension  de  chaque  fil  est 
constamment  égale  à  —  ;  en  sorte  que  cette  tension,  es- 
timée suivant  une  horizontale  perpendiculaire  à  la  tige, 

a  pour  valeur 

m  g  aB 
~"T' 

Si  donc  on  observe  que  le  rayon  de  gi ration  de  la  lige 

autour  de  son  axe  de  rotation  est  —=  9  on  voit  que  les  os- 

cillations  sont  régies  par  Téquation 

a*  il^Q  me:  a 9 


ou,  simplement; 


L'intégration  donne,  en  désignant  par  a  la  plus  grande 
valeur  de  0, 

.     ^=¥<---)-      ■  ■ 

Il  en  résulte  que  la  durée  d^une  oscillation  est  exprimée 
par  l'intégrale 

Cette  durée  ne  dépend  point  de  la  longueur  de  la  barre  ^ 
elle  est  la  même  que  pour  un  pendule  simple  dont  la  lon- 
gueur serait  le  tiers  de  la  longueur  commune  des  deux 

fils. 

Lady  *  s  and  gentleman' s  Diary^   j84^,  p.  5i. 
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3.  Une  sphère  creuse^  homogène  et  remplie  de  liquide 
de  même  densité  que  la  paroi^  descend  sans  vitesse  ini- 
tiale sur  un  plan  incliné,  qid  exerce  assez  de  frottement 
pour  déterminer  la  sphère  à  rouler  sans  glisser.  Compa- 
rer le  temps  quelle  emploie  pour  parcourir  un  espace 
donné  à  celui  qu  emploierait  une  sphère  pleine^  de  même 
rayon  et  de  même  densité. 

Soient  : 

a  rinclinaison  du  plan  sur  l'horizon  \ 

m  la  masse  de  la  paroi  solide; 

a  son  rayon  extérieur  5 

h  son  rayon  de  giralion  autour  d'un  diamètre; 

m',  a\  h*  les  quantités  analogues  pour  la  sphère  li- 
quide \ 

X  l'espace  parcouru  par  le  centre  parallèlement  au 
plan  ; 

6  l'angle  dont  le  solide  a  tourné  autour  de  son  centre  -, 

F  la  force  de  frottement  qui  s'oppose  au  glissement; 

j!^  (/^  Y'  les  quantités  analogues  dans  le  cas  d'une 
sphère  pleine. 

Pendant  le  mouvement  de  la  sphère  creuse,  le  fluide  ne 
tourne  pas,  mais  ses  molécules  sont  toutes  transportées 
parallèlement  au  chemin  parcouru  par  le  centre  de  figure. 
n  en  résulte  que  les  équations  du  mouvement  de  l'enve- 
loppe sont  les  suivantes  : 

[m  -4-  m')  -—  =i[m  -f-  m')g  sina  —  F, 

./^  — =«F, 

desquelles  on  tire,  en  observant  que  6  =  -5 

[iwX''-h(OT  -h  m')  «']  -T-j-  =(/w  -+-  m')à^gs\noL, 
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L'intégrale  est  . 

Si  maintenant  on  considère  la  sphère  pleine,  on  a  les 
équations 

(/w-h/w')  -— -  =(//! -rf-/?i')g'sina  —  F'^ 


d'où 

dt 


D'après  ces  formules,  les  espaces  parcourus  par  les 
deux  mobiles  pendant  le  même  temps  sont  dans  le  rap- 
port 

X  _  mk'^-{-m' k'^^(m  -r^m')a^ 
^""  mk^  +  [m^  m')a^ 

Si  l'on  remplace  mk^  et  m! h'*  par  leurs  valeurs 
-  (m  -h  m!)  a*  —  -=  m'al^  et  ^  m' a",  puis  les  masses  par 
leurs  expressions  en  fonction  des  rayons,  et  que  l'on 
nomme  n  le  rapport  -7  du  rayon  extérieur  au  rayon  in- 
térieur, on  trouve 


x'        7/1» —  2 
Dans  le  cas  de  w=  2,  cette  formule  donne 


X  112 

x'  I  II 

Ladys  and  gentleman' s  Diary^  1842,  p.  5i. 
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4.  Une  sphère  pesante  et  homogène  est  posée  sans 
vitesse  initiale  sur  un  plan  incliné.  Déterminer  le  mou- 
ifement  quelle  prendra^  en  tenant  compte  du  frottement 
de  glissement  et  de  la  résistance  au  roulement. 

Soient  : 

m  la  masse  de  la  sphère  ; 

a  SOQ  rayon  \ 

k  son  rayon  de  gi ration; 

a  rinclinaison  du  plan  sur  Thorizon  ; 

fi  et  [i  les  coefficients  de  frottement  au  départ  et  pen- 
dant le  glissement;  ' 

V  et  v'  les  moments  du  couple  de  résistance  au  roule- 
ment pour  Tunité  de  pression  au  départ  et  pendant  le  rou- 
lement (voir p.  m). 

Nous  admettrons  que  fz'et  v'  sont  respectivement  un  peu 
moindres  que  u  et  v,  ce  qui  est  conforme  aux  observa- 
tions. 

Nommons  encore  a:  l'espace  parcouru  par  le  centre  de 
la  sphère,  et  0  Tangle  dont  elle  a  tourné  autour  du  dia- 
mètre parallèle  à  Phorizontale  du  plan. 

Quand  la  sphère  est  posée  sans  vitesse  sur  le  plan,  son 
poids  tend  à  la  faire  tourner  autour  du  point  de  contact, 
tandis  que  la  résistance  au  roulement  agit  en  sens  con- 
traire. Le  moment  du  poids  est  mga  sina;  le  moment  du 
couple  de  résistance  au  roulement  peut  prendre  toutes  les 
valeurs  inférieures  à  v  mg  cosa. 

Premier  cas.  —  Le  moment  du  couple  de  résistance 
au  roulement  pour  le  départ  est  supérieur  au  moment  du 
poids: 

tanç[a  <-• 
^  a 

Dans  ce  cas,  le  couple  de  résistance  au  roulement  fait 
équilibre  au  poids  autour  du  point  de  contact-,  la  sphère 
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ne  roule  pas  dans  le  premier  instant.  Elle  se  trouve  dans 
les  mêmes  circonstances  qu'un  corps  plat  couché  sur  le 
plan. 

1**  Si  tanga  est  inférieur  à  /x,  la  sphère  reste  immo* 
bile  (voir  1. 1,  p.  70). 

a*'  Si  tanga  est  supérieur  ,à  yi,  la  sphère  commence  à 
glisser  5  le  mouvement  de  son  centre  est  régi  par  l'équa- 
tion 

m  ^-T-Y  =  ntg sina  —  p' mg  cosa. 

Elle  ne  tournera  jamais  autour  de  son  centre,  et  par 
conséquent  elle  ne  roulera  point.  En  effet,  les  forces  qui  la 
sollicitent  à  tourner  sont,  d'une  part,  la  force  de  frotte* 
ment  dont  le  moment  autour  du  centre  est  ai^mg  cosa, 
d'autre  part  le  couple  de  résistance  au  roulement,  qui 
agit  en  sens  contraire  avec  un  moment  susceptible  de 
prendre  toutes  les  valeurs  inférieures  à  vnig cosa.  Or, 
dans  le  cas  où  nous  sommes,  ce  moment  vmg  cosa  est  su- 
périeur à  celui  de  la  force  de  frottement;  car  des  inéga- 
lités 

tanga  <  -> 

et 

tanga  >fx, 


il  suit  ^<^  ->  et  à  plus  forte  raison  (x'<[  -;  d'où 

a  II!  mg  cosa  <^  v  mg  cos  a. 

Le  couple  de  résistance  au  roulement  fera  donc  con-^ 
stamment  équilibre  autour  du  centre  à  la  force  de  frotte- 
ment développée  par  le  glissement.  La  position  du  mobile 
à  une  époque  quelconque  est  donnée  par  les  équations 

(1)  X  =  - (sina —p' cosa) /%     Ô  =  o. 
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Deuxième  cas,  —  Le  moment  du  couple  de  résistance 
au  roulement  pour  le  départ  est  inférieur  au  moment  du 
poids  autour  du  point  de  contact  : 

(2)  tanga>^. 

Au  premier  instant  le  couple  de  résistance  au  roulement 
n'est  plus  assez  puissant  pour  empêcher  directement  la 
sphère  de  rouler  en  vertu  de  son  poids.  Cependant  nous 
ne  sommes  pas  en  droit  de  conclure  que  le  roulement 
aura  toujours  lieu,  et  beaucoup  moins  qu'il  aura  lieu  sans 
glissement  simultané.  Car  en  considérant  le  mouvement 
de  la  sphère  autour  de  son  centre  de  gravité,  nous  voyons 
que  ce  mouvement  de  rotation,  nécessairement  dirigé 
dans  le  sens  de  la  descente,  ne  peut  avoir  lieu  qu'autant 
que  le  moment  du  couple  de  résistance  au  roulement 
)/mg  cosa,  est  inférieur  au  moment  de  la  réaction  tangen- 
tielle  de  frottement  relatif  au  centre  de  la  sphère.  D'ail- 
leurs cette  force  de  frottement  dépend  en  partie  du  roule- 
ment lui-même^  et  elle  ne  peut  en  aucun  cas  surpasser 
IJLmg  cosa;  delà  une  nouvelle  condition.  Le  calcul  de  la 
force  de  frottement  est  nécessaire  pour  distinguer  les  dif- 
férents cas. 

Supposons  donc  que  la  sphère  roule.  Nommons  F  la 
force  tangentielle  de  frottement  :  le  mouvement  de  son 
centre  de  gravité  et  le  mouvement  autour  de  ce  centre  se- 
ront représentés  par  les  deux  équations 


(3) 

d'x 
"^  dc^  = 

-mg 

sina  —  F, 

(4) 

dt^ 

«F 

—  y' mg  cosa. 

Si  le  roul( 

ement  a  Heu  sans 

glissement, 

xz=iaB^ 

d^x          d^B 
dt'  ''^  di^' 
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et  par  suite 

.            „        a^F  —  av'mg  C09a 
mgsina  —  F=  ^^ , 

d'où 

(5)  F= -^^  (A-»sina  +  av'cosa). 

i^  Celte  valeur  de  F  est  moindre  que  /x/wg-cosa,  ou, 
ce  qui  exprime  la  même  condition, 


tanga<^pt  -f- 


!(-■.)■ 


Alors  aussi  le  moment  du  couple  de  résistance  au  rou* 
lement  v^mgcoscc  est  inférieur  à  celui  de  la  réaction  lan- 
gentielle ,  car  en  substituant  la  valeur  (5)  de  F  dans  l'iné- 
galité 

v'/w^co8a<flF, 

et  faisant  les  réductions,  on  arrive  à 

tanga>>  -j 

ce  qui  est  exact  en  vertu  de  la  condition  (2),  puisque  v' 
est  moindre  que  v. 

On  voit  dès  lors  que  rien  ne  s'oppose  à  ce  que  la  sphère 
roule  sans  glisser. 

Les  équations  (3)  et  (4)  deviennent 


1 
Ht 


— ^  et  —  sont  positifs.  On  a  pour  une  époque  quel- 
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conque 


2  «*  H-  /•='  \  /i        y 


Remarquons  ici  que  la  résistance  au  roulement  ralen- 
tit la  descente  du  mobile  en  influant  sur  la  réaction  tan- 
gentielle^  bien  que  cette  résistance  ne  figure  pas  dans 
V équation  (Z)  du  moui^ement  du  centre. 

a^  On  a 

(6)  iang«>p  +  ^U-ij, 

c'est-à-dire  que  la  valeur  de  la  force  de  frottement  F, 
calculée  en  supposant  que  la  sphère  ne  glisse  point,  est 
impossible.  Il  s'ensuit  que  le  corps  ne  pourra  moins  faire 
que  de  glisser.  Alors  la  réaction  tangentielle,  on  le  sait, 
prend  nécessairement  la  valeur  yimgcosa. 

Si  le  moment  de  cette  force  de  frottement  relatif  au 
centre,  affmgcosa,  est  inférieur  au  moment  du  couple 
de  résistance  au  roulement,  ynig  cosa,  ou  si  l'on  a 

la  sphère  ne  pourra  pas  rouler  ;  elle  descendra  en  glissant 
sans  rouler,  comme  nous  Tavons  expliqué  au  premier 
cas  (a*').  Sa  position  sera  donnée  à  toute  époque  par  les 
équations  (i). 
Enfin,  si  Ton  a 

(7)  F'>J' 

le  roulement  et  le  glissement  auront  lieu  en  même  temps, 
le  rapport  des  accélérations  de  ces  deux  mouvements  si- 
multanés sera  tel,  que  la  réaction  tangentielle  de  frotte- 
ment ait  constamment  la  valeur  yi^mgcosa.  Calculons  ce 
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rapport.  Soit  ia  le  rapport  de  raccélération  du  centre  à 
raccélération  de  la  rotation.  Nous  avons 

Remplaçant  les  accélérations  par  leurs  valeurs  tirées  des 
équations  (  3  )  et  (  4  ) ,  il  vient 


d'où 


„       ià^  F  —  ia  v'  m  s  cos  a 
mgsmoL  —  F  = 7; — 2 , 


F  =  .  ,        ,,  (A:'  sina  -+-  iViv'  cosa). 


Cette  expression,  égalée  à  [ilmgcosa^  nous  donne 

Ge  nombre  i  est  évidemment  le  rapport  du  chemin  par- 
couru par  le  centre,  au  chemin  parcouru  dans  le  même 
temps  sur  la  surface  de  la  sphère  par  son  point  de  contact 
avec  le  plan.  Il  est  toujours  positif  et  plus  grand  que 

l'unité,  car  le  dénominateur  a'  ( /x' j  est  positif  (7), 

et,  d'après  l'inégalité  (6), 

^'(tanga  — p)>/ï'U— M, 
ou,  à  plus  forte  raison,  [J  étant  moindre  que  /ix. 


A-(tanga~fA')>a»^p'-^') 


en  sorte  que  le  numérateur  est  plus  grand  que  le  déno- 
minateur. 
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Le  mouvement  est  régi  par  F  équation 

m  -7--  •=:  mg  sin a  —  f*'  mg  cosa 

et  par  l'équation  (8). 

On  a  pour  une  époque  quelconque 

x=:-(sina — fA'cosa)/%     ^=zaix. 

Cette  expression  de  x  est  celle  que  nous  avons  obtenue  (i) 
dans  le  cas  où  le  corps  glisse  sans  rouler.  La  résistance 
au  roulement  rCa  donc  aucune  injluence  sur  la  vitesse 
du  centre^  dès  que  le  roulement  est  accompagné  d'un 
glissement,  quelque  petit  quil  soit. 

La  vitesse  du  centre  est  la  somme  d^une  vitesse  due 
au  glissement  et  d'une  vitesse  due  au  roulement.  Le  rap- 
port de  la  première  vitesse  composante  à  la  seconde  est 
i — I.  Ce  rapport  augmente  avec  Tinclinaison  du  plan 
sur  l'horizon  (9)  -,  il  devient  infini,  c'est-à-dire  qu'il  n'y 
a  plus  de  roulement^  quand  le  plan  devient  vertical. 

En  résumé,  si  les  trois  conditions 

sont  satisfaites,  la  sphère  roule  sans  glisser.  Si  les  deux 
premières  conditions  sont  seules  vérifiées,  la  sphère  roule 
et  glisse  en  même  temps.  Si  la  première  condition  seule 
est  satisfaite,  la  sphère  glisse  sans  rouler. 

Enfin,  si  la  première  condition  n'est  pas  satisfaite,  la 
sphère  se  comporte  comme  un  corps  plat  incapable  de 
rouler. 

Il  est  presque  inutile  d'ajouter  que  la  discussion  et  les 
formules  précédentes  se  rapportent  également  à  la  sphère, 
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au  cylindre  et  à   beaucoup  d^autres   corps.  Pour  une 

2  I 

sphère,  A*  =  ^  a*;  pour  un  cylindre  de  rayon  û,  A'  =  -a*. 

O  2 

5.  On  lance  une  sphère  homogène  le  long  d* un  plan 
incliné^  dans  une  direction  perpendiculaire  à  r horizon^ 
taie  du  plan,  en  même  temps  qu^on  lui  imprime  une  ro-- 
tation  de  même  sens  que  celle  qui  aurait  lieu  si  la  sphère 
roulait  sans  glisser^  mais  plus  rapide,  Déteiminer  le 
mou^ementj^  en  tenant  compte  du  frottement  de  glisse- 
ment. 

Soient  : 

a  Tinclinaison  du  plan  sur  Thorizon  ; 

m  la  masse  de  la  sphère  ; 

a  son  rayon  ; 

k  son  rayon  de  giration  autour  d'un  diamètre*, 

X  Tespace  que  son  centre  a  parcouru  parallèlement  au 
plan; 

9  l'angle  dont  la  sphère  a  tourné  autour  de  son  centre; 

ji  le  coefficient  de  frottement  entre  les  deux  surfaces  en 
contact,  pour  Tétat  de  glissement. 

Dans  les  premiers  instants,  le  mouvement  est  régi  par 
les  équations 

P—z=:  ^  liag COSûL. 

Si  Ton  nomme  c  et  ot)  les  valeurs  initiales  de  —  et  de  —  9 

de  di 

on  c4>tient,  pour  intégrales  premières  et  secondes^ 

dx  ,  .  .  d^  tias^  cosx 

—  =g(sma-\'licosa)t-hc,        —  z=  —  ^--^, 1,  -H«; 

'     /  •  \   ,  ^  tiag  COS2 

x  =  - gfsin a -i- Il coS(x)e^-h et,     ô  =  —  C_5.,^ — z^+w/.   . 
2  ai-' 
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Ces  formules  subsistent  tant  que  la  sphère  tourne  plus 
rapidement  que  si  elle  roulait  sans  glisser,  c'est-à-dîre 

tant  que  —  n'est  pas  devenu  égal  à  «  -^'  Or  cette  égalité 

a  lieu,  et  par  suite  le  glissement  cesse,  à  l'époque 

k^{atù  —  c) 

fAg' («^ -i- X-2)  cosa -f- ^A^' sina 

A  cette  époque  le  frottement  change  de  sens,  et  devient 
statique,  de  dynamique  qu'il  était.  Par  suite  (t.  I,  p.  69), 
le  coeflficient  de  frottement  prend  une  nouvelle  valeur 
plus  considérable  que  la  première  5  cette  valeur  peut 
même  être  telle,  que  tout  glissement  soit  désormais  im- 
possible. 

Supposons  d'abord  qu'il  en  soit  ainsi.  Alors,  en  dé- 
signant par  c\x\ô*  des  constantes  déterminées  par  le 
mouvement  antérieur  à  l'époque  t,  nous  aurons  depuis 
cette  époque,  de  la  même  manière  qu'au  problème  pré- 
cédent, 

a^gsina.    ,  . 


2(fl2-f- A-') 


«/f  sma      ,  ,  c    , 


2  (  a-  ■-{-  A'^)^  a 

Dans  cet  état^  la  force  de  frottement  qui  s'oppose  au 
glissement  a  toujours  la  même  valeur,  savoir 

F  = 7T  =       ,        ,      =  —, TT  mg  cosa. 

a     dt^  a}  +  k'  à"  -I-  k^     ^ 

Cette  valeur  montre  que  la  sphère  roulera  en  eflet  sans 

glisser,  si  le  coefficient  de  frottement  au  départ  est  égal 

,  .  ,  /-'  tanc^a 

ou  supérieur  a  -^ — ^  • 

Supposons,  en  second  lieu,  que  le  coefficient  de  frotte- 
ment au  départ  ne  soit  pas  assez  considérable  pour  em- 

11,     2«  ÉDIT.  I  I 
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pêcher   ia  sphère  de  glisser  de  suite  après  Tépoque  r, 

ce  qui  a  lieu  quand  ce  coefficient  est  inférieur  à  —^ — -^  • 

Alors  les  équations  qui  régissent  le  mouvement,  après 
l'époque  r,  sont  les  suivantes  : 

-^  =:g^sina  — pg^cosa, 

Une  double  intégration  donne 

^  =  -g{sinà  ^-  fACOSa)  (/  —  tf  -^  c'  [t  —  t)  -f-  x', 

les  constantes  c',  x'^  B'  ayant  ici  les  mêmes  expressions 
que  dans  le  cas  précédent.  Il  faut  observer  que  la  quan- 
tité sin  a  —  fx.cos  a  est  positive  ;  car  le  coefficient  de  frot- 
tement est  moindre  pendant  le  mouvement  qu'au  départ, 
et  au  départ  ce  coefficient  est  moindre  que  tanga. 

Dans  Tétat  qui  nous  occupe,  il  y  a  à  la  fois  glissement 
et  roulement.  Il  nous  est  facile  de  trouver  lespace  par- 
couru par  le  seul  effet  du  glissement. 

En  effet,  nommant  $  l'espace  parcouru  par  glissement, 
depuis  l'époque  t  jusqu'à  l'époque  r,  nous  avons 

dl       dx  dB  ,  ,/.  a'-hA^\ 

d'où 

l=z--g{t— rY  Isin  a  — ii.cosa—j^— y 
ËULKR,  Âcta  Jcad,  Pctrop.y  1781,  P.  II,  p.  i3i. 
6.    Un  cylindre  est  placé  horizontalement  sur  la  sur* 


Fig.  66. 
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/ace  concasfe  d'un  grand  cylindre  creux,  pareillement 
horizontal,  et  dans  lequel  une  fente,  pratiquée  suivant 
une  section  droite,  donne  passage  à  un  corps  solide  de 

forme  quelconque ^  inva- 
riablement lié  au  petit 
cylindre.  U ensemble  de 
ces  deux  derniers  corps 
forme  une  sorte  de  pen- 
dule composé.  On  pro- 
pose de  déterminer  la 
longueur  du  pendule  sim- 
ple qui  oscille  dans  le 
même  temps  que  ce  pen- 
dule composé^  en  ne  con- 
sidérant que  de  petites 
oscillations ,  et  admet- 
tant que  le  cylindre  intérieur  roule  sans  glisser  sur  le 
cylindre  concave. 

Considérons  la  section  faite  par  un  plan  perpendicu- 
laire aux  cylindres,  et  contenant  le  centre  de  gravité  G 
du  pendule  composé. 

Soient  O  et  C  les  centres  des  sections  du  cylindre 
creux  et  du  cylindre  mobile  ; 

OAX  un  rayon  vertical,  dirigé  dans  le  sens  de  la  pe- 
santeur, et  qui  sera  l'axe  des  x-^ 

OY  un  rayon  horizontal,  qui  sera  Taxe  des  y^ 

a:,  y  les  coordonnées  du  centre  de  gravité  G; 

e  l'angle  AOC-, 

(f  l'angle  que  CG  fait  avec  la  direction  de  la  pesanteur ^ 

£  le  point  de  la  section  du  petit  cylindre  qui  vient 
toucher  le  cylindre  extérieur  sur  Taxe  des  x,  quand  on 
fait  rouler  convenablement  le  premier  corps  -, 

P  l'angle  constant  ECG; 
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a  et  h  les  rayons  du  grand  el  du  petit  cylindre  5 

c  la  distance  CG; 

în  la  masse  du  pendule  5 

k  son  rayon  de  giration  autour  d'une  parallèle  aux  cy- 
lindres, menée  par  le  centre  de  gravité  5 

R  la  réaction  normale  du  grand  cylindre  sur  le  cylindre 
mobile; 

F  la  force  de  frottement  qui  s'oppose  au  glissement  du 
second  cylindre  sur  le  premier. 

Les  équations  rigoureuses  du  problème  sont,  pour  le 
mouvement  du  centre  de  gravité, 

m  -—  =  mg  —  R  cosô  —  F  sinô, 

m  — -  =  — Rsinô  -l-Fcosô, 

et  pour  la  rotation  autour  du  centre  de  gravité, 

wX^^— ^.— —  Rcsin(0  -i-(j>)-i-  F[ccos(9  H-<p)—  b]. 

Ruisque  nous  avons  en  vue  seulement  le  calcul  des  pe- 
tites oscillations,  nous  pouvons  négliger  les  termes  du 

second  degré  par  rapport  à  0,  y,  — ^  et  — -•  Ceci  réduit 

nos  équations  aux  suivantes  : 

d'^x 
m  —:^mg^K-¥Q, 

mk'  ^  rz=  —  Rc  (e  -4-  ?)  +  F  (c  —  6). 
di^  X  .  /  V 

Si  nous  éliminons  les  forces  inconnues  R  et  F  entre 
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ces  trois  équations,  il  vient,  au  même  degré  d'approxi- 


mation. 


Les  relations  géométriques 

y  ^r.[a  —  b)  sinQ  —  r  sincp 

nous  permettent  d'éliminer  encore  les  variables  /  et  0  de 
la  dernière  équation.  Nous  obtenons  ainsi  l'équation  li- 
néaire 


[/..+(c-6)']-ï  + 


^?ç         ^   -h  ûc  —  bc  g^b'^ 


cW  a  —  b       .^^        a  —  b 


=--  o. 


Faisant  disparaître  le  terme  tout  connu,  en  posant 

^^  t^^ac-bc-^^' 
il  vient  finalement  l'équation 

Elle  coïncide  avec  l'équation  qui  détermine  le  mou- 
vement d'un  pendule  simple  dont  l'angle  sur  la  verti- 
cale serait  ^{/,  et  dont    la    longueur    serait   égale    à   la 

fraction 

(a^b)[k^-^{c  —  bY] 
b""  -\-  ùc  —  bc 

Or  les  angles  ^  el  ^  ne  diffèrent  que  d'une  quantité  con- 
stante^ donc  la  fraction  précédente  mesure  la  longueur 
du  pendule  simple  qui  oscille  dans  le. même  temps  que  le 
pendule  donné. 

EuLER,  Acta  Acad,  Petrop.,  1780,  P.  II,  p.   164. 
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7.  Un  cylindre  homogène  est  placé  horizontalement 
sur  un  plan  incliné  parfaitement  uni.  Un  fil  sans  masse ^ 

p.    g  fix^  p^^  w/2e  de  ses  extrémités 

au  contour  du  cjlindre^  s'en- 
A.       ^ — ^  roule  sur  ce  corps  suivant  la 

\s^  \  /  \  section  droite  nui  contient  le 

^^\         y  centrée  de  gras^ité.,  et  s^ attache 

^x"  par  Vautre   extrémité  à   un 

^^>\  point  fixe  situé  dans  le  plan 

de  cette  section^  à  une  hau- 
teur, au-dessus  du  plan  incliné  y  égale  au  rayon  du 
cylindre.  Le  fil  étant  complètement  enroulé  ^  on  aban- 
donne  le  cylindre  à  son  poids,  Détermi/ier,  pour  une 
position  donnée,  la  tension  T  du  fil,  et  la  ^vitesse  as^ec 
laquelle  décroît  V angle  B  que  le  fil  Jait  a\^ec  le  plan 
incliné. 

Soient  a  le  rayon  du  cylindre,  m  sa  masse,  h  son  rayon 
de  giration  autour  de  Taxe  et  a  Finclinaison  du  plan. 
On  trouve 

dB^ 2g'flrsina(i  — sinô.)  sin^G 

Hi^  ~"      cos'0(«2-t-X2cos»0)      ' 

°  CO5  0  (fl2  -I-  /2cos^9)* 

EuLER,  Nova  Acta  Acad,  Petrop,^  lygS-ô,  p.  64* 

8.  Un  cylindre  homogène  est  couché  en  équilibre  sur 
un  plan  horizontal  indéfini.  Déterminer  le  mouv^ement 
que  prend  ce  corps,  lorsque  le  plan  vient  à  tourner 
uniformément  autour  de  la  ligne  de  contact  primitis^e, 
en  supposant  que  le  plan  mobUe  exerce  assez  de  frotte- 
ment  pour  empêcher  le  corps  de  glisser. 

Soient  w  la  vitesse  angulaire  du  plan,  a  le  rayon  du 
cylindre,  m  sa  masse,  h  son  rayon  de  giration  autour  de 
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Taxe,  X  le  chemin  parcouru  sur  le  plan  par  la  ligne  de 
contact. 

Tant  que  le  cylindre  reste  en  contact  avec  le  plan,  on  a 

et  la  pression  normale  qu^il  exerce  sur  le  plan  est 


^  gm  cos  w  ^  —  am  w' 


-\/3«. 


Le  cylindre  abandonne  le  plan  à  T instant  où  cette  pres- 
sion devient  nulle. 

9.  On  dépose  sur  un  plan  incliné  et  dépoli  une 
sphère  homogène,  animée^  autour  d'un  diamètre  hori^ 
zontalj  d'une  rotation  contraire  à  celle  qui  la  ferait 
rouler  en  bas  du  plan.  Déterminer  le  moui^ement  de  la 
sphère,  en  supposant  le  cofjficient  de  f flottement,  pour 
l'état  de  glissement^  égal  à  la  tangente  de  VincUnai^ 
son  du  plan. 

Conservant  la  notation  du  problème  5,  et  posant 

fA  z=i  tanga, 

on  arrive  aux  conclusions  suivantes. 
Jusqu'à  l'époque 


\i.ag  cos» 


: : 9 


le  centre  de  la  sphère  reste  immobile,  bien  que  le  corps 
tourne  sur  lui-même  avec  une  vitesse  donnée  par  la  for- 
mule 

f/Ô  a  g  sin  a 


dt  ""  X^ 


/-i- w. 
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dans  un  plan  horizontal  autour  de  l'un  de  ses  points  qui 
est  fixe.  Les  points  matériels  étant  placés  à  des  distances 
connues  du  centre  de  rotation,  on  imprime  au  tube  une 
vitesse  angulaire  donnée.  Déterminer  le  mous^ement  du 
tube  et  des  points  matériels. 

Soient  M  la  masse  du  tube,  k  son  rayon  de  giration  au- 
tour de  Taxe  de  rotation,  0  l'angle  dont  le  tube  a  tourné, 
iù  la  vitesse  angulaire  imprimée;  m,  m',  m",  etc.,  les 
masses  des  points  matériels;  r,  /,  r'^,  etc.,  leurs  distances 
à  Taxe  de  rotation;  a,  a,  a",  etc.^  les  valeurs  initiales  de 
ces  mêmes  distances. 

On  trouve 


r         r  r 


d^  MX^-i-  /wfl'-f-  m'  a'^-\-, . 


:  &) 


M  /•'  -f-  ^  {/wfl'  H-  /w'  a' »  -h  .  .  .  ) 


a' 


dt^  ^  '  /•' 

M^2 -f- -- (/wrt»-h  m' û'2  H-. . .) 

Si  Ton  faisait  abstraction  de  la  masse  du  tube>  on  aurait 

a  -a' a" 

r        /•'       r"       *  '  *  ' 

—  i=-r-  :=  — 7-=.  .  .3=1  -hw'r'. 
à"        a"        a"^ 

Daniel  Bernoulli,  Méin,  de  V  Acad,  des  Sciences  de  Berlitiy 

1745,  p.  63. 

SECTIOP^  m. 

MOUVEMENT  QUEJ.CONQUE    d'uN    CORPS    SOLIDE. 

Le  mouvement  le  plus  général  d'un  corps  solide  peut 
se  décomposer  en  une  translation  d'iui  point  in  varia- 
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blement  lîé  avec  le  corps,  et  en  une  rotation  du  corps  au- 
tour de  ce  point.  Pour  déterminer  cette  rotation,  on 
peut  considérer  le  point  autour  duquel  elle  s'effectue, 
comme  maintenu  fixe  dans  l'espace,  pourvu  que  Ton  ajoute 
à  chaque  molécule  une  nouvelle  fone  accélératrice,  égale 
et  contraire  à  celle  qui  sollicite  réellement  le  point  pris 
pour  centre  de  la  rotation.  Il  y  a  grand  avantage  à  prendre 
le  centre  de  gravité  pour  le  centre  de  la  rotation  ;  car  le 
mouvement  de  ce  point  est  celui  qui  aurait  lieu  si  toute 
la  masse  et  toutes  les  forces  accélératrices  y  étaient  réu- 
nies, et  de  plus  la  rotation  autour  de  ce  point,  supposé 
fixe,  s'obtient  sans  ajouter  de  nouvelles  forces  accéléra- 
trices. 

Nous  savons  déjà  résoudre  la  première  partie  du  pro- 
blème, où  il  s'agit  de  déterminer  le  mouvement  du  centre 
de  gravité.  Il  reste  à  nous  occuper  de  la  seconde  partie, 
c'est-à-dire  de  la  rotation  d'un  corps  solide  autour  d'un 
point  fixe. 

Pendant  cette  rotation,  il  existe  à  chaque  instant  une 
droite  fixe  dans  le  corps  et  dans  l'espace.  Cette  droite 
est  l'axe  instantané  de  rotation.  Elle  change  généralement 
de  position  dans  le  corps  et  dans  l'espace  d'un  instant  à 
un  autre,  et  décrit  ainsi  deux  cônes,  dont  l'un  est  fixe  dans 
le  corps,  et  l'autre  fixe  dans  l'espace.  Par  l'effet  de  la 
rotation,  le  premier  cône  roule  sur  le  second  sans  glisser  5 
la  génératrice  de  contact  est  à  chaque  instant  l'axe  instan- 
tané de  rotation.  Il  n'est  qu'un  seul  cas  où  ces  deux 
cônes  puissent  se  réduire  à  des  droites,  et  l'axe  instantané 
être  fixe  5  c'est  le  cas  où,  le  corps  ayant  commencé  à  tour- 
ner autour  d'un  axe  principal  d'inertie  relatif  au  point 
fixe,  le  couple  accélérateur  est  dans  un  plan  perpendicu- 
laire à  cet  axe. 

Nous  représenterons  les  vitesses  de  rotation  par  des 
droites  proportionnelles,  les  couples  par  des  droites  pro- 
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portîonnelles  à  leurs  moments  et  perpendiculaires  à  leurs 
plans.  Ces  droites  seront  dirigées  de  manière  qu'un  ob- 
servateur dont  les  pieds  seraient  au  point  fixe,  et  qui  serait 
couché  sur  la  droite,  verrait  le  corps  tourner  devant  lui 
de  gauche  à  droite  (*)  par  l'eflet  de  la  rotation  ou  du 
couple.  On  sait  que  ces  droites  se  composeront  suivant  la 
loi  du  parallélogramme,  comme  si  elles  représentaient 
des  forces. 

Nous  conviendrons  encore  que  les  rotations  sur  les  plans 
coordonnés  seront  positives  de  l'axe  des  x  vers  Taxe 
desj^,  de  Taxe  des  j^  vers  Taxe  des  z  et  de  Taxe  des  z  vers 
Taxe  des  x. 

Soient  O  le  point  fixe,  qui  peut  être  l'un  quelconque 
des  points  du  corps  5 

OX,  OY,  OZ  trois  axes  rectangulaires  fixes  -, 

0X1,  OYi,  OZi  les  axes  principaux  d'inertie  du  corps 
relatifs  au  point  O  5 

A,  B,  C  les  moments  d'inertie  principaux  autour  de 
ces  axes  5 

0  l'angle  de  OZ  avec  OZj,  angle  qui  sera  toujours  com- 
pris entre  o  et  t:  5 

ON  celle  des  deux  directions  opposées  de  la  trace  du 
plan  XiOYi  sur  le  plan  XOY  pour  laquelle  la  rotation  0 
de  OZ  vers  OZj  est  positive; 

(j>  et  ^  les  angles  que  fait  la  trace  ON  avec  les  droites 
0X1  et  OX,  ces  angles  étant  comptés  positifs  dans  le  sens 
direct,  le  premier  à  partir  de  la  trace,  le  second  à  partir 
de  0X5 

cù  la  vitesse  angulaire,  ou  la  vitesse  de  rotation  autour 
de  l'axe  instantané; 


(*)  Cet  usage,  qui  a  prévalu  dans  les  Traites  de  Mécanique,  est  con- 
traire aux  cooYcntions  adoptées  dans  les  ouvrages  d'Astronomie. 
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p^  q^  r  les  composantes  de  la  vitesse  de  rotation  o)  sui- 
vant les  axes  OXi,  OYi,  OZ^  ; 

L,  M,  N  les  sommes  des  moments  des  forces  motrices 
autour  des  mêmes  axes,  exprimées  en  fonction  de  ô,  ç,  ^, 

Les  vitesses  angulaires  /?,  ç,  /•  et  la  position  (0,  y,  ^) 
des  axes  mobiles  sont  déterminées  par  les  six  équations 
simultanées 

A^+(C-B)7rz=L, 

(I)  {  B^-f-(A-C)r/.r.M, 

amô  smtp  — -  -f-  cos^  —  --/?, 

}  .  r/>I;  .         dQ 

(II)  ;  sinôcosgp--^  —  sm©  — - --ûT, 

I  r/>L        do 

f    COSÔ-p-  H-  — î-r-  r. 

\  dt         dt 

Ces  équations,  données  par  Euler,  renferment  toute  la  so- 
lution du  problème.  On  ne  sait  les  intégrer  que  dans  un 
petit  nombre  de  cas  particuliers  ;  encore,  dans  ces  cas, 
l'intégration  conduit-elle  à  des  quadratures  que  Ton  ne 
peut  effectuer  en  quantités  finies. 

Le  problème  de  la  rotation  des  corps  est  un  de  ceux 
qui  ont  le  plus  exercé  les  gieomètrcs  par  les  difficultés 
qu'il  présente.  Le  premier  travail  important  sur  ce  sujet 
fut  publié  par  d'Alemberl  en  1749?  dans  ses  Recherches 
sur  ta  précession  des  équinoxes.  Un  an  plus  tard,  Euler 
donna  son  Mémoire  intitulé  :  Découi^erte  d'un  noui^eau 
principe  de  Mécanique  ('*'),  dans  lequel  il  traite  le  pro- 


(  * }  Mémoires  de  VAcadéme  des  Sciences  de  Berlin,  1 750,  p .  i85. 
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porlioniielles  à  leurs  inomenls  cl 
plans.  Ces  droilcs  seront  dirîgéc^=5 
servaleur  dont  les  pieds  seraient  at  "^^ 
couché  sur  la  droite,  verrait  le  cc^  ^- 
de  gauche  à  droite  {*)  par  reiî'el^ 
couple.  On  sait  que  ces  droites  se  c: 
loi  du   parallélogramme,  comme 
des  forces. 

Nous  conviendrons  encore  qu'  '  - 

coordonnés  seront  positives  ' 
desy,  de  Taxe  des  j^  vers  IV  -' 
l'axe  des  x. 

Soient  O  le  point  fixf 
des  points  du  corps; 

OX,  OY,  OZ  trois 

0X1,  OY,,OZiT 
relatifs  au  point  ^ 

A,  B,  C  les  '  un  sol 

ces  axes  5       •  our  cCuii  p*^ 

0  l'angle  d 
pris  entre  ^  ^ueront  à  tout  solide  d 

ON  ce'  incipaux  autour  du  poiui 

plan  X  et  dont  le  centre  de  gravité  sçi 

de  OZ  ^xe  principal  d'inertie. 

î  '  ^  conserverons  la  notation  adoptée  da 
Oy  «jiî»'^*  ^'^'^^  OZ  sera  dirigé  en  sens  coi 
^   bailleur,  et  l'axe  OZ,  suivant  le  demi-axe  ( 

jjji  fait  un  angle  aigd  avec  OZ  au  comme 

gouvernent.  Le  centre  de  gravité  du  corps 

(*  )  spécimen  ihfioriœ  turbinum  ;  Halle,  1765. 

(**)   Mémoires  de  l' Académie  des  Sciences  de  Berlin,  in] 

(*'*)  Opuscules  mnthématitfues,  1. 1  ;  1761. 

{**■'*  )  Voir  le  Journal  de  M.  Liouville,  t.  XVI,  p.  9  el 


/ 


-    "^     'V  --"^*'- ûe  plus    „  '7^ 

V,    •  «ion OZ,.       *""''««  étant 


i>  , 


„entfe  ^  ^  *     J  *""«  considère  r^^ 
force»  ^^^^,1  >  appliquons  diVer,. 
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blême  de  la  rotation  des  corps  sous  le  point  de  vue  le  plus 
général.  Mais  il  manquait  à  ces  géomètres  une  connais- 
sance de  la  plus  haute  importance  dans  cette  théorie,  nous 
voulons  parler  des  trois  axes  principaux  d'inertie  et  de 
leur  propriété  d'être  axes  permanents  de  rotation.  Un 
professeur  de  Gœttingue,  Segner,  fit  celte  découverte  (*). 
Euler(**),  puis  d'Alembert  (***)  en  profilèrent  bientôt 
pour  simplifier  leurs  formules.  Enfin  Euler  mil  au  jour 
son  bel  ouvrage  :  Tlicoria  motus  corporum  solido- 
mm  (  1 767) ,  qui  fut  regardé  comme  étant  à  peu  près  le  der- 
nier mot  de  la  science  sur  cette  matière,  jusqu'en  l'année 
1834,  où  M.  Poinsol présenta  à  l'Académie  des  Sciences 
sa  Nouvelle  Théorie  de  la  rotation  des  corps  (****), 
Dans  cette  théorie,  le  problème  est  traité  d'une  manière 
synthétique  et  figurée,  qui  jette  une  vive  lumière  sur  plu- 
sieurs points  restés  jusqu'alors  cachés  sous  la  complica- 
tion des  formules. 

1.  Déterminer  le  mouvement  d'un  solide  de  réi^olu- 
tion,  pesant  et  homogène ,  autour  d^un  point  fixe  situé 
sur  son  axe  défigure. 

Nos  calculs  s'appliqueront  à  tout  solide  dont  deux  mo- 
ments d'inertie  principaux  autour  du  point  fixe  auront 
même  valeur,  et  dont  le  centre  de  gravité  sçra  situé  sur  le 
troisième  axe  principal  d'inertie. 

Nous  conserverons  la  notation  adoptée  dans  les  préli- 
minaires. L'axe  OZ  sera  dirigé  en  sens  contraire  de  la 
pesanteur,  et  l'axe  OZi  suivant  le  demi-axe  de  révolution 
qui  fait  un  angle  aigii  avec  OZ  au  commencement  du 
mouvement.  Le  centre  de  gravité  du  corps  sera  évidem- 


(*)  spécimen  thforias  turhinum ;  Halje,  1755. 

(*•)  Mémoires  de  V Académie  des  Sciences  de  Berlin,  1758,  p.   i54. 

C"*)  Opuscules  mathématiques,  t.  I  ;  1761. 

(****)  Voir  le  Journal  de  M.  Liouville,  t.  XVI,  p.  9  et  289;  i85i. 


DYNAMIQUE.  1^5 

ment  situé  sur  Taxe  OZi.  De  plus,  nou»  nommerons  m 
la  masse  du  corps,  a"  el  b"  les  cosinus  des  angles  que  les 
axes  OXi  et  OYi  font  avec  l'axe  OZ,  et  /  la  distance  du 
centre  de  gravité  G  au  point  fixe,  cette  distance  étant 
comptée  positive  dans  la  direction  OZi . 

Fiç.  68. 

/ 


\ 


Le  corps  peut  être  considéré  comme  sollicité  par  une 
force  unique,  égale  et  parallèle  à  son  poids,  appliquée 
au  centre  de  gravité.  Le  moment  des  forces  appliquées 
relatif  à  Taxe  de  figure  est  nul;  comme  d'ailleurs 
A  =  B,  il  en  résulte  (équations  I)  que  la  vitesse  de  rota- 
tion r  autour  de  Taxe  de  figure  est  constante. 

Soit 


Ceci  posé,  appliquons  directement  les  principes  des 
forces  vives  et  des  aires.  Ces  principes  nous  fourniront 
deux  intégrales  premières,  qui  seront  suffisantes  pour 
ramener  le  problème  aux  quadratures. 

Il  est  aisé  de  voir  qu'un  point  du  corps,  dont  les  coor- 
données relatives  aux  axes  OXi,  OYj,  OZi  sont  x^^  ji^ 
Zi,  a  pour  composantes  de  sa  vitesse,  suivant  les  direc- 
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tioDS  déterminées  que  possèdent  les  mêmes  a^es  à  l'instant 
considéré, 

Il  s'ensuit  que  la  somme  des  forces  vives  est 


/' 


[(S'^i  — Ti)'-»-  [rx,'-pz,Y-^[py,  —  qx,)^\dm 

Egalant  celte  somme  au  double  du  travail  de  la  force, 
et  désignant  par  0o  la  valeur  initiale  de  0,  on  obtient  l'in- 
tégrale 

(i)     A  (/?^  H-  q"^)  +  C/î^  =  2/7/g'/(cos0o  —  cosô)  H-  const.  - 

Puisque  les  forces  appliquées  ont  un  moment  nul  au- 
tour de  l'axe  OZ,  le  principe  des  aires  est  applicable  en 
prenant  le  plan  XOY  pour  plan  de  projection.  Or  la 
somme  des  produits  de  la  masse  de  chaque  molécule  du 
corps  et  de  l'aire  décrite  par  cette  molécule  pendant  l'in- 
stant infmiment  petit  dt^  en  vertu  de  la  rotation  autour 
d'un  axe  quelconque,  l'axe  OXj,  par  exemple,  est  égale 
au  produit  de  la  moitié  du  moment  d'inertie  A  relatif 
à  cet  axe  par  l'angle  pdt  décrit  autour  de  cet  axe;  et  la 
somme  des  projections  de  ces  aires  sur  le  plan  XOY  est 
égale  à  la  somme  des  aires  multipliée  par  le  cosinus  de 
l'angle  que  fait  l'axe  OXj  avec  l'axe  OZ5  sa  valeur  est 

donc  -  kpa"dt.  D'après  cela,  on  a  l'équation 

(2)  A  [pa"  -^  qh")  -h  C/i  cosÔ  =  const. 

A  l'aide  des  relations  (II),  et  des  valeurs 
«"=:  sinô  sin^,     ^"  itt:  sinôcosy, 
il  est  facile  d'exprimer  les  relations  (i)  et  (2)  par  les 


DYNAMIQUE.  177 

seules  variables  (|;,  6.  On  trouve  d'abord 
^  di^       de" 

et,  par  suite,  on  a  les  équations  transformées 

/   .  ^^^'  f/0'\ 

(3)  A  I  sm'0  -^  ^-  -77  )  ==?''wg'/(cos0«— cos0)--C/?'-f-const., 

(4)  Asin2ô-~  =  —  C/icosO  +  const. 

Éliminant  —  »  on  obtiendra  une  équation  de  la  forme 
fit=/{ô)dô, 

qui  fera  connaître  6  en  fonction  de  t  par  une  quadrature. 
Reportant  cette  valeur  dans  l'équation  (4),  on  aura  cp  en 
fonction  de  t  par  une  seconde  quadrature.  Enfin  la  der- 
nière équation  (II)  fera  connaître  (y  en  fonction  de  t^  et 
le  problème  sera  résolu.  Toutes  les  intégrales  se  rédui- 
ront aux  fonctions  elliptiques. 

Supposons,  en  particulier ,  que  le  mouvement  initial 
soit  une  simple  rotation  autour  de  Taxe  de  figure,  en  sorte 

que  les  valeurs  initiales  de  ^  et  de  —  soient  nulles. 

Les  équations  (3)  et  (4)  se  réduisent  alors  aux  sui- 
vantes : 

/  rfil»        dQ^\ 

(5)  ^y^^'^dr'^'d?)  —^""S^i^^^^^  —  ^^^^)^ 

d-h 

(6)  Asin»0  -j-z=zCn  (cosôp  —  cosô). 

La  première  de  ces  équations  montre  que  Ton  a  constam- 
ment ô>  00  si  /  est  positif,  et  9  <  6«  si  /  est  négatif.  Ainsi, 

II.    2«  ÉDIT.  I  2 
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rinclinaison  de  Taxe  de  figure  sur  la  verticale  est  constam- 
ment supérieure  ou  constamment  inférieure  à  rinclinaison 
initiale,  suivant  que  le  centre  de  gravité  est  au-dessus  ou 
au-dessous  du  point  fixe  dans  Tétat  initial.  On  voit  encore, 

par  la  seconde  équation,  que  la  vitesse  —  >  avec  laquelle 

tourne  la  trace  ON  de  l'équateur  XiOYj  sur  le  plan  fixé 
XOY,  est  de  même  signe  que  la  vitesse  de  rotation  n  si 
O^-floî  et  àe  signe  contraire  si  6<[9o'  Empruntant  les 
termes  de  la  mécanique  céleste,  nous  dirons  que  le  mou- 

\fement  de  précession ^  dont  -~  mesure  la  vitesse,  est 

de  même  sens  que  le  mouvement  de  rotation  autour  de 
Vaxe  défigure^  ou  bien  de  sens  contraire ^  suivant  que 
le  centre  de  gravité  est  au-dessus  ou  au-dessous  du  point 
fixe  au  commencement  du  mouvement. 

Éliminant  —  entre  les  équations  (5)  et  (6),  il  vient 
{n)dt= 

_!_     A                  .vf        .      C»«»(cos0o  — coson 
±:  y/ (cos9.  ^  COS9)  ]^mgl '-]^^^^ '  \ 

Pour  nous  fixer,  supposons  /  positif.  Alors  le  second 
facteur  du  radical  est  positif  au  commencement  du  mou- 
vement, qnand  0  =  6o>  par  suite,  le  premier  facteur  doit 
aussi  être  positif,  c'est-à-dire  que  0  doit  commencer  par 
croître.  Il  en  résulte  qu'il  faut  prendre  d'abord  le  radical 

avec  le  signe  4-.  La  dérivée  —étant  une  fonction  conti- 
nue de  9,  le  radical  qui  la  représente  ne  pourra  changer  de 
signe  qu'en  s'annulant.  On  doit  donc  garder  le  signe  -+-, 
tant  que  Q  n'aura  pas  atteint,  en  croissant,  une  valeur  qui 
annule  le  second  facteur  du  radical.  Or  il  existe  toujours 
une  valeur  de  l'angle  0,  supérieure  à  do?  qui  annule  le 
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facteur  en  question;  car  ce  facteur  prend  des  signes  con- 
traires, quand  on  y  pose  successivement  0  =  60  et  6  =  tt. 
Soit  9i  cette  valeur. 

Le  temps  T,  nécessaire  pour  que  0  atteigne  la  valeur  0, , 
est  donné  par  l'intégrale 

sfÂdB 


1  = 


i/(cosOo— cosô) 


—  cosô)     tinigl i r 


Ce  temps  est  fini,  bien  que  l'élément  de  l'intégrale  de- 
vienne infini  aux  deux  limites.  En  effet,  posant 

cosô  =  5,       COSÔpi^J.,       cosô,  =:J, , 

on  a 

Ads 


^=  f"i= 


][^mglA[i-5^)^On^[s.-s)] 


Or,  le  facteur  du  second  degré  en  s  qui  est  sous  le  ra- 
dical prenant  le  signe  —  pour  5  =  db  i ,  et  le  signe  4- 
pour  s  =  5o,  il  s'ensuit  que  s^  est  une  racine  simple  de 
ce  facteur  égalé  à  zéro,  et  que  par  suite  les  facteurs  s  —  5o 

et  5i  —  s  n'entrent  sous  le  signe  1  qu'à  la  puissance • 

Mais,  généralement,  f  [s)  étant  une  fonction  continue 
dans  le  voisinage  de  5  =  a,  et  e  étant  un  infiniment  petit 

pour  6  =  0,  n'est  point  infinie  -,  car  cette  quantité  peut 
s'écrire 

f(a)\\m,   I  =  -/(a)lim.  (  y*  —  /i  )         =0. 

Ja  ^s  —  a'^  \  Ja 

Il  en  résulte  que  6  atteindra  la  valeur  6^ . 
D* après  ce  que  nous  venons  de  dire,  s^  est  la  plus  petite 
racine  du  trinôme  de  second  degré  qui  forme  le  second 

12. 
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facteur  sous  le  radical,  ^o  est'plus  grand  que  5i,  et,  à  cause 
du  coefficient  négatif  du  terme  en  5*,  le  trinôme  est  po- 
sitif pour  toute  valeur  de  s  comprise  entre  Si  et  5©,  et  né- 
gatif pour  toute  valeur  moindre  que  5i.  D'ailleurs  le 
premier  facteur  Sq  —  s  est  positif  pour  toute  valeur 
moindre  que  Sq,  La  quantité  comprise  sous  le  radical  de- 
viendrait donc  négative,  si  s  prenait  une  valeur  inférieure 
à  ^1,  et  cela  ne  peut  pas  être.  Donc  il  faut  que  l'angle  9  di- 
minue à  rinstant  où  il  est  arrivé  à  la  valeur  di .  Dans  cette 
seconde  période,  le  radical  doit  être  pris  avec  le  signe  —  ; 
Tinclinaison  0  diminue  jusqu'à  la  valeur  do9  dans  le  même 
temps  T  qu'elle  a  mis  à  croître  de  Oq  k  6^-^  puis  le  mou- 
vement recommence  de  la  même  manière/ L'axe  exécute 
ainsi  des  oscillations  isochrones  dans  le  plan  mobile  ZOZi . 

Le  plan  vertical  ZOZj,  qui  contient  l'axe  de  révolu- 
tion, ne  tourne  pas  uniformément;  mais  son  mouvement 
est  parfaitement  identique  pendant  chacune  des  demi- 
oscillations  de  l'axe.  Car  la  trace  ON  de  Téquateur  étant 
constamment  perpendiculaire  aux  deux  droites  OZ,  OZj, 
son  mouvement  de  rotation  est  le  même  que  celui  du 
plan  ZOZ|  5  et,  d'après  l'équation  (6),  la  vitesse  de  rota- 
tion de  cette  trace,  ou  -^»  ne  dépend  que  de  l'angle  9. 

La  vitesse  angulaire  totale. 


est  un  minimum  lorsque  p  et  g  sont  nuls,  ce  qui  a  lieu 
quand  0  =  6oî  c'est-à-dire  quand  Taxe  OZj  est  le  plus 
rapproché  de  la  verticale  OZ. 

La    même   vitesse    o)   est   un    maximum,    lorsque   la 
somme 

P^  -h  <7'     ou     sin^ô— ^  -f-  —     ou     nmgl (cosBo  —  cosô) 
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est  elle-même  un  maximum,  c'est-à-dire  quand  Taxe  est 
le  plus  écarté  de  la  verticale. 

Considérant  le  mouvement  de  la  projection  du  centre 
de  gravité  sur  le  plan  horizontal  XOY,  on  voit  que  cette 
projection  reste  toujours  comprise  entre  deux  circonfé- 
rences, décrites  du  point  fixe  comme  centre,  avec  les 
rayons  /sin9o  et  IsinOi,  Elle  décrit,  toujours  dans  le 
même  sens,  une  courbe  formant  une  sorte  de  rosace,  dont 
les  feuilles  s'implantent  sur  la  circonférence  de  rayon 
/sin0o9  et  se  terminent  sur  la  circonférence  de  rayon 
/sin0i.  En  suivant  la  marche  du  rayon  vecteur,  ou  re- 
connaît facilement  que  celte  courbe  est  tangente  à  la 
seconde  circonférence,  et  normale  à  la  première.   En 

iY»       1     1/  •    /     j  d.i sïnQ         ,       ^dB 

effet,  la  dérivée  du  rayon  vecteur,  — - —  ou  /cos0  — > 

est  nulle  pour  6  =  61,  et  la  vitesse  angulaire  de  ce  rayon, 

d-^ C/2(cosdo  —  cosô) 

'dF~~  Asin'9  ' 

n'est  point  nulle  pour  6  =  Ôj  ;  en  sorte  que  le  rapport  de 
l'accroissement  du  rayon  vecteur  à  celui  de  l'angle  décrit, 

ou  ----7-. —  »  s'annule  sur  la  circonférence  dont  le  rayon 

est  /sindj.  Il  s'ensuit  que  la  courbe  est  tangente  à  cette 
circonférence.  On  verrait  de  même  que  ce  rapport  de- 
vient infini  sur  la  circonférence  dont  le  rayon  est  /  sin^o  ; 
par  conséquent,  la  courbe  est  normale  à  cette  seconde 
circonférence. 

Si  la  distance  /  était  négative,  les  résultats  seraient 
les  mêmes,  sauf  que  l'angle  6^  serait  plus  petit  que 
l'angle  6^. 

A  l'inspection  du  binôme 

•    ,       C»/i'(cosÔ,  —  cosô) 

imgl .    .  »^ 

^  Asm^e 
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qni,  égalé  à  zéro,  a  pour  racine  6  =  0i,  on  voit  que,  si 
la  vitesse  angulaire  initiale  n  est  très-grande,  ou  bien 

si  le  rapport  est  très-petit,  un  petit  accroissement 

donné  à  Q  depuis  la  valeur  do  rendra  le  second  terme 
égal  au  premier  en  valeur  numérique,  la  racine  Ox  sera 
très-peu  diflférente  de  Ôo?  et,  par  conséquent,  l'inclinai- 
son de  Taxe  sur  la  verticale  variera  très-peu.  Dans  ce 
cas,  les  intégrations  pourront  s'effectuer  par  approxima- 
tion. 

Cas  particulier  où  r inclinaison  de  l'axe  varie  très- 
peu.  —  Soit 

0  =  ôo  -f-  w. 

u  sera  un  petit  angle;  on  négligera  son  carré. 
Portant  cette  valeur  dans  la  formule  (7),  et  observant 
que  Ton  a,  au  degré  d'approximation  voulu, 

.    ^  cosôo  —  cosô  u 

cosOo  —  cosO  =  asmOo     et     ;-— =  -r-r-  » 

sm'd  $mO« 

il  vient 

Adu 

dt= 

±  ^a[imglk sinôo  —  On}u) 

Soient  encore,  pour  abréger, 

wslk  sinôo  C/i 

-L_.=«.     et     -  =  /. 

L'équation  devient 

du 


kdt  = 


db^u(iUi  —  u) 
Son  intégrale  est 


I    ,                      Ut  —  u 
•nzkt=z  arc  ces ? 


sans  constante,  car  u  est  nul  à  l'origine  du  mouvement. 


cos  kt. 
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Si  l'on  pose 

cette  intégrale  pourra  s'écrire 

6  =  0'  —  «,  cosXy. 

L'ëquation   (6)   devient,  au  même   degré  d'approxi- 
mation, 

d"^ ku    kui  kuy 

dt  ~'  sin  Ôo  ~  sin  0o        sîq  0, 
On  en  tire 

iL  r=  const  +  -T—r- 1 :— -  sm//, 

sm  Oo         sm  9o 

ou  bien,  en  négligeant  u\^  qui  est  de  même  ordre  de 
grandeur  que  a*, 

4»  z=  const  H-  -;— -;  r ;— -  siïikt. 

smô'         smô' 

En6n  la  dernière  équation  (II)  donne 

dif  d-^ 

-r-  =:/!  —  cosô'—-: 
dt  dt  ' 

d'où 

^  =r  const  -+-  «/  —  COS0'.^p, 

f  =  const  +  (/i  —  Att,  cotO')^  +  a,  cotô'  sin^r. 

Le  mouvement  de  l'axe  est  susceptible  d'une  représen- 
tation géométrique  assez  simple.  Imaginons  un  axe,  pour 

lequel  on  aurai t  constamment  6 =0',  et  it  =  const  ^-  -7-77 <. 
^  ^  sin  9' 

Cet  axe  fictif  décrira  autour  de  la  verticale  un  cône  cir- 
culaire, d'un  mouvement  uniforme,  tandis  que  l'axe  vrai 
tournera  autour  de  cet  axe  fictif,  avec  un  mouvement  re- 
latif représenté  par  les  termes  périodiques 

—  a,  cosA-r     et 7—77  smA-r, 

sin  0' 

qui  doivent  être  ajoutés  respectivement  aux  valeurs  de  Ô 
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et  de  ^  relatives  au  premier  axe.  Ces  termes  étant  très- 
petits  et  périodiques,  il  en  résulte  que  Taxe  fictif  peut 
être  considéré  comme  occupant,  à  chaque  instant,  une 
sorte  de  position  moyenne  entre  les  positions  successives 
que  prend  l'axe  vrai  aux  environs  de  l'époque  considérée. 
Décrivons  une  sphère  du  point  fixe  comme  centre,  avec 
un  rayon  égal  à  l'unité.  Considérons  les  points  où  l'axe 
vrai  et  l'axe  moyen  percent  cette  surface,  et  nommons  ces 
points  le  pôle  vrai  et  le  pôle  moyen.  Nous  verrons  sans 
peine  que  le  pôle  vrai  décrit  autour  du  pôle  moyeiiy 
supposé  fixe  y  un  petit  cercle^  dont  le  rayon  sphérique 
est  égal  à  «i  en  valeur  absolue.  Ce  mouv^ement  circu- 
laire  est  toujours  uniforme.  Il  est  de  même  sens  que  la 
rotation  du  pôle  moyen  autour  de  la  verticale ^  ou  bien 
de  sens  contraire^  suivant  que  la  vitesse  angulaire  n  est 
positii^e  ou  négative,  quelle  que  soit  d'ailleurs  la  posi- 
tion du  centre  de  gravité  dans  Vétat  initial,  au-dessus 
ou  au-dessous  du  point  fixe.  En  efiet,  la  distance  des  deux 
pôles  étant  de  même  ordre  que  ii,  nous  pouvons,  dans 
l'étude  de  leur  mouvement  relatif,  confondre  la  surface 
de  la  sphère  avec  celle  du  plan  tangent  au  pôle  moyen. 
Rapportons  la  position  du  pôle  vrai  à  deux  axes  coordon- 
nés des  ^  et  des  ^,  ayant  leur  origine  au  pôle  moyen,  et 
dont  le  premier  sera  dirigé  suivant  la  tangente  au  méri- 
dien du  pôle  moyen  du  côté  de  la  verticale  OZ,  et  le  se- 
cond suivant  la  tangente  au  parallèle  du  pôle  moyen  en 
sens   contraire  du  mouvement  sur  ce  parallèle.   Nous 
aurons 

Ç  rr::  «,  COS^r, 

et  n  sera  le  produit  de  -t-^j  sinA^  par  le  rayon  du  paral- 
lèle, sin0'5  c'est-à-dire  que  nous  aurons 
m  =  iii  sin  Aiy 
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et,  par  suite, 

5'  -h  ïî'  =  "î  ,        ^- =  ^«î  —  "^  '*• 

Ces  valeurs  justifient  tout  ce  que  nous  avons  annoncé  ^ 
car  le  mouvement  relatif  du  pôle  vrai  est  de  même  sens 
que  le  mouvement  du  pôle  moyen,  quand  le  premier  pôle 
se  meut  de  l'axe  des  \  vers  l'axe  des  ri\  et  cecî  a  lieu, 

comme  on  sait,  lorsque  la  quantité est  posi- 
tive. 

Ce  mouvement  de  l'axe  vrai  autour  de  l'axe  moyen 
constitue  la  natation  de  l'axe.  Son  amplitude  est 

1  msl  A  sin  O» 

21/,  = ^ s 

On" 

et  la  durée  de  sa  période, 

air ^ttA 

T  ""  "cT  ' 

Le  mouvement  angulaire  de  nutation  sera  d'autant 
plus  rapide  que  la  vitesse  de  rotation  autour  de  l'axe  sera 
plus  grande.  Lorsque  V inclinaison  moyenne  de  Vaxe  sur 
la  verticale  riest  pas  très-petite^  le  moui^ement  angu- 
laire de  natation  est  bien  plus  rapide  que  celui  de  préces- 
sion^  car,  pour  la  précession  moyenne,  la  durée  de  la 

période  est 

2  7r  sin  9' 

Tour  ces  résultats,  relatifs  au  cas  où  le  centre  de  gravité 
est  situé  au-dessous  du  point  fixe,  concordent  à  peu  de 
chose  près  avec  les  phénomènes  que  l'observation  et  l'ana- 
lyse ont  fait  découvrir  dans  le  mouvement  de  la  terre 
autour  de  son  centre  de  gravité.  La  difierence  la  plus  sen- 
sible consiste  en  ce  que  le  pôle  vrai,  dans  son  mouvement 
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autour  du  pôle  moyen,  ne  décrit  pas  un  petit  cercle, 
mais  une  petite  ellipse  dont  le  grand  axe  est  situé  dans  le 
méridien  du  pôle  moyen.  Encore  faut-il  ajouter  que 
l'excentricité  de  cette  ellipse  est  assez  faible  pour  avoir 
échappé  à  Bradley,  le  premier  qui  signala  le  mouvement 
de  nutation. 

Lagran^e,  dans  la  Mécanique  analytique  (part.  II, 
sect.  IX,  n**  33),  a  ramené  aux  quadratures  la  détermi- 
nation du  mouvement  d'un  solide  de  révolution,  pesant, 
et  retenu  par  un  point  quelconque  de  son  axe  de  figure. 
n  ne  paraît  pas  que  ce  résultat  ait  été  obtenu  avant  lui. 

2.  Déterminer  le  mouvement  d'une  toupie  lancée  sur 
un  plan  horizontal^  qui  n^ exerce  aucun  frottement, 

La  toupie  est  un  corps  de  révolution,  qui  s'appuie  sur 

le  plan  horizontal  toujours 
par  un  même  point  P  de  sa 
surface.  Nous  supposerons  le 
centre  de  gravité  O  situé  sur 
l'axe  de  figure.  Cet  axe  sera  un 
axe  principal  d'inertie  relatif 
au  centre  de  gravité;  et  nous 
admettrons  que  les  deux  autres 
moments  d'inertie  principaux 
autour  du  centre  de  gravité 
soient  égaux. 

Nous  conserverons  la  même  notation  que  dans  le  pro- 
blème précédent,  si  ce  n'est  que  l'origine  des  axes,  O, 
sera  le  centre  de  gravité,  et  que  la  distance  /  sera  celle 
qui  sépare  le  centre  de  gravité  et  la  pointe  P. 

Les  deux  forces  qui  agissent  sur  le  corps,  considéré 
comme  libre,  savoir,  son  poids  et  la  réaction  du  plan 
horizontal,  sont  deux  forces  verticales;  donc,  suivant  le 
principe  du  mouvement  du  centre  de  gravité,  ce  centre 
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se  meut  ea  projection  horizontale,  d'un  mouvement  rec- 
tiligne  et  uniforme  dépendant  uniquement  de  l'impulsion 
initiale.  Le  même  principe,  appliqué  au  mouvement  ver- 
tical du  centre  de  gravité,  fait  connaître  Tintensité  de  la 
réaction  du  plan  fixe  sur  la  pointe  de  la  toupie;  car  cette 
réaction  n'est  autre  que  la  force  perdue  dans  le  mouve- 
ment vertical.  Si  donc  on  observe  que  la  hauteur  du 
centre  de  gravité  au-dessus  du  plan  horizontal  est  /cosd, 
on  trouvera  pour  la  mesure  de  cette  réaction 

d^.lcosB 

H  reste  à  déterminer  le  mouvement  du  corps  autour  de 
son  centre  de  gravité.  Le  calcul  est  tout  semblable  h  celui 
de  la  question  précédente  ;  c'est  pourquoi  il  suffira  de  le 
tracer  rapidement. 

Le  moment  des  forces  appliquées  autour  de  l'axe  de 
flgure  étant  nul,  on  a 

/•=COÏiSt.  =  /i. 

Le  principe  des  forces  vives  donne  l'intégrale  première 

A{p^'h-q^)-hCn^=inigl{cosBo—  cosô)  —  w/'sin^ô  —  -h  const. 

Le  principe  des  aires,  quand  on  prend  le  plan  de  pro- 
jection horizontal,  donne 

A  (/?a"  -h  qb")  H"  C/ï  cosô  =  const. 

Ces  deux  dernières  intégrales  peuvent  s'écrire 

dt^        ^  '  dt^ 

=  iimgl[cosô^—  cosô)  —  C/î'-h  const., 

.dit 
(a;  A  sm*9  -^i=  —  Cn  cosô  -h  const. 

at 
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Elles  suffisent  pour  ramener  le  problème  aux  quadra- 
tures. 

Supposons,  en  particulier,  que  les  valeurs  initiales  àep 

et  de  Çj  et,  par  suite,  celles  de  ^  et  de  -—  soient  nulles, 

ce  qui  revient  à  supposer  que  le  mouvement  initial  soit 
une  rotation  autour  de  l'axe  de  figure,  accompagnée,  si 
Ton  veut,  d'une  translation  horizontale.  Ceci  détermine 
les  constantes,  et  il  vient 

Asin'ô— Y  -h  (A  -h  ml^sin^B)  —  =  s/zig'/fcDSÔo— cosô), 

d-lt 
Asin^ô  --^  =C/i(cos0o— cosô). 

Éliminant  -^9  on  arrive  à  Téquation 


,  JA-hmrsm'QdQ 

de=i±-  ^ 


'     r      ~            ~T         ;      C'/ï'(cos0.—  cos0)l 
Y/(cos..~cos9)[2^^/ L_L_^ ^J 

Raisonnant  sur  ces  formules  comme  on  Fa  fait  dans  le 
problème  précédent  sur  les  formules  analogues,  on  arri- 
vera à  des  conclusions  toutes  semblables. 

L'axe  de  la  toupie  commence  par  s'incliner  sur  la  ver- 
ticale, puis  il  se  relève  jusqu'à  reprendre  son  inclinaison 
première,  s'incline  de  nouveau,  et  ainsi  de  suite.  Toutes 
ces  demi-oscillations  ont  la  même  durée. 

La  vitesse  totkle  de  rotation  est  un  minimum  au  com- 
mencement de  chaque  oscillation  descendante,  et  un 
maximum  à  la  fin. 

L'intersection  ON  du  plan  de  l'équateur  et  du  plan 
horizontal  XOY  tourne  constamment  dans  le  sens  de  la 
rotation  autour  de  l'axe  de  figure.  Ce  mouvement  n'est 
point  uniforme;  mais  il  se  reproduit  périodiquement  le 
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même  à  chaque  demi-oscillatioQ  de  Taxe,  descendante  ou 
ascendante. 

Regardant  comme  fixe  la  projection  du  centre  de  gra- 
vité sur  le  plan  horizontal  qui  porte  la  toupie,  on  verra 
la  pointe  de  la  toupie  tracer  sur  ce  plari  une  courbe  formée 
d'une  suite  indéfinie  d'arcs  égaux,  tangents  à  une  même 
circonférence  dont  le  centre  est  la  projection  du  centre  de 
gravité,  et  normaux  à  une  circonférence  concentrique,  de 
rayon  moindre. 

Poisson,  Traité  de  Mécanique^  t.  II,  p.  207;  2*  édit. 
FiNCK,  Nouv.  Annales  de  Mathématiques  y  t.  IX,  p.  3 10;  i85o. 

3.  Imaginons  quart  solide  de  ré^^olution,  pesant  et 
homogène,  soit  posé  sur  un  plan  horizontal  parfaitement 
uni,  et  qiLon  lui  imprime  un  mouv^ement  quelconque.  Si 
la  vitesse  de  rotation  imprimée  autour  de  Vaxe  défigure 
est  suffisamment  grande,  P inclinaison  de  Vaxe  sur  la 
verticale  restera  toujours  aussi  peu  différente  quon 
voudra  de  sa  valeur  initiale^  quelles  que  soient  d  *  ailleurs 
les  autres  circonstances  du  mouy^ement  communiqué. 

Conservons  la  notation  du  problème  précédent. 

La  réaction  du  plan  étant  constamment  normale  à  la 
surface  du  corps,  le  moment  de  cette  force  autour  de 
Taxe  de  figure  est  nul;  par  suite,  la  vitesse  de  rotation 
autour  de  cet  axe  reste  constante.  Il  y  a  plus  :  tous  les 
raisonnements  qui  nous  ont  conduit  aux  équations  (i) 
et  {2)  de  la  question  précédente  subsistent  ici,  sauf  que  la 
hauteur  du  centre  de  gravité  au-dessus  du  plan  horizon- 
tal n'est  plus  proportionnelle  à  cosô. 

Représentons  cette  hauteur  par  t^.  La  réaction  du  plan 
sur  le  corps  sera 
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et  le  travail  de  cetle  force  aura  pour  expression 

m  di^^ 
-^8^--  — -Hconst. 

Représentant  par  helk  deux  constantes^  les  équations  (i) 
et  (2)  pourront  s'écrire 

/         d^^       dB^\  dV 

(1)  A^sin^0-^+— j  +  ^.iwg'Ç  +  m— =A, 

(2)  Asin*0-^  -hC«(cos0  — cos0o)  =  ^-- 

Ces  équations,  jointes  à  Téquation  de  la  surface  du 
corps,  suffisent  pour  déterminer  le  mouvement  autour  du 
centre  de  gravité. 

Pour  conclure  de  là  le  théorème  que  nous  avons  eti 
vue,  il  faut  faire  quelques  remarques  préliminaires  sur 
les  constantes  qui  déterminent  l'état  initial. 

Soient  ;?09  ^09  709  etc.,  les  valeurs  initiales  de;?,^,f ,  etc. 
Nous  pouvons  prendre  à  volonté  les  constantes  00?  fo?  ^o? 
alors  Ço  sera  déterminé,  en  conséquence  de  la  valeur  prise 
pour  dô,  P^i*  1^  condition  que  la  surface  soit  tangente  au 
plan  -,  la  position  initiale  sera  fixée.  De  plus,  nous  pou- 
vons prendre  à  volonté  les  constantes  po>  ç'oj  w,  qui  repré- 
sentent les  vitesses  angulaires  initiales;  alors  la  position 
qu'aura  le  corps,  à  la  fin  du  premier  instant  dt^  sera  dé- 
terminée par  les  rotations  p^^dt^  q^dt^  ndt^  et  par  la 

condition  que  le  corps  touche  le  plan.  La  valeur  de  (  —  ) 

sera  donc  déterminée  ;  et  il  importe  d'observer  que  la  ro- 
tation ndt  autour  de  l'axe  de  révolution  n'aura  aucune 
influence  sur  cette  valeur,  puisque  ^  reste  le  même 
lorsque  le  point  de  contact  se  déplace  sur  un  même 
parallèle. 
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En  résumé,  nos  constantes  arbitraires  seront  do 9  ^09  ^09 
Po>  ^0  €t  n;  les  valeurs  de  ^0  et  de  (  —  j  s'ensuivront,  et 

seront  indépendantes  den. 

Venons  maintenant  à  la  question. 

Si  nous  éliminons  ^  entre  les  équations  (i)  et  (2),  il 
vient 

Le  premier  membre  de  cette  équation  étant  positif  de 
sa  nature,  le  second  membre  devra  rester  positif  pendant 
toute  la  durée  du  mouvement.  Nous  aurons  donc  con- 
stamment 

>t  — C/î(cos0  —  cosO,X^A(A  —  2/?i^Ç)sin*ô, 
k  —  C/i(cosO  —  cosO.)  >  —  yjK[h  —  im^Çjsin'ô, 

ou  encore,  supposant  n  positif, 


—  cosOo> ^ — j^ 2_i , 


COSO  —  COS0O  <  ^      ^ ^^ 

Or,  en  appliquant  les  équations  (i)  et  (2)  à  Tétat  ini- 
tial, après  y  avoir  remplacé  (formules H)  sin*6  "^r  "*"  TT 
par  7?*  H-  <7*,  et  sin0  -^  par  ;?  sm y  •+•  ç'  cos ç ,  nous 
voyons  que  les  constantes  A  et  X:  ne  dépendent  que  de  p^, 
^o>  ^09  ?oî  ?05  (3-)  '  ^^»  P^^  conséquent,  ne  dépendent 
pas  de  n.  Il  en  résulte  que  les  numérateurs  des  seconds 
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membres  de  nos  iuégalités  conserveront  des  valeurs  finies, 
quelle  que  soit  la  vitesse  angulaire  n. 

Nommons  A'  la  valeur  numérique  de  /r,  p  le  plus  petit 
rayon  que  l'on  puisse  mener  du  centre  de  gravité  à  la 
surface  du  corps,  et  e  un  nombre  donné  aussi  petit  qu'on 
voudra. 

Nous  serons  sûrs  que  la  valeur  numérique  de  l'écart 
cosÔ — COS0Q  restera  constamment  inférieurQ-à  e,  si  nous 
prenons 


n> 


A' -h  \lk[h  —  imgp) 


Ce 


Fig.  70. 


sans  rien  changer  aux  autres  circonstances  de  l'état  initial. 
PuiSEUX,  Journal  de  M,  Liouville^  t.  XIII,  p.  249»  '848. 

4.  Déterminer  le  mouvement  d^une  sphère  homogène 

sur  un  plan  horizontal^ 
en  ayant  égard  au 
frottement. 

Nous   allons   traiter 
directement     ce     pro- 

j-    blême,    au    lieu    d'en 

ramener  la  solution  à 
l'intégration  des  équa- 
tions générales  d'Eu- 
1er. 

Soient  : 

p  le  rayon  de  la  sphère  *, 

^f.  le  coefficient  du  frottement  de  glissement; 

OX,  OY  deux  axes  fixes  tracés  dans  le  plan,  et  OZ  une 
verticale  dirigée  en  sens  contraire  de  la  pesanteur; 

;?,  y,  r  les  vitesses  angulaires  autour  de  parallèles  aux 
axes,  menées  par  le  centre  ;  . 

x,  y  les  coordonnées  du  point  d'appui  ; 
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.    «,  u  îes  vitesses  du  centre  estimées  suivant  les  axes, 
dj:    dy 

X,  T  les  composantes  «uivajit  les  axes  de  la  force  accé- 
lératrice due  au  frottement. 

*  Le  mouvement  de  translation  du  centre  de  figure ,  qui 
est  aussi  li^ centre  de  gravité ,  est  régi  par  les  équations 

Les  équïitions  âb,  mouvement  de  rotation  autour  du 
centre  s'obtiennent  en  exprimant  que  les.  forces  appli- 
quées font  équilibre  aux  forces  effectives,  autour  du 
centre  coiiaiiîdéré  comme  un  point  fixe.  Si  l'on  observe  que 
le  rayon  de  giration  de  la  sphère  autour  d'un  diamètre 

esii/'sp^n  voit  que  les  équations  dont  il  s'agit  sont 
les  suivantes  : 

Substituons  ici  —  >  —  aux  forces  égales  X,  Y  5  puisin- 

t^rons,  en  marquant  les  valeurs  initiales  de  l'indice  o. 
n  vient 

Ces  équations  sont  susceptibles  d'une  interprétation 
assez  remarquable.  En  effet,  considérons  le  centre  d'oscil- 
lation'ou  de  percussion  de  la  sphère  par  rapport  à  un  axe 
de  suspension  qui  passe  au  point  d'appui.  Ce  centre  est 

situé  au-dessus  du  centre  de  figure  à  la  distance  ■=  p.  Ses 

11.   2«  lÉDIT.  i3 
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vitesses  relatives  au  centre  de  figure,  dirigées  suivant  les 
axes  OX,  OY,  sont 

(3)  U=5P7,  .V  =  -|p/,, 

et  sa  vitesse  verticale  est  nulle.  D'après  ccfs  valeurs,  les 
équations  (2)  peuvent  s'écrire  . 

(4)  p-^- V  =  i'o-t-Vo,      a-+-U  =  a»-+-Uo,     r  =  r^. 

Sous  cette  forme,  elles  nous  montrent  que  la  vitesse  du 
centre  et  la  vitesse  relatwe  du  centre  de  percussion  su- 
périeur par  rapport  au  centre  de  Jigure  ont  une  résul- 
tante invariable  en  grandeur  et  en  direction.  *  * 

Poursuivons  l'intégration. 

La  force  motrice  est  dirigée  en  sens  contraire  du  glis- 
sement ;  par  suite,  les  composantes  de  cette  force,  suivant 
les  axes,  sont  proportionnelles  aux  composantes  de  la 
vitesse  de  glissement,  u  —  pq,  s^  -h  pp»  De  là  les  équa- 
tions 

X  du        u  —  pq  2  ^  /       rv 

—      ou      -—  = *-^  = = • 

Y  dv         V  -{-  ûp  5  , 

p  -I-  -  (p  _  p^)  4.  p/?. 

Si  l'on  pose 
il  vient 


du        u 

—  a 

do         V 

~6' 

d'où 

u  —  a 

consl. 

P  — 6~ 

> 

et  par 

conséquent 

X 

Y 

=  consl.  : 

__  [^ê  — 

a 
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Cecr^ious  apprend  que  la  fo)*ce  dï^frôttenient  n'est  pas 
seulement  constante  en  intensité,  m'^is  encore  constante 
Cil  direction.  Il  en  résulte  que  la  sphère  décrit  une  pa- 
rabolcy  cenimeun  prcfjectlle  pesant^  tant  qu'elle  ne  cesse 
pas  dis  glisser  [*). 

Actnellement  il  nous  est  |^ci]e^d^tenîr  les  valeurs  des 
forces  X  et  Y,  lesqueUes^ibnc  faut  pas  Toublier,  sont  de 
sens. contraire  au  glisK^inent.«l!fous  trouvons 


a--u^^  b  —  v^        r ,  \,    .    /  »  .         voT  ^ 


eh  posanf,  pour  abréger, 

Portant  ces  valeurs  dans  les  équations  (1),  et  intégrant,  il 
vient  • 

tn\  «  .«0  ^  b  Po 

(6)  rt^a.rrrpg'-— /,      p  — p,=:p^_^f. 

Ces  expressions  des  vitesses,  substituées  dans  les  équa- 
tions (2),  nous  feraient  connaître  les  vitesses  angulaires 
p,  q^  r  en  fonction  du  temps. 

Remplaçons  u^  s^  par  —  ?  —  dans  les  intégrales  que  nous 

v**nons  d'obtenir,  et  intégrons  tie  nouveau,  en  supposant 
que  la  sphère  parte  de  l'origine.  Il  vient 

Ces  formules  achèvent  de  déterminer  le  mouvement  de 


(*)  Ce  théorème  est  de  J.-A.Euler,  fils  du  célèbre  L.  Euler,  Mémoires 
de  l'Académie  de  Berliny  1758,  p.  284. 

i3. 
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translation-,  par  TéUtnination  de  /,  elles  nous  4onnent 
Tequation  de  la  trajectoire, 

[(b^v.)x  —  (û  —  rf,)r]* («'•^*~  «or)^^  —  «ft^)  =  o. 

Cette  parabole  se  réduit  à  iipe  ligne  droite,  quand  i/o,  (^o 
sont  proportionnels  à  a,  &.  er  différents  décès  quantités. 
Ces  conditions  reviennent  a  •celles-ci  : 

U9P0  -h  t'o7o  =  o,     et  p/7«  ^  —  ♦'•    «^i     p  7«  ^  "•• 

La  première  exprime  qu^à  Torigiiie  du  mouvement 
Taxe  instantané  de  rotation  est  dans  unplln  vertical  pec- 
pendiculaire  à  la  translation;  les« dernières  expriment 
qu^l  y  a  glissement.  Dans  ces  conditions,  la  sphère  ée 
meut  en  ligne  droite,  d'an  mouvement  uniformément  re- 
tardé. 

Ceci  ne  s'applique  qu'à  l'état  de  glissement-,  or  cet  état 
cessera  dès  que  l'on  aura 

Les  valeurs  deu  et  de  (^  qui  satisfont  à  c^s  relations  sont 
précisément  les  quantités  constantes  représentées] usqu'ici 
para  et  b. 

En  effet,  si  l'on  se  reporte  aux- équations  (3),  on  voh 
que,  à  Tinstant  où  la  sphère  cesse  de  glisser, 

2  2 

D'après  les  équations  (4))  ces  dernières  relations  peu- 
vent s'écrire 

7  7 
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etpuis^j3) 

onk  ^  '*'  • 

OU  bien  (S) 

.    Ces  dernières  valeurs,  substituées  dans  Tune  ou  Tautre 
des  équations  (6),  nous  font  conni^tre  Tëpoque  à  laquelle 

cessera  le  glis^menr, 

à         ' 

^^ 

Cette  valeur,  substituée  à  son  tour  dans  les  équa- 
tions (7),  nous  fait  connaître  le  point  où  ce  changement 
aura  lieu, 

x= A,       j  = A. 

A  partir  de  ce  point  le  mouvement  est  rectiligne  et 
uniforme;  car  X  et  Y  étant  devenus  nuls,  u  et  ^  ou 

-^^  -—  restent  constants  d  après  les  équations  (1). 

La  droite  décrite  par  le  point  d'appui  est  représentée 

par  Féquation 

•  b  ava  —  bu^ 

».  y  z=z  -  X -{ A» 

Il  esX  aisé  de  vérifier  que  ceite  droite  est  tangente  à  la  pa- 
rabole au  point  où  cesse  le  glissement. 
Si  Ton  avait,  à  l'origine  du  mouvement, 

P/?«  =  —  «'•,       P^o  =  «o, 

le  mouvemeiït  serait  dès  le  principe  rectiligne  et  uni- 
forme. 

CoRiOLis,  Théorie  malhémaliquc  des  effets 
du  jeu  de  billard^  chap.  1. 
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5.  Déterminer  le  moui^ement  de  la  terre  dutoup'de 

son  centre  de  gratuité,  en  ctyant  égard  aux  actions  du 

soleil  et  de  la  lune^  et  négligeant  les  excentricités  /les 

orbites. 

Fig.  71.  _ 


Dans  le  calcul  du  mouvement  de  la  terre  autour  de  son 
rentre  de  gravité,  on  peut,  sans  aucune  erreur  appré- 
ciable, considérer  les  masses  du  soleil  et  d^)a  lune  comme 
réunies  à  leur  centre  de  gravité  respectif;  car  les  di- 
mensions de  ces  corps  sont  faibles  en  comparaison  de  ^urs 
distances  à  la  terre;  eu  outre,  leur  figure  diffère  peu  de 
la  figure  sphérique,  et  Ton  sait  qu'une  sphère  homogène 
attire  un  point  extérieur,  comme  si  elle  était  tout  entière 
condensée  à  son  centre.  Nous  sommes  donc  conduits  a 
calculer  les  moments  de  V attraction  d^un  point  matériel 
fort  éloigné  autour  des  axes  principaux  d'inertie  du 
corps  attiré  relatifs  au  centre  de  grai^ité. 

Dans  ce  calcul,  le  corps  attiré  pourra  être  un  corps 
quelconque;  mais,  pour  nous  fixer,  nous  supposerons  de 
»uile  qu  il  s'agisse  de  la  terre. 
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.  Afin  de  nous  conformer  à  l'usage  des  astronomes,  nous 
regarclerons  compie  positives  les  rotations  qui  s'effectuent 
de  droite  à  gauche. 

Soient  : 

OX,  OY,  OZ  trois  axes  coordonnés,  dirigés  suivant  les 
axes  principaux-d'inertie  de  la  terre  autour  de  son  centre 
de  gravité; 

x\  y\  z'  les  coordonnées  d'une  molécule  de  la  terre  5 

dmf\B.  masse' de  cette  molécule; 

a:,  'j,  z  les  coordonnées  d'un  point  matériel  très-éloi- 
gné  :  ce  sera,  par  exemple,  le  soleil  ; 

r  la  distance  de  ce  point  au  centre  de  gravité  de  la  terre  ; 

r'  la  distance  du  même  point  à  la  molécule  dm'-^ 

m  le  produit  de  la  maçse  de  ce  point  par  la  constante 
qui  mesure  l'attraction  de  Tunité  de  masse  sur  l'unité  de 
masse  à  l'unité  de  distance; 

X,  Y,  Z  les  composantes  de  l'attraction  de  ce  point  sur 
la  terre,  dirigées  suivant  les  axes  ; 

L,  M,  N  les  moments  de  cette  attraction  autour  des 
axesOX,  OY,  OZ. 

Nous  avons  d'abord,  quelles  que  soient  la  forme  et  la 
constitution  de  la  terre , 

/z—  z' 

les  intégrales  s'étendant  à  toutes  les  molécules  de  la  terre. 
H  s'ensuit 

L  =  Z/  — Yzr=w3  /  ^^dm'  —  my  j  -^dm^ 
M  r=:X3  —  Zj?  =  mx  1  —  dm'  —  /mz  I  —^  dm\ 
1S.=:Ya'  —  Xjr=:  ffif  j^  dm'  ~  mx  r^  dm\ 
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Or 

I  I    r         /    X  œ'  y   y'  z  ^'  • 

'  r^L        \    r  r  r    r  r  r 

si  nous  développons  le  radical  par  la  formule  du  binôme, 
el  que  nous  négligions  dans  ce  développement  les  termes 
qui  contiennent  les  secondes  puissances  des  rapports  très- 

X        y       2ê  X      Y      2 

petits  —  î  —>  -  »  vis-à-vis  des  rapports  -5  —  >  -»  qui  sont 
comparables  à  Tunité,  il  reste 

I    _    I  xx'  -+-  yy*  -f-  zz' 

/^  ~"  Â^  "*"  .7^ 

Substituant  cette  valeur  dans  les  expressions  des  mo- 
ments L,  M,  N,  et  nommant  A,  B,  C  les  moments  d'i- 
nertie principaux  de  la  terre  autour  des  axes  OX,  OY, 
OZ,  il  vient 


5/w(C— B) 

L  rzrr  ~ yz 


^^3/w(B^A) 


r^ 


xy. 


Actuellement,  ayons  égard  à  ce  que  Fobservation  et  la 
théorie  nous  apprennent  sur  la  constitution  de  la  terre. 
Le  centre  de  gravité  de  la  terre  étant  supposé  fixe,  le  mou- 
vement de  la  sphère  céleste  nous  apprend  que  la  terre 
tourne  autour  d'un  axe  qui  paraît  absolument  fixe  dans  ce 
corps.  De  plus,  nous  savons  que  la  forme  de  la  terre  dif- 
fère peu  de  celle  d'une  sphère,  et  rien  ne  nous  porte  à  croire 
que  la  densité  soit  fort  inégalement  répartie  autour  du  cen- 
tre. Nous  pouvons  donc  admettre  que  les  différences  des 
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moments  4^'inertie,  et,  par  suite,  les  moments  L,  M,  N, 
sont  peu  rônsidérableâ^yis-à-vis  de  la  masse  de  la  terre. 
Or,  si  r^ede  rotation  delà  terre  était  réellement  fixe  dans 
cecofps,  et  les  moments  L,  M,  N  tout  à  fait  nuls,  Taxe 
d^rotation  serait  un  axe  principal  d'inertie,  selon  la  pro- 
priété caractérî  Aique  dont  jouissent  ces  aies,  d'être  axes 
permanents  de  rotation.  D'après  cela,  Terreur  commise, 
en  admettant  que  la  rotation  de  la  terre  s'effectue  autour 
d'un  axe  principal  d'ineptie^  sera  fort  petite.  Un  calcul  ap- 
profondi montre  que  cette  erreur  est  tout  à  fait  négligeable. 
L^  mesures  géodésiques  nous  apprennent  que  la  figure 
de  la  terre  est  celle  d'un  solide  de  révolution  autour  de 
son  axe  de  rotation.  Ceci  et  plusieurs  autres  considéra- 
tions |K>rlënt  à  croire  que  les  deux  axes  principaux  d'iner- 
tie relatifs  au  centre  de  gravité,  qui  sont  situés  dans  le 
plan  de  Téquateur,  ontxles  moments  égaux.  Nous  pren- 
drons le  plan  XOY  poifr  celui  de  Téquateùr,  et  nous  pose- 
rons 

L'aplatissement  de  la  terre  vers  les  pôles  nous  pointe  à 
admettre  que  Taxe  OZ  est  l'axe  du  plus  grand  moment. 
Nous  supposerons  donc 


C>A. 


Ainsi,  nous  aurons 


^        3m  (C- A)       "  3w(C-A)  ^ 

'  Mettons  de  suite  ces  valeurs  sous  une  forme  qui  se 
prête  mieux  au  calcul  numérique. 

Soit  n  la  vitesse  angulaire  moyenne  du  mouvement  de 
la  terre  autour  du  soleil.  D'après  les  formules  du  mou- 
vement elliptique,  la  force  accélératrice  qui  retient  la 
terre  dans  son  orbite,  rapportée  à  l'unité  de  distance,  est 


202  MÉCANIQUE    RAXlOATIiiELLE. 

mesurée  par  le  produit  «*r'.  D'un  autre  cô(é,,cctte*même 
force  a  pour  mesure  le  produit  d^  la  somme  des  masses 
du  soleil  et  de  la  terre,  par  Tattractiou  de  Tunité^e  masse 
sur  l'unité  de  masse  à  Tunilé  de  distance.  Si  doifq^nous 
nommons  h  le  rapport  de.h  masse  de  la, ferre  à  celle 4lu 
soleil,  nous  aurons  * 


et,  par  suite, 

Le  rapport  h  étant  fort  petit,   -^ au  plus,  libus  le 

négligerons  dans  le  présent  calcul.  Mais,  c[uand  il  s'agira 
de  la  lune,  il  faudra  rétablir  dans  les  formules  le  rapport 
analogue,  savoir,  le  rapport  de  la  ùiasse  de  la  terre  à  celle 
de  la  lune,  qui  est  égal  à  80. 

Dorénavant  nous  prendrons  l'axe  OX  constamment 
dirigé  vers  l'équinoxe  de  printemps,  et  l'axe  OY  dirigé 
du  côté  du  solstice  d'été.  Ces  deux  axes  ne  cesseront  pas 
d'être  axes  principaux  d'inertie  de  la  terre. 

Nous  déterminerons  le  mouvement  par  la  méthode  de 
la  composition  des  couples.  Les  couples  L  et  M,. en  agis- 
sant pendant  l'instant  dt^  communiquent  à  la  terre  deux 
vitesses  de  rotation  infiniment  petites,  autour  des  axes  OX 
et  OY;  les  quantités  de  mouvement  qui  naissent  de  ces 
vitesses  de  rotation  ont  pour  moments,  autour  des  mêmes 
axes,  les  produits  hdtei  Mdt^  car  les  moments  des  forces 
effectives  sont  égaux  aux  moments  des  forces  appliquées. 
Ainsi,  les  quantités  de  mouvement  que  possède  la  terre 
à  la  fin  de  l'instant  dt^  considérées  comme  des  forces  et 
transportées  à  rorigine,  donnent  naissance  à  troi.s  cou- 
ples autour  des  trois  axes  OX,  OY,  OZ.  Les  deux  pre- 


miers  ont  ïeurs  momciiu  égaux  i  hdt^  M.dt  *,  le  troisième 
eA  le  couple  des  quaatilés  de  mouvement  qui  animaient 
la  terre  au  commén^^mçnt  de  l'instant  considéré.  Si  l'on 
représente  son  moment  par  G,  et  que  Ton  nomme  p  la  vi- 
tesse de  rotation  de  la  terre  autour  de  son  axe,  on  a 

Ges^  trois  couples  se  composent  en  un  seul,  dont  l'axe  se 
confond,  pour  nous,  aveed'axe  de  révolution  de  la  terre, 
dans  la  nouvelle  position  qu'il  occupe  à  la  fin  de  Fin- 
slant  du  Onsai|[^  en. effet,  que  trois  rotations  infiniment 
petites,  autour  de  trois  axes  rectangulaires,  se  réduisent  à 
une  rotation  autour  d'un  seul  axe  convenablement  déter- 
miné. Si  l'on  convient  de  représenter  un  couple' par  une 
droite  dirigée  suivant  Taxe  et  proportionnelle  au  mo- 
ment, le  couple  résultant  do9t  il  s'^it  sera  représenté,  en 
grandeur  et  en^irection,  p^r  la  diagonale  du  parallélipi* 
pède  fectangle  eon^ruit  sur  les  axes  OX,  OY,  OZ  avec 
des  longueurs  proportionnelles  à  hdl^  Mdt^  G.  Les  deux 
premières  arêtes  du  parallélipipède  étant  infiniment  pe- 
tites en  comparaison  de  la  troisième,  la  diagonale  fera  un 
angle  infiniment  petit  avec  la  troisième  arête  et,  par  suite, 
aura  même  longueur.  L'attraction  du  soleil  dévie  donc 
Taxe  de  la  terre,  à  chaque  instant,  sans  changer  la  vitesse 
de  rotation  autour  de  cet  axe  (*). 

^*)«La  tliéorie  des  forces  instantanées  rend  aussi  parfaitement  compte 
de  la  méthode  de  la  composition  des  couples.  En  effet,  quand  des  force» 
instantanées  Tiennent  à  agir  sur  un  système  de  points  matériels  assujettis 
à  des  liaisotis  quelconques,  si  l'on  considère  les  quantités  de  mouvement 
Mouoedes  forées,  il  y  a  équilibre,,  en  vertu  des  liaisons,  entre  les 
quantités  de  mouvement  que  possédait  le  système  avant  les  percussions, 
les  quantités  de  mouvement  qui  seraient  communiquées  par  les  percus- 
sionasi.tous  les  points  étaient  libres,  et  les  quantités  de  mouvement  que 
possède  le  système  après  les  percussions,  ces  dernières  quantités  étant 
prises  en  signe  contraire. 

Or  on  peut  toujours  remplacer  les  forces  continues  qui  agissent  pen-^ 
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Étudions  isolément  les  mou vem^ts  produits  par  cba» 
cun  des  quatre  couples  moteurs,  en-^commençant  par  Rs 
couples  qui  proviennent  de  l'action  du  soleil. 

Action  du  soleil.        "^ 

Il  nous  faut  substituer  aux  coordonnées  rectangulaires 
du  soleil  la  distance  r,  la  longitude  cp,  et  Tobliquité  9- de 
réquateurXOYsurl'écliptiquçJtOE.  * 

Les  formules  de  transforq^ation  sont  les  suivantes  :    • 

arirrrcosy,  .  jT  =  r cosB  sin^f,     Tr=i^nôsm^. 

Elles  donnent 

L  —  3/i*(C— Ajsiiï^cosôsin^^,       * 
M=:  —  3/i'(C  —  A)sindsinf  cosf. 

1**  Couple  L.  —  Ci^posant  d'après  la  loi  du  parallé- 
logramme le  couple  hdt  avec  le  coujje  G,  on  obtient  un 
nouveau  couple,  dont  Taxe  OG'  représente  h.  position 
que  prendrait  l'axe  terrestre  à  la  fin  de  Finstant  Jt;  si  le 
couple  Ldt  agissait  seul.  Ainsi,  par  Teffetdu  couple  Li/t, 
Taxe  terrestre  ou  la  perpendiculaire  à  l'équateur  tourne 
d'un  angle  infiniment  petit  d'o  autour  du  rayon  OY  de 
l'équateur.  Ce  rayon  étant  perpendiculaire  à  Fintersec- 
tion  de  l'équateur  et  de  l'écliptique,  il  s'ensuit  que  la  ro- 


dant l'instant  dt  par  des  percussions  appliquées  à  la  fin  de  cet  in8Unt.et 
capables  de  produire  sur  chaque  point  du  système,  supposé  libre,  la 
quantité  de  mouToment  qui  lui  serait  communiquée  par  les  forces  con- 
tinues pendant  Tinstant  dt.  Par  là  on  n'a  plus  k  considérer  qfte  des  per- 
cussions ;  en  sorte  que  le  mouyement  communiqué  se  détermine,  d'après 
le  théorème  général  qu'on  vient  de  rappeler,  en  exprimant  que  les  quan- 
tités de  mouvement  se  font  équilibre. 

Dans  notre  cas,  les  liaisons  réduisent  les  conditions  d'équilibre  à  celle- 
ci,  que  la  somme  des  moments  autour  de  chacun  des  trois  axes  soit 
nulle.  Il  s'ensuit  que  les  moments,  représentes  par  des  droites,  se  com- 
posent suivant  la  loi  du  parallélogramme. 
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talion  rfu  a  pour  unique  effet  de  déplacer  Tintersection  de 
l'équateur  sur  Técliptique,  sans  changer  Tangle  des  deux 
plans. 

^  Soit  d^  l'angle  XOX'  dont  la  ligne  des  équinoxes  a 
rétrogradé  dans  le  plan  de  Técliptique.  Cet  angle  est  le 
même  que  Fangle  décrit  par  la  projection  de  l'axe  ter- 
restre sur  TéclipCique,  car  cette  projection  est  constam- 
ment perpendiculaire  à  la  ligne  des  équîpoxes.  Nous 
avons  donc 

sm  G  ' 
et  d^ailleurs 

'  ■•    ^               ^         L^^_3«2(C— A)   .   ^       «  .  ,     , 
,  smau     ou     tfu  :=z  -— —  z=± i— sinft  cosô  sm^»  <//. 

Prenons  l'origine  du  temps  à  1  equinoxe  de  printemps 
pour  unç  année  déterminée,  et  nommons  ^  Fangle  dont 
la  ligne  des  équinoxes  a  rétrogradé  sur  le  plan  de  Téclip- 
tique  depuis  l'origine  du  temps.  Alors,  négligeant  l'ex- 
centrieité  de  Forbite  terrestre,  nous  avons 

^  zr:  /îf  -+-  '^, 

Mais,  dans  la  valeur  de  ^/tj/,  nous  pouvons  négliger  Fan- 
gle ^  au  même  titre  que  nous  niégligecms  les  déplace- 
ments produi^  par  les  autres  couples  moteurs.  Par  con- 
séquent, 

3/i^(C  — A)       ,  .  ,.     ^ 
d'il  =z —rr CO8  0  sin^ ntat. 

En  outre,  l'observation  fait  voir  que  Fobliquité  de  l'é- 
quateur sur  Fécliptique  reste  à  peu  près  constante,  car 
elle  ne  s'écarte  pas  de  sa  valeur  moyenne  de  plus  de  lo'^ 
Nous  pouvons  donc,  dans  Féquatiou  précédente;  supposer 
i  0  une  valeur  constatite  0',  comprise  entre  la  plus  grande 
et  la  plus  petite  des  valeurs  de  cet  angle.  D'après  cela,  il 
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vient,  en  intégrant  et  remplaçant  ensuite  nt  par  (jk. 


3wnC  — A)cos9^ 
2  pC 


('-^)' 


Cet  ans)e  ^  mesure  la  prëcession  des  équinoxes  due  à 
l'action  dik^  soleil.  La  valeur  moyenne  de  cet  angle  croit 
prx>portionnellemeiit  au  temps.  Or  l'observation  apprend 
que  la  ligne %des  nœuds  emploie  environ  ^6  ooq  ans  poar 
accomplir  une  révolution   entière;  donc  le   coefficient 

— - —  est  fort  petit.  Il  en  résulte  que  le  terme  qui  con- 

tient  le  facteur  périodique ne  peut  jamais  acquérir 

une  valeur  bieà  sensible.  Aussi  nou9  bornerons  notre  for- 
mule à  la  précession  moyenne 

,        ■  .        3/îMC  — A)cosÔ' 

a^  Couple  M.  —  Composant  le  couple  Mdt  ^avec  le 
couple  G,  on  obtient  un  nouveau  couple,  dont  l'axe  OG/' 
représente  la  position  que  prendrait  Taxe  terrestre  à  la 
fin  de  l'instant  dt^  si  le  couple  Mdt  agissait  seul.  On  voit 
que  Teff^ut  de  ce  couple  se  réduit  k  faire  varier  l'obliquité 
de  Téquateur  sur  Téeliptique  d'un  angle 

GOG"  =  d9.=  M  =.  _  3^C-A)siatsina.r^^ 
G"  2pC 

Il  vient,  en  intégrant  avec  la  même  approximation  que 
•dans  le  calcul  précédent, 

^       37ï(C  — A) 


4      pC 


sînô'  ros'2(p-4-  const. 


La  variation  de  l'angle  0,  donnée  j»ar  cette  formule, 
mesure  la  nutation  de  l'axe  terrestre  due  à  l'action  du 
soleil.  Cette  nutation  périodique  est  peu  sensible,  à  cause 
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C" 


du  très-petit  facteur  — - — •  Ainsi,  Vnxe  de  la  Station 


de  ta.  terre  ^'esterait  à  peu  près  Jixe  dans  l  ^ espace ^  si  le 
sbiêtl  agissait  seul. 

diction  de  la  lune, 

OccupcFUS-nous  maintenant  de  la  lune.  ConservonB  aux 
teltrea  la  même  signification,  mais  marquons  de  Tindice  i 
celles  qui  se  rapportent  à  la  lune;  de  plus,  nommons  i 
^'inclinaison  de  l'orbite  lunaire  sur  Uécliptique,  et  A  la 
longitude  du  nœud  ascendant  de  la  lune. 
.  NbUfl;,avon9,  d'après  les  formules  (1), 

,        3/i;(C-A)  -.  3/i?(C-A) 

Xu  jij  z^  étant  les  coordonnées  de  la  lune  par  «apport 
ptx  aies  OX,  OY,  OZ. 

Il  nous  faut  exprimer  ces  coordonnées  en  fonction  de 

Ufonçitude  de  la  lune.  Pour  cela,  figurons  une  sphère 

Fig.  7a.  ,  décrite  du  centre  de  grà- 

^^  vite  de  la   terre  comme 

•     //        /  centra,  avec  un  rayon  égal 

pv^*  i~/y'  -----yC—  ^    l'unité 5    et  marqupns 

I  "^  v/     ./^^  ^^^  cette  sphère  la  trace 

J_^^^^^J^^^    '  Wi  du  rayon  vecteur  dé  la 

*  «  .  ¥   lune,  l'éqùateur  XY,  l'é- 

cliptique  XN  et  l'orbite  UinaireN/nj.  L'arc  XN  sera  la 
longitude  du  nœud-,  et  la  son^me  des  deux  arcs  XN,  Nmi, 
non  situés  dans  un  même  plan,  sera  la  longitude  de  4a 
lune,  ou  (fi. 

Nous  cherchons  les  valeurs  des  coordonnées,  en  vue 

de  les  substituer  dans  les  expressions  de  -^  et  de  ~» 
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lesquelles  contieninem  le  facteur  très-petit  — - — •  Il  est 

donc  inutile  de  calculer  ces  valeurs   fort  exacten^m. 

Aussi  nous  négligerons  dans  ce  calcul  le  carré  dé  mû* 

« 

gle  î,  angle  dont  la  valeur  est  à  "peu  près  5°  9'  ou  —  du 

rayon . 

Soient  x\^  y\^  z\  les  coordonnées  de  la  lune,  prises 
par  rapport  à  trois  axes  dont  l'origine  est  au  centre  df 
Cavité  de  la  terre,  et  qui  sont  dirigés,  le  premier  suivant 
la  direction  OX  de  l'équinoxe  de  printemps,  le  secon^ 
suivant  une  perpendiculaire  située  dans  le  plan  de  Fé- 
cliptique,  et  le  troisième  suivant  une  perpendiculaire  a 
l'écliptique. 

Nous  avons  d'abord 

x\  z=z  r,  ces  «ï>„     /,  —  r,  %\n  ç^     z ,  —  r,  /  sin  (  af,  —  \^y 

puis,  par  les  formules  de  transformation  des  coord^nn^ 
en  géométrie  plane, 

4E!,  m  x\  =  r,  coSf  I*,  • 

y  y  =y,  cosô  —  «,  sinO  =  r,  [siof  i*€Os9  —  1  sin  (ip,  —  X)  sinO], 
Zi  ^=:jr\  SiaSl  -I-  «',  cos^  =  r,  [sinf  I  sin  ô  -l-  1  sin  (y,  —  \)  cosO]. 

Substituant  ces  valeurs  dans  les  expressions  fie  L|  et 
de  Ml,'  et  négligeant  toujours  /',  il  vient 

L,  m  — ^ — —-^  [smô  cosÔSm'©,  • 

^  I  (cos'ô  —  sin*0)sinç,  sin  (ç,  —  X)], 

3/2;(c-^A)- .  ^  .'  .  • 

M,  =  —  — ^-i — r-r— ^  [smô^smç,  cos^,  - 

(1-4- A,)  • 

-4-  /cosô  cos^,  sin  (^,  —  >)]. 

1°  Couple  L|.  r-  Si  Ton  nomme  ^  l'angle  dont  rétro- 
grade la  ligne  des  équinoxes  pendant  le  temps  f ,  q^  vertu 
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de  TactioD  du  couple  L^ ,  on  a  réquatîoti 

a  lit  --  — 7 — 9 

où  l'on  doit  remplacer  L,  par  la  valeur  précédente,  et  G 
par  sa  valeur  pC. 

Dans  rintégralîon  qui  doit  nous  fournir  Tangle  '|,  nous 
pourrons  regarder  comme  constante,  non-seulement  l'an- 
gle 6,  mais  aussi  l'angle  i;  car  Tinclinaison  de  Torbîte 
lunaire  sur  l'éclîptique  reste  à  peu  près  constante.  Nous 
pourrons  encore  remplacer  la  longitude  (fi  par  njf-f-const. 
Quant  à  la  longitude  du  nœud,  X,  nous  savons  qu'elle 

diminue  d'une  circonférence  en  i8  ans  -  environ,  d'un 

ô 

mouvement  à  peu  près  uniforme;  en  sorte  que,  en  nom- 
mant —  a  la  vitesse  angulaire  moyenne  du  nœud,  nous 
pourrons  remplacer  1  par  — at-h  const.;  et  il  importe 
d'observer  que  a  sera  beaucoup  plus  petit  que  w,. 

Ceci  posé,  il  suffit  de  remplacer  les  produits  de  sinus 
par  les  cosinus  de  la  somme  et  de  la  différence  des  arcs, 
et  l'intégration  se  fera  immédiatement.  Mais,  parmi  les 
termes  périodiques  de  la  différentielle,  nous  conserve- 
rons seulement  le  terme  indépendant  de  (pi;  car  l'intégrale 
des  autres  termes  aura  en  diviseur  le  nombre  /i,,  tandis 
que  l'intégrale  de  celui-ci  aura  en  diviseur  le  nombre  a, 
lequel  est  beaucoup  plus  petit  que  ^i. 

La  différentielle  fiîJ/  se  réduit  donc  à  la  valeur  suivante 

,,       3/ïf(C  — A)r      ^,      fcos2Ô'        ,  ,1   , 

(l^  =r  -     '  '    ,  ^     '    cosô' H ;- -— -  ces  I  —  cx.e  H-  const.)    dt, 

^      2(H-/i,)pCL  smô'  ^  ^J 

On  en  tire 

,..  .        3/if(C  — A)  /       ^,  /COS20'   .     \ 

'  ^       2(i-f-A,)pC\  asinô'  / 

II .    3**  ÉDIT.  J  4 
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OÙ  X  désigne  l'angle  connu  sous  le  nom  S! anomalie  ex- 
centrique  du  point  (g,  m).  Cet  angle  croît  ici  d'un  tnou- 
veinent  uniforme. 

Le  rapport  des  axes  de  cette  petite  ellipse  est 

b CCS  1  G' 

a  "     cosô' 

Comme  B'  est  un  angle  aigu,  il  s'ensuit  que  a  est  plus 
grand  que  i,  en  sorte  qUe  l'axe  dirigé  vers  le  pôle  de  l'é- 
cliplique  est  le  plus  grand  des  deux. 

Le  pôle  moyen  accomplit  sa  révolution  dans  le  temps 

î  et  le  pôle  vrai  parcourt  sa  petite  ellipse  dans  le 

même  temps  que  le  nœud  de  l'orbite  lunaire  fait  le  tour 

de  l'écliptique,  c'est-à-dire  en  18  ans  ^  environ. 

Calcul  numérique,  —  Dans  ce  calcul,  l'unité  de  lon- 
gueur, sera  la  seconde  d'arc,  et  l'unité  dé  temps  sera 
Tannée  julienne  composée  de  365,^5  jours  solaires 
moyens.  Nous  pourrons  confondre  cette  année  avec  Tan- 
née sidérale,  dont  elle  diffère  très-peu  5  par  suite,  nous 
aurons 

n  rif  nombre  de  secondes  en  36o'*  =:  1296000'^. 

Les  autres  données,  fournies  par  l'observation,  sont, 
pour  l'époque  actuelle, 

/?, 365,25       n 6793,4       « 86164 

/7   ~  27,321       a       365,25       p       86400  X  365,25 

9'  ==  23" 27' 3o" ,     i^i 8528" ,  — ^-  ir -  -L . 

11  faut  encore  connaître  le  rapport  des  moments  d'iner- 
tie,   5  mais  notre  ignorance  sur  la  répartition  de 

la  densité  dans  l'intérieur  de  la  terre  ne  nous  permet  que 
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des  conjectures.  D'après  une  hypothèse  (*),  imaginée  par 
Legendre  et  discutée  par  Laplace  dans  la  Mécanique  cé- 
leste (livre  XI,  §§  i  et  6),  qui  s'accorde  assez  bien  avec 
la  plupart  des  phénomènes  observés,  on  trouve 

— - —  -— o,oo3255. 

Nous  admettrons  cette  valeur. 

Substituant  ces  nombres  dans  les  formules  obtenues, 
il  vient  d'abord 

b        ces  2  0'  ,,^ 

a         cosô'  '^^ 

quel  que  soit  le  rapport  du  moment  d'inertie  ;  tandis 
que  l'observation  donne  -  =0,7462.  L'erreur  relative 

est  •= — 
000 

Nous  trouvons  ensuite 

c  =  i5'%8,  pour  la  précession  solaire  annuelle, 
c,  =  34", 9?  pour  la  précession  lunaire  annuelle, 
c  -f-  c,  =  So" ,  7 ,  ponr  la  précession  annuelle  totale  ; 

tandis  que  la  précession  annuelle  observée  est  5o'',  2. 

Il  vient  enfin 

rt=:9",3o; 

tandis  que  la  valeur  observée  est  9'', 65. 

On  sait  que  la  théorie  des  couples  a  été  imaginée  par 
M.  Poinsot.  Elle  constitue  une  partie  importante  de  Tad- 
mirable  Traité  de  Statique  publié  par  cet  auteur.  L'ap- 


{*)  Cette  hypothèse  consiste  à  regarder  la  terre  comme  une  masse 
fluide  et  teUement  compressible,  que  raccroissement  de  pression  néces- 
saire pour  produire  un  accroissement  donné  de  la  densité  soit  propor- 
tionnel à  la  densité  elle-même. 
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plicatîon  de  la  méthode  à  la  détermination  du  mouve- 
ment de  la  terre  autour  de  son  centre  est  également  due 
à  l'illustre  géomètre  (*). 

CoROLLAiKE.  —  Nous  pouvons,  en  suivant  une  marche 
inverse,  nous  servir  des  mômes  formules  pour  calculer  le 

rapport  des  moments  d'inertie  de  la  terre,  — - — y  et  aussi 

le  rapport  de  la  masse  de  la  terre  à  celle  de  la  lune,  qui 
est  encore  assez  incertain.  Il  nous  suffit  d'égaler  les  ex- 
pressions de  c  -f-  Cl  et  de  a  aux  valeurs  observées  5o'^,2  et 
9 '',65,  puis  de  résoudre  les  deux  équations  obtenues  par 

rapport  aux  quantités  — - —  et  hi.  Nous  trouvons  ainsi 

C 

C  — A 


l       2  p      I      /5o",2       aq'^jGSX  Q^ 

-  1=  -  i-  — iL^—     =  o,oo28$7 , 

3  n  ces  B'  \     n  i       n     j  ' 

Cette  valeur  du  rapport  des  masses  est  sans  doute  trop 
faible,  bien  qu'elle  se  déduise  de  formules  assez  exactes. 
Il  faut  en  conclure  que  la  précession  et  la  nutation  ne 
fournissent  pas  aux  astronomes  un  bon  moyen  pour  dé- 
terminer la  masse  de  la  lune,  en  ce  sens  qu'une  petite 
erreur  dans  la  précession  ou  la  nutation  produit  une  er- 
reur considérable  dans  le  rapport  des  masses. 

6.  Considérons  V orbite  de  la  lune  comme  un  anneau 
circulaire  très^mince,  et  partout  d^ égale  épaisseur^  animé 
d'une  vitesse  de  rotation  autour  de  son  axe  de  figure  y 
égale  au  moyen  mouvement  de  la  lune 'y  et  cherchons 
quel  déplacement  du  plan  de  V orbite  produirait  Vat^ 
traction  du  soleil,  dans  cette  hypothèse. 


(  *)  Voir  la  Théorie  des  cônes  circulaires  roulants  (Journal  de  M.  Liou" 
W//e,t.  XVlll,  p.  4iî  i853). 
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La  distance  moyenne  de  la  lune  à  la  terre  étant  à  peu 
près  la  4oo®  partie  de  celle  du  soleil,  nous  pouvons  appli- 
quer à  Tanneau  fictif  les  formules  établies  pour  le  mou^ 
vement  de  la  terre  dans  le  problème  précédent  5  car  ces 
formules  supposent  seulement  que  le  corps  est  de  révolu- 
tion, et  de  dimensions  petites  relativement  à  la  distance 
du  soleil.  Le  plan  de  Tanneau  nous  représentera  le  plan 
de  Téquateur,  son  axe  de  rotation  nous  représentera  la 
ligne  des  pôles,  etc. 

D'après  cela,  transportant  à  cet  anneau  la  notation  em- 
ployée pour  la  terre  au  problème  cité,  nous  avons 

d^  zrr  ^ —    -      -  COSO  (l  — C0S2©)a^, 

3/2^(C-A)    .   ^  . 

9.pC  ^ 

Ici  le  rapport  — - —  est  égal  à  -»  et  l'angle  0  reste  ton- 

jours  assez  petit,  5^9'  environ.  Il  vient  donc,  en  négli- 
geant le  carré  de  l'angle  9, 

rf^[;  nu  y—  (  l  —  COS  1t^)dt^ 

4p 

4p 

Dans  ces  formules,  n  est  le  mouvement  moyen  du  soleil, 
p  le  mouvement  moyen  de  la  lune  dans  son  orbite,  0  l'in- 
clinaison du  plan  de  l'orbite  lunaire,  —  c|^  la  longitude 
du  nœud  de  la  lune,  (p  la  différence  entre  la  longitude 
moyenne  du  soleil  et  la  longitude  du  nœud  de  la  lune. 
Elles  coïncident  exactement  avec  les  équations  auxquelles 
on  parvient,  quand  on  cherche  à  déterminer  le  mouve- 
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ment  du  plan  de  l^orbite  de  la  lune  par  la  méthode  com- 
mune de  la  variation  des  constantes  arbitraires  (*). 

Si  l'on  néglige  les  termes  périodiques,  pour  ne  consi*- 
dérer  que  le  mouvement  moyen,  on  voit  que  rinclînai- 
son  reste   constante,  et  que  le  nœud  rétrograde  d^uu 

mouvement  uniforme,  avec  la  vitesse  -r—  • 

4p 
Newton  a  traité  cette  question  dans  le  LiWc  des  Prin" 

cipes  (lib.  I,  prop.  66),  L'anneau  qu'il  considère  est  la 
portion  du  globe  terrestre  qui  forme  le  renflement  équa- 
torial.  Il  avait  en  vue  de  calculer  la  précession  des  équi- 
noxes^  mais  il  se  trompa  dans  le  passage  du  cas  d'un  an- 
neau libre  au  cas  réel  d'un  anneau  qui  est  lié  avec  le 
noyau  sphérîque  de  la  terre,  et  Tentraîne  dans  son  mou- 
vement. Laplace  a  corrigé  le  calcul  de  JNewton,  dans  la 
Mécanique  céleste  (liv.  XIV,  §  i). 

7.  Supposons  un  corps  retenu  par  un  point  fixe,  qui 
ne  soit  sollicité  par  aucun  couple  accélérateur.  Ce  sera, 
si  Von  vaut,  un  corps  pesant  retenu  par  son  centre  de 
grav^ité. 

Nommons  G  le  moment  du  couple  résultant  de  toutes 
les  quantités  de  mouvement  5 

h  la  distance  du  centre  fixe  au  plan  qui  touche  Tellip- 
soïde  central,  relatif  à  ce  centre,  sur  Taxe  instantané  de 
rotation  \ 

^ly  y  19  ^i  l^s  coordonnées  du  point  de  contact  par 
rapport  aux  axes  principaux  d'inertie  du  corps  ^ 

k  le  rapport  constant  de  oti,  ^1,  Zj  à  /?,  ^,  r  j 

X,  [Â^  V  les  angles  que  forment  les  axes  principaux  d'i- 
nertie sur  l'axe  fixe  du  couple.G. 


(*)  Cette  remarque  se  trouve  dans  une  thèse  présentée  en   i855,  à  la 
Faculté  de  Paris,  par  M.  Charles  Simon. 
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Le  couple  G  est  constant  en  grandeur  et  en  direction, 
d'après  le  principe  des  aires  ^  la  distance  h  reste  invariable 
pendant  toute  la  durée  du  mouvement,  car  elle  est  égale 
au  quotient  de  la  racine  carrée  de  la  somme  des  forces 
vives  par  le  moment  G;  le  plan  langent  à  Tellipsoïde 
central  sur  l'axe  instantané  coïncide  avec  le  plan  du 
couple  G.  Ce  sont  là  des  propositions  démontrées  dans 
tous  les  Traités  de  Mécanique  postérieurs  aux  travaux  de 
M.  Poinsol. 

De  plus,  on  a  les  équations 

_  I 

h. 


(A'xi 

'  -f-  B'rî 

+  C'zî) 

3  _ 

A'/,' 

H-B^^^-f-CVrr:: 

GS 

cosX 

COSfA 

-   Bç 

COSV 

~"    Cr   " 

"^G 

d' 

où 

l'on 

tire 

cosX 

Aj:, 

COSf* 

"      Bj. 

COSV 

"  Cz, 

z=zh. 

De  ces  relations  on  déduira  sans  peine  plusieurs  pro- 
priétés du  mouvement  des  axes  principaux  d'inertie  re- 
latifs au  centre  fixe  : 

1®  La  somme  des  carrés  des  distances  des  trois  som- 
mets de  r  ellipsoïde  central  à  F  axe  fixe  du  couple  ré- 
sultant des  quantités  de  moui^ement  est  constante  pen- 
dant toute  la  durée  du  mouv^ement. 

0?  La  somme  des  moments  d^ inertie  principaux,  res- 
pectiv^ement  multipliés  par  les  carrés  des  distances  va- 
riables des  sommets  de  V ellipsoïde  central  à  Vaxe  fixe 
du  couple  résultant  des  quantités  de  mouvement,  est 
constante  pendant  toute  la  durée  du  moui^ement. 

3°  Si  Von  nomme  p^,  p^,  p^  les  longueurs  interceptées 
sur  les  axes  principaux  de  V ellipsoïde  central  par  le 
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centre  fixaet  par  le  plan  tangent  à  Vellipsoïde  sur  Vaxe 
instantané  de  rotation,  on  a  les  relations 

P«  pi  Pc  ^'  ^?a  ^?l  ^?c 

4**  Sii  à  partir  du  centre  fixe^  on  porte  sur  les  axes 
principanx  d^inertie  du  corps  trois  lignes  égales  entre 
elles  et  d^une  longueur  quelconque  R,  la  somme  des  aires 
décrites  par  leurs  trois  projections  sur  le  plan  fixe  du 
couple  résultant  des  quantités  de  mou\^ement  sera  pro- 
portionnelle au  temps^  et  elle  aura  pour  valeur  le  produit 

de  aR'  f  par  la  vitesse  de  rotation  j  autour  de  l'axe  fixe 

du  couple. 

5^  Si  l'on  porte  sur  les  mêmes  axes  principaux  trois 
lignes  proportionnelles  aux  racines  carrées  des  trois 
moments  d'' inertie  relatifs  à  ces  axes,  la  somme  des  trois 
aires  décrites  par  leurs  projections  sur  le  plan  du  couple 
sera  aussi  proportionnelle  au  temps. 

En  s'appuyantsur  cette  propriété  de  Tellipsoïde,  que  le 
volume  du  parallélipîpède  construit  sur  trois  demi-dia- 
mètres conjugués  est  constant,  on  démontrera  que  /'e//ip- 
soïde  central  est  perpétuellement  coupé  par  le  plan  dia- 
métral conjugué  à  Vaxe  instantané  de  rotation,  suii^ant 
une  ellipse  dont  Faire  est  constante,  bien  que  la  forme 

varie. 

PonfSOT,   Théorie  nouvelle  de  la  rotation  des  corps  ^ 
part,  m,  chap.  m,  n°'  47"^^^*  S?* 

8.  Considérant  toujours  le  même  corps,  imaginons, 
autour  du  point  fixe  comme  centre,  un  ellipsoïde  dont 
les  axes  soient  dirigés  sui%^ant  les  axes  principaux  d^i- 
nertie  du  co/j)s^  et  aient  pour  longueurs  les  doubles  des 
racines  carrées  des  moments  d'inertie  relatifs  à  ces  axes. 
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Pendant  toute  la  durée  du  mouvement,  la  surface  de 

cet  ellipsoïde  intercepte  la  même  longueur  -  sur  l'axe 

fixe  du  couple  résultant  des  quantités  de  mous^ement 
mené  du  centre  ^  en  sorte  que  cet  axe  fixe  trace  sur  la 
surface  de  V ellipsoïde  la  courbe  qui  résulterait  de  V in- 
tersection de  cette  surface  par  une  sphère  concentrique 

de  rayon  égal  à  -•  Démontrer  directement  ce  théorème. 

Dans  le  langage  de  la  Géométrie  nouvelle,  l'ellipsoïde 
que  nous  considérons  ici  est  la  figure  polaire  réciproque 
de  l'ellipsoïde  central  par  rapport  à  une  sphère  concen- 
trique dont  le  rayon  est  égal  à  Tunilé.  D'après  le  principe 
de  dualité  en  Géométrie,  établi  par  M.  Chasles  dans  son 
Aperçu  historique^  à  une  propriété  de  l'ellipsoïde  central 
concernant  des  points,  des  droites  et  des  plans,  répond 
une  propriété  semblable  du  second  ellipsoïde  concernant 
des  plans,  des  droites  et  des  points.  La  propriété  qui  fait 
l'objet  du  théorème  actuel  répond  à  cette  propriété  de 
Tellipsoïde  central,  découverte  par  M.  Poinsot  :  le  plan 
tangent  à  l'ellipsoïde  central ,  et  perpendiculaire  à  l'axe 
du  couple  résultant  des  quantités  de  mouvement,  coupe 
cet  axe  à  une  même  distance  du  centre,  pendant  toute  la 
durée  du  mouvement.  Ce  nouvel  ellipsoïde  a  été  consi- 
déré pour  la  première  fois  par  Mac-Cullagh. 
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CHAPITRE  X. 

MOUVEMENTS  RELATIFS.  CHANGEMENT  DE  VARIABLES. 


La  détermination  du  mouvement  d'un  système  de 
points  matériels,  relativement  à  des  axçs  mobiles  suivant 
une  loi  donnée,  exige  un  changement  de  variables,  soit 
après  l'intégration  des  équations  différentielles  qui  ré- 
gissent le  mouvement  absolu,  soit  avant  cette  intégration. 
Cette  seconde  marche  est  généralement  préférable  5  nous 
Tétudierons  seule. 

Pour  substituer  de  nouvelles  variables  aux  coordonnées 
rectangulaires  x^  r,  z,  dans  l'équation  générale  de  la  dy- 
namique, 

2[("S-^)'-("S-')*-*("g-^)"]=->- 

il  semble  au  premier  abord  qu'il  faut  calculer  séparé- 

ment  les  expressions  des  quantités  ---  9  -— ? . . . ,  0 .r,  oj.^.^ 

en  fonction  des  nouvelles  variables,  puis  substituer  les  va- 
leurs obtenues  ;  mais  le  calcul  ainsi  fait  serait  parfois  fort 
pénible.  On  l'abrégera  beaucoup  en  se  servant  d'un  théo- 
rème de  Lagrange  (*),  d'après  lequel  toute  la  partie  pé- 
nible de  la  transformation  se  réduit  à  trouver  l'expression 
de  la  demi-somme  des  forces  vives  de  tout  le  système,  en 
fonction  des  variables  nouvelles.  Quoique  ce  théorème 
ne  soit  nullement  nécessaire  pour  la  théorie  des  mouve- 


(  *  )  Mécanique  analytique,  seconde  Partie,  sect.  l\ . 
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ments  relatifs,  ni  même  pour  la  résolution  d'aucun  pro- 
blème de  mécanique,  nous  le  rapporterons  ici,  à  raison 
dé  sa  commodité  pratique  dans  un  grand  nombre  de 
questions,  et,  comme  application,  nous  en  déduirons  les 
équations  générales  du  mouvement  relatif  en  coordonnées 
rectangulaires. 

Formule  de  Lagrange,  —  Soient  a,  (3^  etc.,  les  nou- 
velles variables,  que  nous  supposons  liées  aux  coordon- 
nées rectangulaires  x^  y^  z,  etc.,  par  des  équations  finies 
quelconques,  pouvant  contenir  le  temps  explicitement; 
ces  nouvelles  variables  peuvent  d'ailleurs  être  en  nombre 
différent  de  celui  des  coordonnée»  x^  y^  r,  etc. 

Posons,  d'après  Lagrange, 

dx  _     ^        dy  _     ,        dz         , 
el 

(,)  Trr.i^'^'i-^'^  +  ^'^-^^'O, 

en  sorte  que  T  soit  la  demi-somme  des  forces  vives  de 
tout  le  système. 
L'équation  générale  de  la  dynamique  pourra  s'écrire 

^       /dx'  ,  dy'  ,  dz'  ^  \ 

Le  théorème  de  Lagrange  consiste  en  ce  que  la  quan- 
tité 
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s'exprim&d'une  manière  simple  à  Faide  des  dérivées  de  la 
fonction  T. 

Pour  le  démontrer,  observons  d'abord  que,  les  signes  d 
et  î  pouvant  être  intervertis,  on  a 

d'où  il  résulte 

2(dx'  .  dy  ^  dz'  ^   \ 

'^[-dF^^-^i'^-^'di'n 

(3)  7        =z^"^m{a:'Bx-^y§y^z'Bz) 

Il  reste  à  transformer  les  deux  sommes  qui  figurent  au 
second  membre. 

Pour  cela,  on  imagine  que,  à  laide  des  équations  qui 
lient  les  nouvelles  variables  aux  anciennes  et  au  temps, 
on  ait  exprimé  j:,/,  z,...  eïi  f ,  a,  (3,..,;  etx',  y'>  ^'v?  T 
en  f,  a,  (3,...,  a',  P',.-*  Alors,  en  commençant  parla 
première  somme,  on  a  identiquement 

^m[x'$x-^yBy  -\-z'$z) 

D'ailleurs,  si  l'on  représente  par  (  ^  )  'a  dérivée  par- 
tielle de  X  par  rapport  à  t  en  tant  que  t  figure  explicite- 


(4) 
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ment  dans  Texpression  de  :r  en  r,  a,  |3,. ..,  on  a 


(5) 

x'- 

■\i) 

a'  + 

Ï5^'- 

d'où 

dx' 

dx 

dj/ 

dx 

da.'~ 

Ta' 

1 

rfP' 

-w 

et  de  même 

df 

dr 

dz! 

__  ^^ 

dJ 

~  da 

j  •  •  •  : 

do! 

~dl. 

En  ayant  égard  à  ces  dernières  relations,  l'équation  (4) 
peut  se  mettre  sous  la  forme 

2       1   ,dx'  ,dy  ,dz'\^ 

m[x'-—  -l-r'-f-T  -t-;3'-—  Ua 
V     do!        ^   d(x!  da!  ) 

^      /   ,dx'  ,df  ,dz'\  ^^ 

•  •  •  • > 

ou  bien 

/V  T*  ri  T^ 

Par  suite, 

^^m{x' Sx  -h y  Sjr  -^  z' Sz) 
d  —  d  — 


Bol  h -^  ^B  -4-. ..-h  -— ;  ^a'  -f-  • 


"        dt  dt        ^^"  doL'  d^' 

Quant  à  la  somme  qui  forme  la  dernière  partie  de  l'équa- 
tion (3),  elle  est  évidemment  égale  à  5T,  c'est-à-dire  à 

ài:  ^         rfT  ,^  «^T  .  ,      dT  .^, 
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Ainsi,  en  réaDissant  les  deux  valeurs  obtenues,  il  vient 


2(dx'   ,  dy'  ,  dz'\ 


d—      d  — 

dt  d^  "^«  d^ 

Telle  est  l'expression  donnée  par  Lagrange. 
Pour  achever    la   transformation  de  Téqua lion,  géné- 
rale (2),  il  faut  encore  calculer  la  quantité 

en  fonction  des  nouvelles  variables. 

Ce  calcul  s'effectuera  généralement  sans  artifice  parti- 
culier. 

Toutefois,  dans  le  cas  où  celte  expression  serait  la  varia- 
tion exacte  d'une  fonction  F  des  coordonnées  x^  y,  2,..., 
considérées  comme  variables  indépendantes,  pour  la  trans- 
former, il  suffirait  de  substituer  les  nouvelles  variables 
aux  anciennes  dans  la  fonction  F,  et  de  prendre  la  varia- 
tion par  rapport  à  a,  (3,...,  sans  faire  varier  r. 

En  tout  cas,  si  l'on  représente  la  valeur  de  la  somme 
en  question  par 

A^a -I-B^PH-.  .  .  , 

l'équation  générale  de  la  dynamique  sera 


(■ 


,-,      ,  ''•rfa'       rfT  \.        j  "'  dW       dl       „  ,,„ 


Si  les  variables  a,  [3,.,..  étaient  réduites  au  moindre 
nombre  possible,  on  égalerait  séparément  à  zéro  les 
coefficients  des  variations  Ja,  5(3,.... 

Il  ne  faut  pas  oublier  que,  dans  cette  équation,  les 
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dérivées  par  rapport  à  a,  /3,...,  a',  .Û',.»-  sont  des  dérivées 
partielles,  et  les  dérivées  par  rapport  à  t  des  dérivées  to- 
tales prises  en  considérant  a,  Pv?  «'?  P'?*»-  comme  des 
fonctions  inconnues  du  temps. 

Formules  d'Hamilton.  —  La  formule  de  Lagrange 
prend  une  forme  souvent  plus  commode,  quand  on  y  rem- 
place les  variables  a'^  P',.**  p^ir  de  nouvelles  variables  p, 
Çy.k.  en  même  nombre  que  les  premières,  et  liées  à  celles- 
ci  par  les  équations 

dT  dT 

<7)  ^  =  .77'     ^==^'-'" 

Avant  d'effectuer  celte  substitution,  remarquons  que  T 
est  une  fonction  homogène  de  second  degré  des  variables 
x',  r'j  z'^,  .  ,  (i),  et  que  a/,  y^  z\.  ,  .  sont  des  fonctions 
homogènes  et  du  premier  degré  de  a',  /5', . ..  (5  ) . 

Il  s'ensuit  que  T  est  une  fonction  homogène  et  de  se- 
cond degré  des  variables  a',  (3',....  D'après  une  propriété 
bien  connue  des  fonctions  de  cette  forme,  on  a 
r^       dT    ,       dT  ^, 

et,  par  suite, 

^    '  dyf        ^        dp'  doL  dp    ^ 

Remplaçons  maintenant  dans  la  fonction  T  les  varia- 
bles o/,  /3'...  .  par  les  variables;?,  9,.  . .  (7),  et  prenons  la 
variation  de  la  fonction.  Nous  aurons 

^^       dT  ^         dT  ,  dT  ^        rfT  , 

dp     '^         dq  doL       '       dp      ^ 

Celte  expression  est  identique  à  celle  que  nous  obtien- 
drions en  substituant  les  variables  p^  q^. , .  aux  varia- 
bles a',  j3',. ,.  dans  le  second  membre  de  la  formule  (8). 

Par  ces  subsiitutions,  fî.  3-75  ^•t^î  •  •  •  deviendraient  ^p^ 

UCL  ap  ' 

II.     2*    ÉDIT.  l5 
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5y, ...(7).  Les  équations  qui  expriment  ridenlité  dés 
deux  expressions  sont  donc,  outre  les  équations  (7), 

(9)  ^  =  «',     5^=P'"" 

dT  dl       dT  dT 

Il  faut  se  souvenir  que  dans  ces  équations,  comme  dans 
les  équations  (7),  le  premier  membre  est  exprimé  en 
fonction  des  variables  a,  jS,...,  p^  cj^,,,  et  le  second  mem- 
bre en  fonction  des  variables  a,  .6,...,  a',  j3',.... 

Les  formules  (7)  et  (10)  nous  donnent  immédiatement 
le  résultat  de  la  substitution  des  nouvelles  variables  dans 
la  formule  de  Lagrange  (6), 

Cette  équation,  jointe  aux  équations  (9), 

doi_dT       ^p_  dT 
dt  dp  dt  dq 

est  une  nouvelle  forme  de  l'équation  générale  de  la  dyna- 
mique. 

Quand  les  variables  a,  j3, .  .  .  sont  réduites  au  moindre 
nombre  possible,  on  a  séparément 

dp       dT       ^  dq       dT       ^ 

dt         doL  ^      dt         d^  ' 

Si,  de  plus,  Arfa -4- Brf/3-f-. , .  est  une  différentielle 
exacte  <iU,  en  posant  U  —  T  =  H,  les  équations  du  pro- 
blème deviennent 

dp_^dH  dq  _  dU 

dt   ~  du'  dt~~df^'"' 

If  —  _^         ^  _      _^H 

dt  ~  dp'       dt  ~~         dq' 

Ce  sont  là  les  formules  d'Hamilton. 
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jipplication  aux  mouuements  relatifs,  —  Supposons 
que  les  nouvelles  variables  a,  j3,  y, . . .  soient  des  coor- 
données relatives  à  des  axes  rectangulaires,  mobiles  sui- 
vant une  loi  donnée. 
Soient 

xz=jPo-i-  a  a.  H-  b^  H- ^7> 
r  =  Jo-f-  a'oi-\-  b'p  -t-c'7, 

les  formules  de  transformation,  dans  lesquelles  Xq,  Jo^  ^% 
et  les  cosinus  a,  è,  c,  a',..,  sont  des  fonctions  connues 
du  temps. 

Pour    abréger  l'écriture,    supprimons   le   signe  ^ ? 

comme  s'il  ne  s'agissait  que  d'un  seul  point,  et  supposons 
la  masse  m  égale  à  l'unité. 

En  ayant  égard  aux  relations  finies  qui  lient  les  neuf  co- 
sinus, ainsi  qu'aux  relations  différentielles  qui  en  déri- 
vent, nous  obtenons  successivement 

2T  =  :r'=^  -f-/'  -♦-  z''  =n  a'2  +  P"  -♦-  y" 

/     da        ^  db  de        dx,y 

\     dt         ^  dl         '  dt  dt  I 

I    da'        ^db'  de'        droV 

-^[^-dF-^^^^-^-dl-^-dF) 

(    da"  db"  de"       dz,y 

■^[^-dF'^^-dF'^'^-di-^-di) 

.^  I     da        ^db  de        dxA 

+  ^(«„'  +  fcp'  +  c/)(^a  -  +  p-  +  ,  -  +  -j 

/    da'  db'  de'       drA 

,„„,       „   m/    da"      „db"  de"       dz,\ 

i5. 


d^ 
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,  /     dh  ,db'  „db"\ 

'  \    dt  dt  dt  )  dt  dt  dt^ 

dT        daf    da        ^  db  de        dxA 

di'^di\"dF-^^di-^'^dt^'dF) 

da'  f    da'        ^db'  de'        dyo\ 

de  \      dt         ^  dt         '  de ,        dt  J 

da"  l    da"        ^db"  de"       dzA 

dt  \      dt  ^   dt         '    dt         dt  J 

^^(t^'^cy') 
da" 


(12) 


^,  (ô''p'  +  c"/), 


/       dT 

da'        dT 


dt  dx 


d^oL  [d'^x,        d'à  dH  ^        d'c     \ 

=  -7F'^''[-dF--^-dF^^-dF^-^-dFV 

Jd'z,        d-'a"  d'b"  ^       dH"   \ 

^^\dF^'-dF^^-dë^-^^'n 

\_\    dt  dt  dt  J  dt 

\     dt  dt  dt  J  dt  J 


-  U" 


Celte  dernière  quantité,  augmentée  de  la  force  qui 
sollicite  le  point  dans  la  direction  de  l'axe  des  a,  est  le 
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coefficient  de  Ja  dans  l'équation  générale  du  mouvement 
relatif. 

Les  coefficients  de  J/3,  dy  sont  de  même  forme;  on  les 
déduit  du  coefficient  de  da.  par  la  permutation  circulaire 
des  lettres  a,  j3,  y  et  a,  A,  c. 

On  peut  considérer  les  termes  ajoutés  à  -—  dans  l'ex- 
pression (ta),  et  les  termes  analogues  relatifs  aux  autres 
coordonnées,  comme  représentant  des  forces  fictives  telles 
que,  sous  l'action  de  ces  forces  et  des  forces  réellement 
appliquées,  le  système  prendrait  un  mouvement  absolu 
identique  au  mouvement  relatif  qu'il  s'agit  de  déterminer. 
La  formation  des  équations  du  mouvement  relatif  con- 
siste tout  entière  dans  la  recherche  de  ces  forces  fictives. 
C'est  ainsi  que  Claîraut^(*)  et,  après  lui,  Coriolis  (**) 
ont  envisagé  la  théorie  des  mouvements  relatifs. 

Reprenons  la  question  sous  ce  nouveau  point  de  vue, 
en  usant  de  considérations  géométriques  :  les  démonstra- 
tions en  seront  plus  simples  et  surtout  plus  lumineuses. 

Exposé  géométrique  de  la  théorie  des  moui^ements 
relatifs.  —  Observons  d'abord  que,  si  les  axes  ont  un 
simple  mouvement' de  translation  rectiligne  et  uniforme, 
ce  mouvement  des  axes  ne  modifie  en  rien  les  dérivées 
des  vitesses  relatives,  lesquelles  dérivées  mesurent  les 
forces  accélératrices  capables  de  produire  un  mouvement 
absolu  égal  au  mouvement  relatif  considéré.  Il  en  résulte 
que,  dans  ce  cas,  les  équations  différentielles  du  mouve- 
ment relatif  aux  axes  mobiles  sont  tout  à  fait  identiques 
aux  équations  différentielles  du  mouvement  absolu  par 


(*)  Mémoires  de  l'Académie  des  Sciences  de  PariSf  1742»  p»  *•  Clairaut 
commet  une  erreur  dans  Texposé  de  la  méihode;  mais  il  l'applique 
correctement  à  plusieurs  questions.  Quelques- unes  de  ces  questions  ont 
été  résolues  directement  dans  cet  ouyrage. 

{**)  Journal  de  VÉcole  Polytechnique,  J-Xl^  et  XXIV^  Cahiers. 
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rapport  à  des  axes  fixes,  parallèles  aux  premiers.  Seule- 
ment, quaud  on  intégrera  les  équations,  les  constantes 
introduites  devront  être  déterminées  différemment  pour 
le  mouvement  relatif  et  pour  le  mouvement  absolu. 

Actuellement  supposons  les  axes  animés  d'un  mouve- 
ment de  l'espèce  la  plus  générale,  et  considérons  pendant 
un  instant  infiniment  petit  dt  le  mouvement  relatif  d'un 
point  matériel  M,  entièrement  libre,  et  sollicité  par  des 
forces  quelconques.  Ce  mouvement  relatif  ne  sera  pas 


Fig.  73. 


/M" 


changé  si,  à  la  fin  de  l'instant  dt^  nous  imprimons  à  tout 
l'ensemble  des  axes  et  du  point  matériel  un  mouvement 
commun  qui  ramène  les  axes  à  la  position  qu'ils  occupe- 
raient, dans  la  supposition  que  leur  mouvement  pendant 
l'instant  dt  ait  été  une  translation  uniforme,  due  à  une 
vitesse  acquise,  égale  et  parallèle  à  celle  que  possède  le 
point  M  au  commencement  de  l'instant  dt.  Mais  alors  le 
mouvement  du  système  est  raniené  au  cas  simple  que 
nous  avons  considéré  d'abord,  où  les  équations  différen- 
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tielles  du  mouvement  relatif  sont  identiques  à  celle$  du 
mouven\ent  absolu.  Donc  nous  pouvons  traiter  le  mou- 
vement relatif  comme  un  mouvement  absolu,  si  nous 
ajoutons  aux  forces  qui  sollicitent  réellement  le  point  M 
pendant  l'instant  dt  des  forces  capables  de  lui  faire  par- 
courir, pendant  le  même  instant,  le  chemin  que  nous  lui 
avon^  fait  parcourir  par  le  mouvement  imprimé  fictive- 
ment au  système. 

Il  nous  reste  à  calculer  ces  forces.  Soient  : 

OX,  OY,  OZ  les  positions  des  axes  au  commencement 
de  l'instant  <i£; 

O'X',  O'Y',  O'Z'  les  positions  des  mêmes  axes  à  la  fin 
de  l'instant  dt'^ 

OiXi,  OiYj,  OiZi  les  positions  qu'occuperaient  ces 
axes  à  la  fin  de  l'instant  df^  si,  pendant  cet  instant,  leur 
mouvement  avait  été  une  translation  uniforme,  due  tout 
entière  à  la  vitesse  acquise  qui  anime  le  point  M  au  com- 
mencement de  l'instant  considéré  ; 

Oi  I  une  parallèle  à  l'axe  instantané  autour  duquel  les 
axes  ont  tourné  pendant  l'instant  dt-^ 

G)  leur  vitesse  de  rotation  autour  de  cet  axe; 

M  la  position  du  point  mobile  au  commencement  de 
l'instant  dt'^ 

M' la  position  qu'aurait  prise  le  point  mobile  à  la  fin 
de  l'instant  éZf,  si  pendant  cet  instant  il  eût  été  lié  aux 
axes  mobiles  ; 

M"  la  position  du  même  point  à  la  fin  de  l'instant  dt  5 
en  sorte  que  M' M"  sera  le  déplacement  relatif  du  point 
pendant  l'instant  é^t; 

Ml  la  position  qu'occuperait  ce  même  point  à  la  fin  de 
cet  instant,  si  son  mouvement  avait  été  une  translation 
uniforme,  due  tout  entière  à  sa  vitesse  acquise  au  com- 
ment de  l'instant  considéré. 

Imaginons  de  nouveaux  axes  mobiles  dont  l'origine  est 
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en  M  au  commencement  de  IMustant  dt^  qui  sont  invaria- 
blement liés  aux  premiers  axes  mobiles  et  leur  sont  paral- 
lèles. 

Soient  M' 5',  M'y?',  M'^'  les  positions  de  ces  nouveaux 
axes  à  la  fin  de  Tinstant  dt^  et  Mi|i, ...  les  positions  que 
prennent  ces  nouveaux  axes  quand  les  premiers  ont  la 
position  OjXi,. . .  . 

Pour  amener  les  axes  0'X',..«  à  la  position  OiXi,..., 
il  suffit  d'amener  les  axes  M'^',. . .,  qui  leur  sont  invaria- 
blement liés,  à  la  position  MiÇi, . .  . ,  Cela  se  peut  faire 
par  deux  mouvements  successifs  :  une  translation  paral- 
lèle qui  amène  Torigine  M' en  Mj,  et  une  rotation  — co  dt 
autour  d'une  parallèle  à  Oj!  menée  par  le  point  Mi.   ' 

Dans  le  premier  mouvement,  le  point  M",  que  nous 
supposons  entraîné  dans  le  mouvement  donné  aux  axes, 
décrit  une  droite  M'^M'^  égale  et  parallèle  à  M'Mj.Ce 
déplacement  serait  produit  par  une  force  égale  et  con- 
traire à  celle  qui  forcerait  le  point  matériel  à  rester  in- 
variablement lié  aux  axes  mobiles,  en  supposant  qu'il  ait 
au  commencement  de  l'instant  considéré  la  même  vitesse 
qu'un  point  fictif  coïncidant  avec  lui  et  invariablement 
lié  aux  axes. 

Dans  le  second  mouvement,  le  point  M",  décrit,  en  sens 
contraire  de  la  rotation  des  axes,  un  petit  arc  M"^  M',  per- 
pendiculaire à  Ojl  et  à  la  direction  MiM*  de  la  vitesse 
relative.  La  longueur  de  ce  petit  arc  est  le  produit  de  (î^dt 
par  la  projection  du  déplacement  relatif  Mj M",  sur  un 
plan  perpendiculaire  à  l'axe  Ojl.  Si  nous  nommons  u  la 
projection  de  la  vitesse  relative  sur  ce  plan  perpendicu- 
laire^ la  longueur  de  cet  arc  infiniment  petit  sera  wurf/?', 
et  la  force  accélératrice  constante  capable  de  le  faire  pai^ 
courir  pendant  l'instant  dt^  en  agissant  dans  la  direction 
de  ce  petit  chemin,  sera  2 cou. 

Nous  avons  donc  ce  théorème  :  Pour  ai^oir  les  équa^ 
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lions  du  mouvement  relatif  d^m  point  libre^  il  faut  ajou- 
ter aux  termes  existants  pour  le  mouvement  absolu, 
d^ abord  ceux  qui  représentent  une  Jorce  égale  et  con- 
traire  à  celle  gui  forcerait  le  point  considéré  à  rester 
invariablement  lié  aux  axes  mobiles,  et,  en  outre,  ceux 
gui  proviendraient  d\ine  force  perpendiculaire  à  la 
"vitesse  relative  et  à  Vaxe  instantané  de  rotation  des 
axes  mobdes,  dirigée  dans  le  sens  contraire  au  mouve^ 
ment  de  rotation  ^  égale  à  deux  fois  le  produit  de  la 
^vitesse  angulaire  de  rotation  des  axes  mobiles  par  la 
^vitesse  relative  projetée  sur  un  plan  perpendiculaire  à 
cet  axe. 

On  aurait  pu  abréger  cette  démonstration  en  observant 
que,  pour  le  calcul  des  forces  additionnelles,  il  est  permis 
de  remplacer  les  axes  mobiles  OX,  OY,  OZ  par  les  axes 
MÇ,  My?,  MÇ^  car  les  dérivées  des  vitesses,  qui  mesurent 
ces  forces,  sont  les  mêmes  par  rapport  aux  derniers  axes 
et  par  rapport  aux  premiers.  Alors  les  points  M  et  O, 
Ml  et  Oj,  M'  et  (y  se  confondent.  C'est  ainsi  que  fait 
M.  J.  Bertrand  (*),  auquel  nous  empruntons  «es  consi- 
dérations géométriques  5  mais  on  pénètre  mieux  la  rai- 
son du  théorème  eu  n'usant  pas  d'abord  de  celte  simpli- 
fication. 

La  première  force  additionnelle,  prise  en  sens  con- 
traire, est  nommée  par  Coriolis  force  d"* entraînement, 
et  la  seconde  est  nommée  forge  centrifuge  composée, 
parce  que,  de  même  que  la  force  centrifuge,  elle  est  per- 
pendiculaire à  la  vitesse  et  à  Taxe  de  rotation. 

Les  équations  du  mouvement  relatif  d'un  système  assu- 
jetti à  des  liaisons  quelconques  se  déduisent  des  équations 
du  mouvement  relatif  d'un  point  libre,  comme  s'il  s'agis- 
sait du  mouvement  absolu. 


(*)  Journal  de  VEcoîe  Polytechnique,  XXWl^  Ctkh'ier,  p.   i49- 
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Soient  x^  y^  z  les  coordonnées  absolues  d'un  point  du 
système,  x\  y\  z*  les  coordonnées  relatives,  a,  j3,  y  les 
coordonnées  de  l'origine  des  axes  mobiles,  et 

a:  =  a  -f-  ax'  4-  by'  H-  cz'\ 

les  formules  dé  transformations. 

Nommons  X^,  Y^,  Z^  les  composantes  de  la  force  accé- 
lératrice d'entraînement  suivant  les  axes  fixes,  et  X'^ ,  Y^ , 
Z^  les  composantes  de  la  même  force  siiivant  les  axes  mo- 
biles. Xe,  Y^,  Z^  seront  les  dérivées  secondes  de  x,  y^  z^ 
calculées  en  supposant  invariables  les  coordonnées  x\ 
y\  z'.  Par  conséquent, 

^        d^oL         ,d^a  ,d^b         ,d^c 

de  dt^         -^ .    dt^  dt^ 

d^B 

^'-  dt^  ^'"' 

d'y 

et 

r,  =  blL,-hb'Ye-hb''Z,, 

Soient  p,  y,  r  les  composantes  de  la  vitesse  angulaire  co 
autour  des  axes  mobiles,  f^'  la  vitesse  relative,  i  Tangle 
qu'elle  fait  avec  l'axe  instantané  de  rotation  des  axes 
mobiles,  et  ^,  |:x,  v  les  angles  que  la  force  centrifuge  com- 
posée fait  avec  les  axes  mobiles. 

La  force  centrifuge  composée  étant  perpendiculaire  à 


DYflAMlQUE.  235 

l'axe  instantané  et  à  la  vitesse  relative,  on  a  les  relations 

p  COSX  -♦-  q  COSfX  -\-  r  cosv  =  o, 
dx'       ^       df  dz' 

—--  CCS  A  H COSu  H —  cosv  =:  O  , 

dt  dt         ^         de  ' 

cos^X  -♦-  cos^fx  -4-  cos'v  1=  I  ; 
d'où  l'on  tire 

COSX  COSft  COSv 


dz'  __    df^         ^_     ^  ^^'  ^^' 

^~dt'~^1t        ^~dt^^Tt       ^1t~^~di 


I 


(0  p'  sin  /  wu 

On  a  pris  le  radical  négativement,  parce  que  le  mou- 
vement de  la  demi-droite  qui  représente  la  rotation  «^ 
vers  la  demi-^droîte  qui  représente  la  vitesse  relative,  est 
nécessairement  rétrograde  pour  un  observateur  couché 
sur  la  droite  qui  représente  la  force  centrifuge  com- 
posée. 

D'après  ces  valeurs,  si  l'on  nomme  X',  Y',  Z'  les  com- 
posantes suivant  les  axes  mobiles  des  forces  accéléra- 
trices réellement  appliquées  au  point  considéré,  et  m  la 
masse  de  ce  point,  l'équation  générale  du  mouvement 
relatif  du  système  sera  la  suivante  : 


a36  MÉCAIVIQUE    RATIONITELLE. 

On  reconnaît  aisément,  sous  une  notation  différente, 
l'équation  à  laquelle  nous  sommes  arrivés  par  le  ihéorème 
de  Lagrange  (12). 

Admettons  que  les  liaisons  ne  dépendent  que  des  coor- 
données relatives  aux  axes  mobiles  5  alors  nous  pourrons 
appliquer  le  principe  des  Jorces  vii^es  au  mouvement 
relatif.  Les  forces  centrifuges  composées  disparaîtront^ 
puisqu'elles  sont  perpendiculaires  à  la  vitesse  relative,  et 
nous  aurons  la  formule 

i  2  mv"  =  1   r^  m  (X'  djc'  +  Y'  ûfj'  +  Z'  dz') 
(B)      <  -^ 

I  —2  Ç^m(X.'^dx' -hY'^dy'-hrdz'). 

1 .  Un  point  pesant  est  assujetti  à  se  mou^^oir  sur  une 
courbe  qui  tourne  autour  d'un  axe  'vertical  avec  une  vi- 
tesse constante  et  connue.  Déterminer  la  courbe  par  la 
condition  que  le  point  se  meui^e  suiv^ant  une  loi  donnée. 

Prenons  Taxe  des  z  dirigé  suivant  l'axe  de  rotation,  en 
sens  contraire  de  la  pesanteur  5  nommons  z,  x,  y  les 
coordonnées  du  mobile  par  rapport  à  cet  axe  et  à  deux 
axes  horizontaux  rectangulaires,  entraînés  dans  le  mou- 
vement de  rotation 5  et  soient  o)  la  vitesse  angulaire, 
/(^,  V-^*  +J^')  l'expression  donnée  de  la  vitesse  du  mo- 
bile sur  la  courbe  au  point  (a:,  j^,  z), 

La  force  d'entraînement,  changée  de  sens,  est  égale  à 
la  force  centrifuge  qui  naît  du  mouvement  circulaire  de  la 
courbe 5  par  suite,  la  formule  (B)  nous  donne 

[/(z,  v^or'+j')]'  =  —  ^S^  +  «'  (^'  +/")-+-  const. 

Cette  équation  représente  une  surface  de  révolution  ;  et 
la  courbe  cherchée  est  assujettie  à  cette  seule  condition 
d'être  située  sur  cette  surface. 
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La  surface  est  du  second  degré,  quand  la  fonction/* est 
de  l'une  des  formes  A-^  +•  C,  BvAr'  -hj^ ,  A,  B,  C  repré- 
sentant des  constantes.  Elle  est  engendrée  par  une 
courbe  du  second  degré,  quand  la  fonction  f  est  de  la 
forme  A«  H-  B  v/x'-f-/*  -h  C. 

Supposons  que  le  mobile  soit  soustrait  à  l'action  de  la 
pesanteur,  et  que  la  vitesse  soit  exprimée  en  fonction  de 
Tare  parcouru  5,  par  l'équation 

Dans  ce  cas,  si  nous  représentons  par  r  la  distance  du 
mobile  à  Taxe  de  rotation,  et  par  a  la  valeur  de  r  k  l'ori- 
gine des  arcs,  la  formule  (B)  nous  donne  la  relation 


Toutes  les  courbes  qui  vérifient  cette  relation  satisfont 
à  la  question  proposée.  En  particulier,  si  la  courbe  est 
plane,  elle  n'est  autre  que  la  chainelte 


')' 


l'origine  des  distances  z  étant  à  la  même  hauteur  que 
l'origine  des  arcs. 

2.  Étant  données  les  forces,  dirigées  vers  un  centre 
fixe  et  fonction  de  la  distance  à  ce  centre^  par  V  action 
desquelles  un  point  matériel  se  meut  dans  une  orbite, 
quelles  sont  les  forces  à  ajout  er^  pour  que  le  point  ma- 
tériel continue  à  décrire  la  même  orbite^  dans  le  cas  oii 
celle-ci  viendrait  à  tourner  autour  d*un  axe  perpendi" 
culaire  à  son  plan  et  mené  par  le  centre  des  forces^ 
ai^ec  une  vitesse  angulaire  qui  soit  dans  un  rapport 
donné,  n,  ai^ec  la  vitesse  angulaire  du  point  matériel 
circulant  dans  r  orbite  P 
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On  reconnaît  aisément,  sous  une  notation  différente, 
l'équation  à  laquelle  nous  sommes  arrivés  par  le  ihéorème 
de  Lagrange  (12). 

Admettons  que  les  liaisons  ne  dépendent  que  des  coor- 
données relatives  aux  axes  mobiles  5  alors  nous  pourrons 
appliquer  le  principe  des  Jorces  vwes  au  mouvement 
relatif.  Les  forces  centrifuges  composées  disparaîtront^ 
puisqu'elles  sont  perpendiculaires  à  la  vitesse  relative,  et 
nous  aurons  la  formule 


(B) 


î  '^nw^^i  r^mCX.'dx'  -hY'dy'-hZ'dz') 


1 .  Un  point  pesant  est  assujetti  à  se  moui^oir  sur  une 
courbe  qui  tourne  autour  d'un  axe  vertical  ay^ec  une  vi- 
tesse constante  et  connue.  Déterminer  la  courbe  par  la 
condition  que  le  point  se  meuy^e  suivant  une  loi  donnée. 

Prenons  l'axe  des  z  dirigé  suivant  l'axe  de  rotation,  en 
sens  contraire  de  la  pesanteur  5  nommons  z,  x,  y  les 
coordonnées  du  mobile  par  rapport  à  cet  axe  et  à  deux 
axes  horizontaux  rectangulaires,  entraînés  dans  le  mou- 
vement de  rotation-,  et  soient  o)  la  vitesse  angulaire, 
f{z^  Vx*  -^y^)  l'expression  donnée  de  la  vitesse  du  mo- 
bile sur  la  courbe  au  point  (^,  JK?  ^)» 

La  force  d'entraînement,  changée  de  sens,  est  égale  à 
la  force  centrifuge  qui  naît  du  mouvement  circulaire  de  la 
courbe;  par  suite,  la  formule  (B)  nous  donne 

[/(z,  s/j^-hx')Y  ==  —  2gz  -+-  «'  (J?'  +  J")  +  const. 

Cette  équation  représente  une  surface  de  révolution  5  et 
la  courbe  cherchée  est  assujettie  à  cette  seule  condition 
d'être  située  sur  cette  surface. 
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La  surface  est  du  second  degré,  quand  la  fonction/* est 
de  l'une  des  formes  A-^  -f-  C,  By/x'  -hj^ ,  A,  B,  C  repré- 
sentant des  constantes.  Elle  est  engendrée  par  une 
courbe  du  second  degré,  quand  la  fonction  f  est  de  la 
forme  Az-h-B y/x'-f-/*  4- C. 

Supposons  que  le  mobile  soit  soustrait  à  l'action  de  la 
pesanteur,  et  que  la  vitesse  soit  exprimée  en  fonction  de 
Tare  parcouru  5,  par  l'équation 

v^  =:=  w^  ^2  _j_  const. 

Dans  ce  cas,  si  nous  représentons  par  r  la  distance  du 
mobile  à  Taxe  de  rotation,  et  par  a  la  valeur  de  r  à  Tori- 
gine  dès  arcs,  la  formule  (B)  nous  donne  la  relation 


Toutes  les  courbes  qui  vérifient  cette  relation  satisfont 
à  la  question  proposée.  En  particulier,  si  la  courbe  est 
plane,  elle  n'est  autre  que  la  chaînette 


O- 


l'origine  des  distances  z  étant  à  la  même  hauteur  que 
l'origine  des  arcs. 

2.  Étant  données  les  forces,  dirigées  vers  un  centre 
fixe  et  fonction  de  la  distance  à  ce  centre^  par  Vaction 
desquelles  un  point  matériel  se  meut  dans  une  orbite, 
quelles  sont  les  forces  à  ajout  er^  pour  que  le  point  ma- 
tériel continue  à  décrire  la  même  orbite ^  dans  le  cas  oii 
celle-ci  viendrait  à  tourner  autour  d'un  axe  perpendi-^ 
culaire  à  son  plan  et  mené  par  le  centre  des  forces^ 
avec  une  vitesse  angulaire  qui  soit  dans  un  rapport 
donné  y  n,  av^ec  la  vitesse  angulaire  du  point  matériel 
circulant  dans  F  orbite  ? 
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Nous  allons  déterminer  les  forces  qu'il  iÇaut  ajouter 
aux  forces  qui  sollicitent  le  mobile  lorsqu'il  décrit  l'orbite 
révolvante,  pour  que  le  mouvement  relatif  à  des  axes 
entraînés  dans  la  rotation  de  l'orbite  puisse  être  déter- 
miné à  la  manière  d'un  mouvement  absolu,  en  regardant 
les  axes  comme  fixes.  Ces  forces  additionnelles,  changées 
de  sens,  seront  les  forces  cherchées. 

Soient  r  la  distance  du  mobile  au  centre  des  forces,  et 
Q  l'augle  décrit  par  le  rayon  vecteur  dans  le  mouvement 
relatif  aux  axes  mobiles.  Supposons,  pour  nous  fixer, 
que  la  rotation  dé  l'orbite  soit  de  même  sens  que  le  mou- 
vement du  point  sur  la  courbe.  Les  formules  obtenues 
dans  cette  hypothèse  conviendront  au  cas  contraire,  quand 
on  y  supposera  n  négatif. 

La  force  d'entraînement,  changée  de  sens,  se  compose 
d'une  force  dirigée  suivant  le  prolongement  du  rayon 
vecteur,  égale  à  la  force  centrifuge  dans  le  mouvement 
circulaire  des  axes  supposé  uniforme  5  et  d'une  force  per- 
pendiculaire au  rayon  vecteur,  dirigée  en  sens  contraire 
du  mouvement,  égale  et  contraire  à  celle  qui  produirait 
l'accélération  du  mouvement  circulaire.  Les  valeurs  de 
ces  deux  composantes  sont  respectivement 

d9^  d'B 

dt^  dt^ 

La  force  centrifuge  composée  est  dirigée  suivant  la  nor- 
male extérieure  à  l'orbite.  Son  intensité  est 


■r^dQ^ 


dt' 

Elle  fait  avec  le  prolongement  du  rayon  vecteur   un 

dr 
'7dl' 


angle  dont  la  tangente  est  — jr*  Par  suite,  sa  composante 
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suivant  le  prolongement  du  rayon  vecteur  est 


et  sa  composante  suivant  la  perpendiculaire  au  rayon 
vecteur  dirigée  en  sens  contraire  du  mouvement  est 


dQdr 
dt  dt 


Or  les  deux  composantes  perpendiculaires  au  rayon 
vecteur  se  détruisent-,  car,  d'après  le  principe  des  aires, 
on  a 


,^0 

/•2  — -  =  CODSt.  z=z  C, 
dt  ' 


et,  en  difierentiant, 


drd^  r/2  0 

2  -r-—    +r  -— -  =:0. 

dt  dt  dt^ 

De  plus,  la  même  équation  des  aires  donne 

~dë  "'T*' 

Substituant  cette  valeur  dans  l'expression  de  la  somme 
des  composantes  dirigées  suivant  le  rayon  vecteur,  et 
changeant  les  signes,  on  obtient  finalement  pour  la 
force  cherchée  une  force  dirigée  vers  le  centre  d'action, 
égale  à 

r» 

Ainsi,  pour  que  le  point  matériel  continue  à  décrire 
r  orbite  rés^ohante,  il  faut  ajouter  aux  forces  déjà  exis- 
tantes une  attraction  inv^ersement  proportionnelle  au 
cube  de  la  distance.  Cette  attraction  se  changerait  en  ré- 
pulsion, si  n  était  compris  entre  o  et  — 2.  Elle  serait 
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nulle,  si  n  était  égale  à  —  a  ;  c'est  qu'alors  la  courbe  dé- 
crite dans  l'espace  ne  serait  pas  altérée  par  la  rotation  de 
l'orbite,  le  sens  du  mouvement  sur  la  courbe  serait  seul 
changé. 

Pour  avoir  l'équatîon  de  la  courbe  décrite  dans  l'espace 
quand  l'orbite  tourne,  il  suffit  de  remplacer,  dans  l'équa- 
tîon de  l'orbite,  0  par Q, 

Si  Ton  suppose  que  l'orbite  soit  une  ellipse,  on  re» 
trouve  les  formules  données  au  tome  I,  page  343.  Il  faut 
pourtant  observer  que  la  constante  C  n'a  pas  la  même 
valeur  dans  les  deux  problèmes.  Ici  elle  se  rapporte  au 
mouvement  relatif  5  dans  le  passage  cité,  elle  se  rapporte 
au  mouvement  absolu  :  elle  est  alors  plus  grande  dans  le 
rapport  de  i  -f-  «  à  l'unité. 

Newton,  Principia^  lib.  I,  prop.  44* 

3.  Déterminer  le  moui^ement  apparent  d'un  projectile 
lancé  dans  le  vide  à  la  surface  de  la  terre ,  en  tenant 
compte  du  mouvement  de  la  terre. 

Nous  pouvons  considérer  le  centre  de  gravité  de  la  terre 
comme  fixe,  pourvu  que  nous  appliquions  au  projectile 
une  force  accélératrice  égale  à  la  différence  entre  la  force 
accélératrice  qui  maintient  la  terre  dans  son  oibite  et  la 
force  accélératrice  avec  laquelle  le  soleil  sollicite  le  mo- 
bile considéré.  Cette  différence  étant  extrêmement  petite, 
nous  n'aurons  à  nous  occuper  que  de  la  rotation  de  la 
terre  autour  de  la  ligne  des  pôles ,  supposée  tout  à  fait 
immobile. 

Les  forces  réellement  appliquées  se  réduisent  alors  a 
l'attraction  terrestre.  La  force  d'entraînement,  changée 
de  signe,  que  nous  devons  ajouter  dans  les  équations,  est 
ici  la  force  centrifuge  due  à  la  rotation  de  la  terre.  Or, 
cette  force  centrifuge  et  l'attraction  terrestre  ont  pour 
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résqltan  te  le  poids  du  corps,  mg^  dirigé  suivant  la  verticale 
du  lieu.  On  voit  donc  que,  pour  tenir  compte  de  la  force 
d'entraînement,  il  nous  suffit  de  substituer  le  poids  du 
corps,  mg,  à  l'attraction  terrestre,  comme  nous  Pavons  fait 
jusqu'ici,  lorsque  nous  supposions  la  terre  immobile. 

Admettons,  pour  nous  fixer,  que  le  point  de  départ  soit 
situé  dans  Thémisphère  boréal. 

Nommons  : 

X  la  latitude  du  point  de  départ; 

h  la  distance  de  ce  point  à  Taxe  de  rotation  de  la 
terre  \ 

h  la  distance  du  même  point  à  Téquateur  \ 

tù  la  vitesse  de  rotation  de  la  terre. 

L'origine  des  axes  mobiles  des  x'^  des  y'  et  des  z'  sera 
situé  au  point  de  départ;  le  premier  axe  sera  l'horizon- 
tale dirigée  vers  le  nord;  le  second  sera  l'horizontale  di- 
rigée vers  l'est  ;  le  troisième  sera  dirigé  dans  le  sens  de  la 
pesanteur,  et,  par  suite,  fera  sur  le  plan  de  l'équateur  un 
angle  égal  à  la  latitude  X. 

Les  vitesses  de  rotation  autour  des  axes  mobiles,  con- 
sidérées comme  positives  quand  la  rotation  s'effectue  de 
droite  à  gauche,  sont 

y?  =  û>cosX,     y  =  o,     r=i  —  oisinX; 

Substituant  ces  valeurs  dans  Téquation  générale  (A), 
égalant  à  zéro  les  coefficients  des  variations,  et  suppri- 
mant les  accents,  il  vient 

/  ^'-^  .   ^  ^(T"       ^ 

l    dt^  dt  ' 

/  X  ]  ^*T  .    ^  dx  ^  dz       „ 

{ I  )  {   —rz 2  W  Sm  A  — ?.  W  COSX Y  C=:  G, 

^  '  \    dt^  dt  dt  ^ 

\  ^^ ^  .  dr       „ 

—rr   -+-  ?.WC(>S>  -7 z  ==:  O. 

\    dt"  dt 

II.     2*  ÉDIT.  l() 
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Les  forces  X,  Y,  Z,  nous  l'avons  dît,  se  réduisent  à  la 
pesanteur.  Dans  la  question  présente,  nous  pouvons^  sans 
erreur  sensible,  supposer  cette  force  constante  en  gran- 
deur et  en  direction  pendant  toute  la  durée  du  mouve- 
ment. En  efiet,  on  démontre  en  Mécanique  céleste  que 
la  partie  variable  de  l'attraction  terrestre  se  compose  de 
termes  contenant  en  facteurs  les  produits  cd'a:,  «*y,  o)*^, 
ou  des  puissances  de  co'  supérieures  à  la  première;  il  en 
est  évidemment  de  même  pour  la  partie  variable  de  la 
force  centrifuge  et,  par  suite,  pour  les  variations  de  la  pe- 
santeur elle-même.  D'autre  part,  les  coordonnées  x^y^  z 
sont  de  très-petites  fractions  du  rayon  terrestre,  et  la  vi- 
tesse de  rotation  de  la  terre  est  une  très-petite  quantité, 

savoir  ^  ^ .  ou  -^ — 5»  quand  on  prend  la  seconde  de 

temps  solaire  moyen  pour  unité  de  temps.  Nous  pouvons 
donc  néglige^  les  variations  de  la  pesanteur,  pourvu  que 
dans  les  calculs  ultérieurs  nous  négligions  pareillement 
les  termes  en  w'x,  ft)*y,  w'^. 

D'après  cela,  les  équations  (i)  deviennent  les  sui- 
vantes (*)  : 

d'^x  .       dy 

/    N  I  ^^X  .    .  dx  .  dz 

(2)  \   "T; ^^2«Sm/. 2WC0SA  -—  =:  o, 

*    av  dt  dt 

d'z  ^dy 

i    — — •  H-  2  W  COS  A  — ^  —  ^  =  o. 
\    dt^  dt  "     ^ 

[1  serait  facile  de  les  intégrer  rigoureusement,  puisqu'elles 
sont  linéaires  à  coefficients  constants-,  mais  il  faut  négli- 


C^)  Ces  équations  ont  été  données  par  Poisson  {Journal  de  l'École 
Polytechnii/ue,  XXVI^  Cahier,  p.  21).  Il  y  ajoute  un  terme  qui  représente 
la  résistance  de  l'air. 
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ger  les  produits  w'x,  w*^,  w*^,  comme  nous  l^avons  fait 
en  négligeant  les  variations  de  la  pesanteur. 

Appelant  a,  b^  c  les  composantes  de  la  vitesse  initiale, 
on  obtient,  par  une  première  intégration,. 

dx 

(3)  --: fl  -h  2wsin>.^=:  G, 

dy 

(4)  —j b  —  2wsin^..r —  2w  COS>.Z  r=:  o, 

(5)  -1 cH-2«cosX.j — gt^=o. 

Si  Ton  porte  dans  la  seconde  équation  (2)  les  valeurs 

de  —  et  de -7-  données  par  les  équations  (3)  et  (5),  il 

vient,  au  degré  d'approximation  voulu, 

d^r 

— ~  —  2  w(asin>  4-ccos>)  —  2w  cos'k.et^r:  o; 
dt^  ^  '  o  ' 

d'où 

y  z=z  ht -\- vi  {a  sinX  -4-  ccosX)  ^'^  -4-  0  wcosX.g/^ 

Quant  aux  équations  (3)  et  (5),  on  doit  y  poser  j^  =:  i/, 
puisque  y  n'y  figure  que  multiplié  par  w  \  alors  elles  ont 
pour  intégrales 

xz=zat —  w  sinX.^f^ 


.Ct->r  [-g  —  W  cos> .  h  \ 


Examinons  quelques  cas  particuliers. 

1**  Si  le  corps  tombe  sans  vitesse  initiale ,  on  a 

œ:=Oy      yz=:-ViCO%\,gOy      z=:-gt^, 
0  2 

Les  deux  premières  valeurs  montrent  que  la  dé\fiation 
a  lieu  vers  Vest,  et  la  dernière,  que  la  dui^e  de  la  chute 

i6. 
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"Verticale  h*est  pas  altérée  par  la  rotation  de  la  terre. 
M.  Reîch  a  constaté  l'exactitude  de  la  formule  de  dévia- 
tion par  plusieurs  expériences  faites  dans  un  puits  de 
mines,  à  Freyberg. 

La  trajectoire  est  une  parabole  cubique^  représentée 
par  l'équation 


Vr 


â  i/-<»cos>..z  ^• 


2*^  Si  le  corps  est  lancé  verticalement  de  bas  en  haut 
a^ec  la  vitesse  (^o?  on  a 

.r=zo,     jrz=  —  wPoCOS>,r' -h  -  wcos^.g'f^, 

La  dernière  valeur  montre  que  le  moux^ement  vertical 
est  encore  celui  qui  aurait  lieu  si  la  terre  ne  tournait 

pas.  Le  mobile  s'élève  à  la  hauteur  ^j  =  — ?- ,  pendant  le 


temps  ^  ^  \  puis  redescend  dans  le  même  temps  à  la 
hauteur  du  point  de  départ;  en  sorte  que  la  durée  du 
mouvement  est ^— -  11  en  resuite,  d  après  I  expres- 
sion de  y^  que  la  déviation  finale  au  bout  de  la  chute 
est 

ri  =  —  ^  i/~  wcosX.z,  '. 

Cette  déi^iation  a  lieu  vers  r ouest ^  elle  est  égale  numé- 
riquement à  quatre  fois  la  dév^iation  qui  est  due  à  la  hau- 
teur Zx  quand  le  corps  tombe  sans  vitesse  initiale, 

Z^  Enfin,  si  Von  suppose  que  le  corps  soit  lancé  per- 
pendiculairement au  méridien  avec  la  vitesse  v^^  dans 
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une  direction  inclinée  de  V angle  a  sur  V horizontale  qui 
s'ay^ance  vers  Vesty  on  a 

/i  =  o,     Bzizçq  cos  a ,     c=z>  —  Po  sin  a. 

Dans  ce  cas,  z  redevient  nul,  et  le  corps  retombe  sur 
le  sol  après  un  temps  dont  l'expression  est,  au  degré 
d'approximation  voulu, 


2  Po  sm  a 


/            21»  ^  \ 

I  I H cos  A .  Po  cosa  I  • 


Les  coordonnées  du  point  de  chute  sont,  toujours  au 
même  degré  d'approximation, 

J^i  =  —  4  **  si^^  '  "^  c^S  a  sin'  a , 
^' 

v^  4  v^ 

Yx  =  ~  sin2a  -4-  J  w  cosX* -î- sina  (Scos^a  —  sin^a). 

s:  ^  g' 

Les  termes  qui  dépendent  de  co,  dans  ces  valeurs,  me- 
surent la  déviation  due  à  la  rotation  de  la  terre.  La  valeur 
de  Xi  montre  que  le  corps  déifie  vers  le  sud  ou  vers  le 
nord^  suii^ant  que  l'angle  a  est  aigu  ou  obtus,  La  valeur 
de  y  montre  que  la  portée  est  augmentée  ou  diminuée, 
suivant  que  la  différence  3  cos'a  —  sin' a  est  positive  ou 
négative,  c'est-à-dire  suivant  que  Vinclinaison  de  la 
vitesse  initiale  sur  V horizon  est  inférieure  ou  supérieure 
à  60  degrés. 

Si  le  point  de  départ  était  situé  dans  l'hémisphère  aus- 
tral, les  formules  resteraient  les  mêmes,  mais  X  serait  né- 
gatif. 

4.  Déterminer  les  petits  moui^ements  apparents  du 
pendule  simple  à  la  surface  de  la  terre ,  en  tenant 
compte  du  mouvement  de  la  terre  (pendule  de  M.  Fou- 
cault). 

Comme  au  problème  précédent,  nous  n'avons  à  nous 
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occuper  que  de  la  rotation  de  la  terre  autour  de  la  ligne 
des  pôles  supposée  fixe. 

Soient  /  la  longueur  du  pendule,  R  la  tension  du  Cl. 
Plaçons  r  origine  des  axes  mobiles  au  point  de  suspen- 
sion, et  conservons  d'ailleurs  la  notation  du  problème 
précédent. 

Les  équations  du  mouvement  seront  encore  les  équa- 
tions (i)  (p.  241),  dans  lesquelles  X,  Y,  Z  représente- 
ront les  composantes  de  l'attraction  terrestre  et  de  la  ten- 
sion du  fil.  A  ces  équations  il  faudra  joindre  la  relation 


De  même  que  dans  le  problème  précédent,  nous  négli- 
gerons les  termes  en  w'o:,  w'y,  tù*Z]  alors  les  forces  X, 
Y,  Z  se  réduiront  aux  valeurs  suivantes  : 

et  les  équations  du  mouvement  seront 

d^x  .  ^  dr      ^  X 

----  H-  2«smÀ  -—  -4-  R --  z=:  o, 

dt^  dt  l  ' 

/  ,  /  d^Y  .   ^  dx  dz       ^  r 

(i)         i —r- 2&)smA-; 2w  cosA  — -{- R— =  o, 

^  ^         \   d4^  de  dt  l 

d^z  ^  dr        ^  z 

dt^  dt  l       ^ 

Nous  allons  intégrer  ces  équations,  en  supposant  l'am- 
plitude des  oscillations  très-petite.  Nous  pourrons  négli- 
ger les  secondes  puissances  des  coordonnées  x^  y  et  de 
leurs  dérivées  vis-à-vis  de  l\  alors  z  se  réduira  à  la  lon- 
gueur même  du  pendule,  /,  et  nous  n'aurons  plus  à*étu- 
dier  que  le  mouvement  de  la  projection  du  point  pesant 
sur  le  plan  horizontal  XOY. 
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Dans  cette  hypothèse,  la  troisième  équation  devient 


dt 


Tirons  d'ici  la  valeur  de  la  tension  pour  la  reporter  dans 

dz 
les  deux  premières  équations  (i),  où  le  terme  en  —  a  dis- 
paru, et  posons,  pour  abréger, 

—  6)  sin  X  rrz  /•, 

en  sorte  que  r  soit  la  composante  de  la  rotation  de  la  terre 
suivant  la  direction  de  la  pesanteur  au  point  de  suspen- 
sion. Il  vient 

^  d'^Y  dx  Y 

Telles  sont  les  équations  qui  déterminent  le  mouvement 
du  pendide  en  projection  horizontale. 

Nous  rapporterons  le  mouvement  du  point  à  des  axes 
Og,  Ori,  dont  l'origine  est  au  point  de  départ,  et  qui 
tournent  autour  de  la  verticale  Oz  en  sens  contraire  de 
la  terre  avec  la  même  vitesse,  c'est-à-dire  avec  la  vitesse 
—  r.  L'axe  Om  sera  dirigé  vers  Test  quand  l'axe  0|  sera 
dirigé  vers  le  nord,  et  l'inclinaison  initiale  de  l'axe  0| 
sur  l'axe  OX,  comptée  positive  de  l'est  à  l'ouest  à  partir 
de  OX,  sera  représentée  par  6. 

Les  formules  de  transformation  seront 

X  =  Ç  cos(rr -f- e)  H- n  sin{rr -f- s), 
/  =  —  Çsin(r/ H-g)  H- >icos(r/ -4-g), 

Substituant  ces  valeurs  dans  les  équations  (^),  et  négli- 
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géant  r* 5,  r* 77,  il  vient 

Ces  équations  se  réduisent  à  celles-ci  : 

On  s'en  assure  en  ajoutant  les  carrés. 
Elles  ont  pour  intégrales  générales 

?  =  Acos(^Y/f.)-4.Bsin(y/f.y 

n  =z  A'cosf  i/|  tj  -h  B'  sin  fi/?  H  , 

A,  B,  A',  B'  désignant  des  constantes  arbitraires. 

Si  Ton  suppose  le  pendule  abandonné  sans  vitesse  ini- 
tiale, après  qu'on  l'a  écarté  de  la  verticale  dans  la  direc- 
tion de  l'axe  OÇ,  et  que  l'on  nomme  a  la  valeur  initiale 
de  $,  on  a,  pour  l'époque  £  =  o, 

S  =  «,  TjzzrO, 

d^  dfi 

par  suite,  les  intégrales  deviennent 

La  courbe  décrite  sur  le  plan  horizontal  entraîné  avec 
les  axes  mobiles  est  une  ellipse^  représentée  par  F  équa- 
tion 

g 
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Cette  ellipse  est  extrêmement  allongée  y  puisque  le  rap- 
port des  axes,  —  r  i/-  ou  bîen  o)  sînX  1/  -  ?  est  de  même 
ordre  de  grandeur  que  la  vitesse  de  rotation  de  la  terre. 
Le  point  pesant  emploie  le  temps  2  7r  i/—  pour  décrire 

r  ellipse  entière^  il  la  parcourt  dans  le  sens  de  la  rota- 
tion de  la  terre  estimée  autour  de  la  verticale j  et  son  ano- 

malie  excentrique  K/ ^t  croît  proportionnellement  au 

temps.  Pendant  ce  temps  T ellipse  se  déplace  elle-même, 
en  tournant  en  sens  contraire,  as^ec  une  vitesse  égale  et 
opposée  à  la  vitesse  angulaire  de  la  terre  estimée  autour 
de  la  verticale. 

J.  BiNET,  Comptes  rendus  de  VAcad,  des  Se.  de  Paris ^ 
t.  XXXn,  i85i,  i*'^  sem.,  p.  197. 

5.  Un  solide  homogène  de  réi^olution  tourne  autour 
de  son  axe  défigure  y  son  centre  de  grav^ité  est  fixé  à  la 
surface  de  la  terre ^  son  axe  défigure  est  astreint  à  ne 
pas  sortir  d^un  plan  déterminé,  qui  est  aussi  fixe  sur  la 
terrey  mais  il  a  la  liberté  de  tourner  dans  ce  plan  direc- 
teur. Déterminer  les  moui^ements  que  Vaxe  du  corps 
exécute,  lorsque  le  centre  de  gratuité  et  le  plan  directeur 
sont  emportés  dans  le  moui^ement  de  la  terre. 

Ce  système  est  réalisé  par  le  gyroscope  de  M.  Fou- 
cault dans  Tune  des  dispositions  de  l'appareil. 

Nous  avons  uniquement  en  vue  de  déterminer  le  mou- 
vement apparent  du  corps  autour  de  son  centre  de  gra- 
vité, lequel  est  fixé  à  la  surface  de  la  terre.  Or  on  sait  que 
ce  mouvement  n'est  point  altéré  par  une  translation  quel- 
conque du  centre  de  gravité.  Nous  pourrons  donc  faire 
complètement  abstraction  de  la  translation  du  centre  de 
gravité,  considérer  ce  point  comme  situé  au  centre  de  la 
terre,  et  regarder  le  centre  de  la  terre  comme  fixe. 
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Dès  lors,  le  mouvement  apparent  du  corps  autour  d'axes 
menés  par  son  centre  de  gravité,  et  entraînés  dans  la  rota- 
tion de  la  terre,  sera  donné  par  les  équations  générale» 
du  mouvement  absolu  d'un  corps  solide  retenu  par  un 
point  ^xe  (p.  173).,  dans  lesquelles  on  remplacera  les 
forces  motrices  par  les  forces  d'entraînement  cliangées 
de  sens^  et  par  les  forces  centrifuges  composées.  Il  faudra 
de  plus  avoir  égard  à  la  liaison  qui  assujettit  Taxe  de 
figure  à  rester  dans  le  plan  directeur. 

Or  les  forces  d'entraînement  se  réduisent  au  couple  qui 
serait  capable  de  maintenir  le  corps,  supposé  libre,  dans 
une  rotation  égale  à  celle  de  la  terre.  Nous  sommes  donc 
conduits  à  cette  question  incidente  : 

Déterminer  le  couple  accélérateur  nécessaire  pour 
maintenir  un  solide  de  révolution  dans  une  rotation 
uniforme  y  autour  d^un  axe  fixe  qui  passe  au  centre 
de  grayité,  et  fait  un  angle  constant  Q  as^ec  Vaxe  de 
réi^olution . 

Reprenons  les  équations  générales  de  la  rotation  des 
corps  (p.  173),  dans  lesquelles  nous  ferons  B  =  A,  et 
nous  supposerons  constantes  les  quantités  9,  w,  r  et,  par 
suite,  p^  -\-q^.  Ces  équations  deviennent 


(•) 


(2) 


A|-+-(C-A)9r  = 

:L, 

Aj-^{A~C)r;,=: 

:M, 

0  = 

:N; 

siBBsinff-^=p, 

smOcosf -~-  =q, 

^d^       dff 
dt         dt 
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Ajoutant  les  carrés  des  deux  premières  équations  (2),  il 
rient 

et  cette  relation,  combinée  avec  la  troisième  équation  (  2  ), 
donne 

-^  =zr  —  cotB.^p^  -h  q'^=z  const. 

Par  conséquent,  -7-  et  -r  sont  des  constantes. 
^        ^  dt        dt 

Différentions  maintenant  les  deux  premières  équa- 
tions (â).  Nous  obtenons 

±  =  q-l^qr-^  COtQ.g  \/p' -h  q\ 
^^  =  ^p-l  =  -pr-h  cotô./?  s/p^Tlf. 
Reportant  ces  valeurs  dans  les  équations  (i),  il  vient 


-= =  C/— [A  cote,  y//?'  -+-q^=^  — 


K  représente  ici  le  moment  du  couple  accélérateur  ca- 
pable d'entretenir  un  mouvement  semblable  à  celui  d'un 
cône  droit,  décrit  autour  de  Taxe  de  révolution  du  solide 
considéré,  qui  roulerait  sans  glisser  sur  la  surface  d'un 
autre  cône  droit,  de  même  sommet,  et  dont  Taxe  ferait, 
avec  celui  du  premier  cône,  un  angle  égal  kQ  (*). 

Supposons  que  le  cône  fixe  se  réduise  à.  une  droite,  ce 


(*)  M.  Poinsot  est  arrivé  au  même  résultat  d'une  manière  différente^ 
dans  la  Théorie  des  cônes  circulaires  roulants  (^Journal  de  M.  Liouville, 
t.  XVIU,  p.  41;  i853). 


252  MÉGANIQUE    RATIONNELLE. 

qui  est  le  cas  de  notre  problème.  Alors  il  vient,  par  la 
composition  des  rotations, 


r=o)cos0,       ^p^  H-  ^r^  z=:  «  sinO, 

et,  par  conséquent,  le  couple  des  forces  d'entraînement  a 
pour  moment  la  quantité 

K=i:(C  — A)««sinO  cosô. 

Cette  valeur  est  du  même  ordre  de  grandeur  que  w'. 
Or  ct),  qui  représente  ici  la  vitesse  de  rotation  de  la  terre, 
est  une  très-petite  fraction.  Nous  négligerons  son  carré. 
A  ce  degré  d'approximation,  )es  forces  d'entraînement 
disparaissent^  par  suite,  la  somme  des  forces  vives  est 
constante  dans  le  mouvement  apparent. 

Ceci  posé,  nommons  toujours  o)  la  vitesse  de  rotation 
de  la  terre  autour  de  l'axe  qui  se  dirige  vers  le  pôle  bo- 
réal, et  considérons  comme  positives  les  rotations  qui 
s'effectuent  de  droite  à  gauche. 

Soient  OX,  OY,  OZ  les  axes  entraînés  dans  la  rota-^ 
tîon  de  la  terre.  L'axe  des  x  sera  la  projection  sur  le  plan 
directeur  d'une  parallèle  à  la  partie  de  l'axe  terrestre  qui 
se  dirige  vers  le  pôle  boréal  5  l'axe  des  j)^  sera  situé  dans  le 
plan  directeur  et  dirigé  vers  l'est  -,  l'axe  des  z  sera  la  per- 
pendiculaire au  plan  directeur,  pour  laquelle  la  rotation 
de  OX  vers  OY  est  positive  :  cette  perpendiculaire  est 
celle  qui,  lorsque  le  système  est  à  la  surface  de  la  terre, 
se  trouve  par  rapport  au  plan  directeur  du  côté  du  centre 
de  la  terre.  Soient  encore  OXi,  OY,,  OZ^  des  axes  coor- 
donnés liés  invariablement  au  corps,  dirigés  suivant  les 
axes  principaux  d'inertie  relatifs  au  centre  de  gravité; 
OZi  sera  dirigé  suivant  l'axe  de  révolution;  OYi,  OX, 
seront  disposés  de  manière  que  la  rotation  de  OX,  vers 
OY,  soit  directe  pour  un  observateur  couché  sur  l'axe  OZ,, 
les  pieds  au  point  O. 
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Nommons  : 

(a,  4,  c),  (a ,  b'yc')  et  (a"^b"^c")  les  cosinus  des 
angles  que  forment  respectivement  les  axes  OX,  OY  et 
OZavecOXi,OYi,OZi; 

/?,  q^  r  les  composantes  de  la  vitesse  de  rotation  appa- 
rente autour  des  axes  OXi,  OYi,  OZ,  \ 

Pi9  Çi^  ^1  I^s  composantes  de  la  vitesse  de  rotation  de 
la  terre  autour  des  mêmes  axes  ] 

ON  celle  des  deux  directions  opposées  de  la  trace  du 
plan  XjOYi  sur  le  plan  XOY,  pour  laquelle  la  rotation 
qui  amène  OZ  sur  OZi,  en  lui  faisant  décrire  un  angle 
de  90  degrés,  est  positive  5 

y  et  ^  les  angles  que  la  trace  ON  fait  avec  les  axes  OXj 
et  OX,  ces  angles  étant  comptés  positifs  de  droite  à 
gauche,  le  premier  à  partir  de  la  trace,  le  second  à  partir 
de  0X5 

C  le  moment  d'inertie  du  corps  autour  de  son  axe  de 
figure; 

A  le  moment  d'inertie  du  corps  autour  des  deux  axes 
OX.,OY.; 

X  l'angle  que  la  direction  du  pôle  boréal  fait  avec  Taxe 
OZ. 

L'équation  des  forces  vives  sera 

A  {p^  -+-  ç')  -f-  Cr'  =  const. 

Si  nous  nommons  N  la  somme  des  moments  des  forces 
centrifuges  composées  autour  de  l'axe  de  révolution,  nous 
aurons,  d'après  les  formules  d'Euler  (p.  lyS), 

^  ^^ 

C  -7-  =  N. 
lit 

Ces  deux  équations  suffiront  pour  déterminer  le  mouve- 
ment, quand  p,  ^  et  N  seront  exprimés  en  fonction  de  r 
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et  de  tf/;  car,  d'après  les  relations  (2),  où  l'on  doit  faire 

6  =r  ~,  on  a  ç  =    I  rdt'^  et  d'ailleurs  il  est  évident  que  les 

deux  variables  (p  et  tf/  suffisent  pour  fixer  la  position  du 
corps. 

Les  relations  (2)  donnent,  en  faisant  d  =  -9 

en  sorte  que  l'équation  des  forces  vives  devient 

(3)      ,  A -~- -1- Cr*  ==  const.  . 

^   ^  dt^ 

Il  reste  à  calculer  la  somme  de  moments  désignée  par  N. 
Ne  considérant  d'abord  qu'une  seule  molécule  (xj  ,j^i ,  ^i), 
on  trouve,  pour  expression  du  moment  de  la  force  cen- 
trifuge composée  qui  la  sollicite, 

ou,  si  1  on  remplace  -^^  —  >  —  par  leurs  valeurs, 

2^.  [/?.  (/>Ji  —  q^i)  —  r,{qz,  —  rxi)] 

Pour  obtenir  la  somme  N,  il  faut  multiplier  Texpression 
précédente  par  Télément  de  masse,  et  intégrer  entre  les 
limites  du  corps.  Cette  intégrale  se  réduit  au  binôme 

d'if 
C{pqt  —  qpi)  =  C  -^ (q,  sin(f  --  p,  coS(f). 

Or,  si  Ton  nomme  p\  q\  /*'  les  composantes  de  la  vitesse 
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de  rotation  de  la  terre  suivant  les  axes  OX,  OY,  OZ,  on  a 

^'=wsinX,      q'z=:0^      r'rzrwCOSÎl, 
/>,  =  ap'  -^a'  q*  -^  a" r'  z=  o  (sin>  cosy  cos^J»  -f-  cosX  sin^ ), 
7,=  ^//-f-  b'q'  -f.  ô'V  =&>(— si^XsiD(peos^p  -h  cosXcos^); 

par  conséquent, 

dr  d^ 

N     ou     C^-  =  —  Cù)sinXcos>l— ^j 

dt  ^  dt 

et  en  intégrant, 

(4)  r  H-  «  sin ).  sin  ^  =  coDSt. 

Telle  est  Féquation  qui  déterminera  le  mouvement,  con- 
jointement avec  celle  des  forces  vives. 

Remplaçons  l'angle  ^  par  l'angle  u  =  ^ 9  que  l'axe 

de  révolution  OZi  fait  avec  la  projection  de  l'axe  terres- 
tre sur  le  plan  directeur,  et  nommons  p,  u,  /3  les  valeurs 

initiales  de  r,  u^—'  Les  équations  (3)  et  (4)  pourront 
s'écrire 

r  —  p  -I-  «  sinX  (cosa  —  cosu)  =  o. 

La  dernière  montre  que  la  vitesse  de  rotation  apparente 
du  corps  autour  de  son  axe  de  figure,  et  la  composante 
suivant  le  même  axe  de  la  vitesse  de  rotation  de  la  terre, 
font  une  somme  qui  reste  constanie  pendant  toute  la  du- 
rée du  mouvement. 

On  tire  de  ces  équations,  en  éliminant  /'  et  négligeant 
le  terme  en  co*,  lequel  est  indépendant  de  ]0, 

^"'      «,         C        .  .,  , 
6^  =  2  -  ûw  sin A  (costt  —  cosu  ). 

dt^        ^  A'^  ^  ' 

Cette  équation  est  celle  d'un  pendule  simple,  de  Ion- 
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gueur  égale  à  l'umté,  dont  rextrémité  serait  fixée  au 
centre  de  gravité  du  corps,  et  qui  serait  sollicité  par  une 

C  . 
force  égale  à  •-  jscosin^,  dirigée  dans  le  plan  directeur  sui- 
vant la  projection  de  la  droite  qui  va  au  pôle  boréal. 
L'angle  u  représente  Tangle  que  la  direction  du  pendule 
fait  avec  celle  de  la  force:  et  la  force  elle-même  est  posi- 
tive ou  négative  suivant  que  p  est  positif  ou  négatif.  Le 
demi-axe  de rés^olutioii  du  corps,  OZi^  oscillera  donc  de 
la  même  manière  que  ce  pendule. 

Plaçons  le  plan  directeur  dans  une  position  horizon^ 
taie.  La  position  moyenne  autour  de  laquelle  oscillera 
Vaxe  de  réi^olution  sera  la  méridienne  du  lieu.  Cette 
position  et  la  direction  connue  de  la  verticale  nous  dé- 
termineront  le  plan  méridien.  Plaçons  alors  le  plan  di- 
recteur  dans  le  méridien.  La  position  moyenne  de  l'axe 
de  révolution,  dans  ses  oscillations  successives,  coïnci-' 
dera  ai^ec  la  ligne  des  pôles  ^  le  demi-axe  sur  lequel  un 
ohsen^ateur  doit  être  placé  pour  voir  la  rotation  s*effec' 
tuer  de  droite  à  gauche  dans  le  plan  équatorial  Xi  OYi 
sera  dirigé  vers  le  pôle  boréal.  En  eiflfet,  la  position 
moyenne  du  pendule  répond  à  un  état  d'équilibre  stable; 
par  conséquent  la  somme  des  forces  vives  est  un  maxi- 
mum dans  cette  position.  Or  on  voit  que  le  maximum  des 
forces  vives  répond  àii=oouu  =  7r,  suivant  que  p  est 
positif  ou  négatif. 

Conservons  le  plan  directeur  en  coïncidence  avec  le 
plan  méridien,  et  faisons  en  sorte  que  les  oscillations  de 
Taxe  soient  très-petites.  La  durée  de  ces  oscillations  sera 


V  Cp» 


Cette  durée  nous  fera  connaître  la  vitesse  de  rotation  de 
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la  terre ^  car  on  tire  de  la  formule  précédente 

—  ^  J!l 

Tous  ces  résultats  intéressants  se  vérifient  k  F  aide  du 
gyroscope  Ae  M.  Foucault. 

On  peut  encore  faire  plusieurs  autres  remarques  qui 
ne  sont  point  sans  intérêt.  Ainsi,  Vaxe  du  cof^s  se  dirige 
suiifant  la  ligne  des  pôles^  toutes  les  fois  que  le  plan 
directeur  est  parallèle  à  cette  ligne» 

Si  Von  compare  les  carrés  des  nombres  de  petites  os- 
cillations accomplies  pendant  un  même  temps ,  dans  le 
plan  horizontal  et  dans  le  plan  méridieny  pour  une 
même  vitesse  initiale  de  rotation^  leur  rapport  donne  le 
cosinus  de  ta  latitude  du  lieu  de  V obsen^ation , 

Lorsque  le  plan  directeur  est  parallèle  à  Véquateur 
terrestre^  Vaxe  du  corps  tourne  d^un  mouvement  uni- 
forme dans  le  plan  directeur,  comme  si  la  terre  ne  tour- 
nait pas. 

Cette  question  et  plusieurs  autres  du  même  genre  sont 
discutées  en  détail  dans  un  Mémoire  de  M.  Quet,  inséré  au 
Journal  de  M.  Lioui^ille,  t.  XVIII,  p.  2i3  5  i853. 

6.  Déterminer  le  moui^ement  d'un  point  pesant,  assu^ 
jetti  à  rester  sur  une  droite  qui  tourne  ai^ec  une  vitesse 
uniforme  autour  d'^un  axe  vertical,  non  sitiié  dans  le 
même  plan, 

L^équation  des  forces  vives  (B)  suffit  pour  résoudre 
cette  question^  ainsi  que  toutes  celles  où  il  s'agit  du  mou- 
vement d^un  système  dont  la  position  est  définie  par  une 
seule  variable. 

Soient  tù  la  vitesse  de  rotation  de  la  droite,  et  a  l'angle 
de  cette  droite  avec  la  verticale. 

Prenons  l'axe  de  rotation  dirigé  de  bas  en  haut  pour  axe 
des  Z',  et  la  perpendiculaire  commune  à  cet  axe  et  à  la  ligne 

#         IL   2*   ÉDIT.  17 
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mobile  pour  axe  des  Y'.  Nommons  z^  et  oé^  les  valeurs  inî* 
liales  de  z'  et  de  x'  qui  répondent  à  une  vitesse  nulle. 
L'équation  des  forces  vives  est 


df" 


gdz'-h2  I      fù^x'dx'. 


Remplaçons  les  intégrales  par  leur  valeur,  éliminons  x' 
par  la  relation  z*  j=.  x'tanga,  et  intégrons  ^'équation  ré- 
sultante :  il  vient^  en  posant  o)  cosa  =  o)', 

»' [w'»(z'» —  «;')— 2g^sin'a(z'— «;)f 

=  ^siD»a(i -<?"'')- «''(2;'~z>"''). 

Les  termes  en  z'*  disparaissent  lorsqu'on  élève  cette 
équation  au  carré. 

Quand  on  suppose  nulle  la  hauteur  initiale  z^^  on  a 


Fig.  74. 


7 .   Déterminer  le  moui^ement  du  régulateur  à  jorce 

centrifuge  de  Watt^  en 
admettant  que  la  masse 
des  tiges  soit  négligea^ 
ble  vis-à'Vis  de  celle 
des  boules. 

Si  l'on  nomme  /  la 
longueur  de  chaque  tige 
AB,  oi)  la  vitesse  angu- 
laire du  plan  vertical  des 
tiges^  a  l'inclinaison  des 
tiges  sur  la  verticale,  et 
«Q  la  valeur  initiale  de  a,  on  trouve  l'équation 

v/7é/a  


dt: 


V(cosa  —  cosao)  [ig —  /ft)'(cosa  -f-  cosao)] 
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Il  est  aisé  de  voir  que  le  régulateur  est  en  équilibre 
quand  la  distance  des  boules  B  au-dessous  du  plan  hori- 
zontal qui  passe  par  le  sommet  A,  c'est-à-dire  /  cos  a,  est 

éfi'ale  à  —• 

«^ 

M.  Mahistre  (*)  a  donné  le  calcul  complet  du  régula- 
teur à  force  centrifuge,  en  tenant  compte  du  poids  des 
liges. 

8.  Dans  V intérieur  d'un  cylindre  creux,  perpendi- 
culaire au  méridien,  et  qui  n'exerce  aucun  frottement^ 
on  fait  osciller  un  point  pesant  ^  en  V  abandonnant  sur 
la  paroi  inclinée,  La  rotation  de  la  terre  fait  que  le 
point  pesant  ne  reste  pas  constamment  sur  la  même 
section  droite;  il  s^a^ance  lentement  vers  Vest,  On 
propose  de  déterminer  le  mout^ement  du  point,  en  né- 
gligeant  le  produit  du  carré  de  la  vitesse  angulaire  de 
la  terre  par  le  rayon  du  cylindre. 

Soient  : 

ci>  la  vitesse  de  rotation  de  la, terre  ; 

X  la  latitude  du  lieu  que  nous  supposons  boréale  5 

l  la  longueur  du  pendule  -, 

R  la  réaction  normale  de  la  surface  sur  le  point; 

or,  y^  z  les  coordonnées  du  point  mobile  par  rapport  à 
des  axes  dont  l'origine  est  au  centre  de  la  section  droite 
du  cylindre  sur  laquelle  commence  le  mouvement.  Le 
premier  est  horizontal  et  dirigé  vers  le  nord,  le  second 
est  horizontal  et  dirigé  vers  l'est,  le  troisième  est  dirigé 
dans  le  sens  de  la  pesanteur. 


(*)  Comptes  tendus  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences  de  Paris, 
t.  XLII,  1846,  i*"^  semestre,  p.  387.  —  Cours  de  Mécanique  appliquée, 
xii«  leçon. 

17. 
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On  arrive  facilement  aux  équations 

d'^.v  ,       dv  X 

-— -  -h  -20)  sinX  -f-  -h  R  -  z=  o, 
de  dt  l 

d'y  (  ,       clx  ,  ^^\ 

— -.«(^sm>-+cos>-j  =  o, 


d^z  ^  dy 

-— h  2  w  ces  A  -— 

dt^  dt 


-f-  2  w  COS>  -;-  -h  R  -  —  g  :=z  O, 


qui  sont  analogues  aux  équations  (  9.)  du  problème  <3.  Elles 
sont  équivalentes,  au  degré  d'approximation  voulu,  avec 
les  équations 


d'^x       ^  X 

dH        ^   z 


dy 


(r)  -j- =  ^w  (^  sin).  H- zcos>) -f- const. 

Les  deux  premières  nous  montrent  que  la  projection  du 
point  mobile  sur  le  méridien  oscille  comme  un  pendule 
simple,  dont  la  longueur  serait  le  rayon  du  cylindre,  et 
dont  le  point  de  suspension  serait  immobile. 

Si  Ton  nomme  Q  l'angle  que  forme  le  rayon  du  cylindre 
mené  au  point  mobile  avec  le  plan  vertical  mené  par 
Taxe,  et  6^,  la  valeur  de  B  au  commencement  de  l'oscilla- 
tion, la  durée  de  l'oscillation  est,  comme  pour  le  pîen- 
dule  simple, 

V     ^    Jo       VCOS0  — cosôo 

L'équation  (i)  peut  s'écrire 

dr 

-j-  —  2w/[cos(X  —  9)  —  GOS(>  —  0«)]. 
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II  s'ensuit  qu'à  la  fin  de  la  première  oscillalion  on  aura 


-"VfX" 


i^X  — &)-~cos(X  — Oq 
VcosG  — cos&o 


ciB. 


Après  un  nombre  n  d'oscillalîons,  y  sera  n  fois  plus 
grand.  Cette  conclusion,  toutefois,  n'est  suffisamment 
exacte  qu'autant  que  j^  reste  de  même  ordre  de  grandeur 
que  le  rayon  du  cylindre^,  car  dans  les  calculs  nous  avons 
négligé  le  produit  w'j^.  Il  ne  faudrait  donc  pas  l'étendre 
à  un  nombre  d'oscillations  très^considérable. 

9.  TroHUer  le  moui^enient  d^un  point  pesant  sur  un 
plan  incliné^  qui  n  exerce  aucun  Jrottement^  en  tenant 
compte  (lu  moui^ement  de  la  terre. 

Soient  co  la  vitesse  de  rotation  de  la  terre;  0  l'incli- 
naison du  plan  à  Thorizon  -,  ç  l'angle  que  la  perpendicu- 
laire élevée  au-dessus  du  plan  fait  avec  une  parallèle  à 
l'axe  du  monde. 

On  prendra  Toriginedes  coordonnées  au  point  de  dé- 
part-, l'axe  des  x  sera  la  projection  de  la  verticale  infé- 
rieure sur  le  plan  donné;  l'axe  desj^  sera  l'horizontale  du 
plan,  située  à  Test  du  méridien. 

Si  l'on  se  souvient  des  remarques  faites  au  commence- 
ment du  problème  3,  et  si  Ton  observe  qu'il  faut  faire 
dans  les  formules  (A),  p.  235. 

zz=zo     et     n.  wcosy, 

on  trouve  de  suite  les  équations  du  problème, 

-^=:2«C0S(p  — H-g'smÔ, 
d'y^  dx 

dt^  ^  dt 

Elles  ont  pour  intégrales,  en  nommant  a  et  6  les  eompo- 
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santés  de  la  vitesse  initiale  suivant  les  axes  des  x  et  desy, 


^sinO 


jr  — ^.    ^    (i  —  cos.ar/)  -i \  a  sin, 2rt -h  bli — cos.2r^)], 

S'sinô ,                .            ,         I    r  y    .  /  M. 

r  =  —  2-- (arr — sia.2r/jH r^sin.2r^ —  £i{i— cos.2r/j|. 

1°  Lorsque  le  plan  est  horizontal ^ 

«^  -f-  b^ 


^  +  J' 


4/'-^  .  ' 


c'est-à-dire  que  le  mobile  décrit  un  cercle  dont  le  rayon 
est 


«  2ci>COSf        2a>sinX 

if^  étant  la  vitesse  initiale  et  X  la  latitude. 
2°  Lorsque  le  mobile  part  du  repos  ^ 


fi-sinÔ  ,  . 

X  rrr  "  .     ,     (l  —  COS.2r^), 

4^'   ^ 


J  =  — S^  (2r/  — sin.2rO; 

i7  décrit  une  cycloïde  dont  le  cercle  générateur  a  pour 

rayon 

g"  sin  G 

Ce  cercle  roule  sur  Thorizontale  du  plan  qui  passe  à  l'ori- 
gine, et  se  dirige  vers  Test  ou  vers  l'ouest,  suivant  que 
l'angle  y  de  la  perpendiculaire  élevée  sur  le  plan  avec 
l'axe  du  monde  est  obtus  ou  aigu.  Si  l'on  suppose  que  ce 
cercle  roule  avec  une  vitesse  angulaire  égale  à  2co  coscp,  le 
point  décrivant  se  meut  exactement  comme  notre  mobile. 
3**  Si  le  plan  est  parallèle  à  Vaxe  du  monde ^  et  que 
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le  mobile  parte  du  repos  y  on  trouve 
X  =  -  ^^  sin  0 .  r% 

c  est-à-dire  que  le  mobile  descend  sur  la  ligne  de  plus 
grande  pente ^  comme  si  la  terre  ne  tournait  pas, 

J.  BouRGET,  Influence  de  ta  rotation  de  la  Terre 
sur  le  mouvement  des  corps. 

10.  Un  système  pesant^  suspendu  à  V extrémité  d^un 
fil  y  qui  lui  permet  de  tourner  librement  autour  de  la  ver- 
ticale, se  trousse  à  la  surface  de  la  terre  dans  un  état  de 
repos  apparent i  des  ressorts  intérieurs  viennent  à  agir 
sur  ce  sjstèmey  et  changent  le  moment  d^ inertie  autour 
de  la  a)erticale  du  point  de  suspensiony  sans  altérer  la 
masse.  Montrer  que  par  T effet  de  ce  changement  le  sys- 
tème  prendra  une  rotation  apparente  autour  de  la  ver- 
ticale y  et  déterminer  la  vitesse  de  cette  rotation. 

Si  Ton  nomme  X  la  latitude  du  lieu,  A  le  moment 
d'inertie  autour  de  la  verticale  dans  l'état  primitif,  A'  la 
nouvelle  valeur  de  ce  moment  d'inertie,  co  la  vitesse  de 
rotation  de  la  terre  et  ot)'  la  vitesse  de  rotation  apparente 
du  système  dans  le  sens  de  la  rotation  de  la  terre  autour 
de  la  verticale,  on  trouve 

,       A  —  A' 


A' 


&>sin>. 


L'observation  de  la  vitesse  w'  fera  connaître  la  latitude 
du  lieu.  ^ 

PoiNSOT,  Comptes  rendus  de  l* Académie  des  Sciences  de  Paris ^ 
t.  XXXII,  i85i,  i"seni.,  p.  206.' 
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CHAPITRE  XL 

FORCES  INSTANTANÉES. 


On  nomme  forces  instantanées  ou  percussions  des 
forces  qui  peuvent  produire  un  effet  considérable  en 
agissant  pendant  un  temps  inappréciable. 

Lorsqu'on  cherche  à  déterminer  le  mouvement  d'un 
système  de  points  soumis  à  des  forces  instantanées,  on 
peut,  pendant  Tinstant  de  leur  action,  négliger  l'action 
des  forces  continues  qui  sollicitent  le  système,  parce  que 
l'effet  de  ces  dernières  forces  est  incomparablement  moin- 
dre que  celui  des  premières  pendant  ce  court  instant.  On 
peut  encore  supposer  que  le  système  reste  immobile  pen- 
dant l'action  des  forces  instantanées;  car,  en  réalité,  il 
ne  se  déplace  que  de  quantités  inappréciables.  En  un  mot, 
on  peut  traiter  la  durée  de  l'action  comme  un  infiniment 
petit  dans  tous  les  calculs  relatifs  aux  forces  instantanées, 
et  les  calculs  seront  d'autant  plus  exacts  que  la  durée  de 
l'action  sera  plus  petite. 

D'après  cela,  soient  : 

m  la  masse  d'un  point  du  système; 

X,  Y,  Z  les  composantes  parallèles  aux  axes  des  forces 
instantanées  qui  lui  sont  appliquées,  considérées  comme 
des  forces  continues  ; 

(dx\ 

V 


(  -—  I    sa  vitesse  avant  l'action  de  ces  forces  : 

—  sa  vitesse  après  l'action  de  ces  forces  ; 
t^  l'époque  à  laquelle  l'action  commence  ; 


-H 
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9  la  durée  très-courie  de  Taction  ; 

$x^  Sy^  Sz  les  projections  d'un  déplacement  virtuel 
compatible  avec  les  liaisons. 

Si  Ton  applique  le  principe  de  d'Alembert  et  celui  des 
vitesses  virtuelles  au  mouvement  communiqué  par  les 
forces  instantanées,  on  arrive,  par  une  simple  intégration, 
à  l'équation  générale 

r  dœ      (dx\     r'--^^^,  1^ 

I  m /w  I  -r-  1   —  f  Xax  I  Sx 

dans  laquelle  le  signe  ^  indique  une  somme  relative  à 

tous  les  points  du  système. 

Cette  équation  est  semblable  à  celle  qui  représente  le 
mouvement  d'un  système  de  points  matériels  sollicités  par 
des  forces  continues,  si  ce  n'est  que  les  forces  effectives 
sont  remplacées  par  les  quantités  de  mouvement  commu- 
niquées. Les  vitesses  communiquées  se  comportent  donc, 
dans  feffet  des  forces  instantanées,  comme  les  accéléra- 
tions dans  l'effet  des  forces  continues.  En  particulier, 
lorsqu'une  force  instantanée  agit  sur  un  corps  solide,  la 
quantité  de  mouvement  produite  est  celle  qui  serait  com- 
muniquée, si  toute  la  masse  du  corps  était  réunie  au  cen- 
tre de  gravité,  et  que  la  force  fût  appliquée  sur  ce  point. 

C'est  à  cause  de  cette  analogie  que  l'on  prend  pour 
mesure  d'une  force  instantanée  la  quantité  de  mouvement 
qu'elle  produirait  en  agissant  sur  un  corps  libre. 

Quand  on  étudie  le  mouve  ment  de  deux  corps  sol  ides  qui 
viennent  à  aie  choquer,  on  peut  déterminer,  pour  chaque 
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corps,  le  mouvement  communiqué  au  centre  de  gravité,  et 
les  vitesses  de  rotation  produites  autour  des  axes  princi- 
paux d'inertie  relatifs  à  ce  point.  L'équation  générale  qui 
résulte  du  principe  de  d'Alembert  combiné  avec  celui  des 
vitesses  virtuelles  suffit  pour  cette  détermination,  quand 
la  force  du  choc  est  connue-,  car^  jointe  aux  équations  de 
liaisons,  elle  donne  six  équations  distinctes  pour  chaque 
corps,  et  le  mouvement  d'un  corps  solide  dépend  en  effet 
de  six  variables  :  trois  vitesses  de  translation  et  trois  vi- 
tesses de  rotation.  Si  l'on  veut  déterminer  la  force  du 
choc  en  fonction  des  vitesses  qui  animent  les  corps  im- 
médiatement avant  leur  rencontre,  il  faut  se  procurer  une 
nouvelle  équation,  en  exprimant  qu'à  la  fin  de  la  pre- 
mière période  du  choc,  c'est-à-dire  à  l'instant  où  les  corps 
cessent  de  se  comprimer  et  commencent  à  reprendre  leur 
forme  première,  la  vitesse  du  point  de  contact,  estimée 
suivant  la  normale  commune  aux  deux  surfaces,  est  la 
même,  soit  qu'on  regarde  ce  point  comme  appartenant 
à  l'un  des  corps,  soit  qu'on  le  considère  comme  apparte- 
nant à  l'autre. 

1 .  Déterminer  la  vitesse  âJun  projectile  à  Vaide  du 
pendule  balistique. 

Le  pendule  balistique  se  compose  d'une  forte  pièce  de 
bois,  suspendue  par  des  tiges  de  fer  à  un  axe  horizontal 
autour  duquel  elle  peut  osciller  librement.  Le  pendule 
étant  en  équilibre,  on  dirige  horizontalement  une  balle 
sur  la  pièce  de  bois;  la  balle  entre  dans  la  pièce,  s'y  fixe 
et  communique  au  pendule  des  oscillations  dont  l'ampli- 
tude est  propre  à  faire  connaître  la  vitesse  de  la  balle  à 
l'instant  du  choc. 

Considérons  le  pendule  joint  à  la  balle  qui  s'y  est  fixée. 

Soient  : 

M  la  masse  du  système  formé  par  les  deux  corps  ; 
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k  le  rayon  de  giratlon  autour  de  Taxe  de  suspension  5 

co  la  vitesse  angulaire  à  la  fin  du  choc; 

b  la  hauteur  dont  le  centre  de  gravité  s'élève  pendant 
la  première  demi-oscillation  ; 

m  la  masse  de  la  balle  ; 

%^  la  vitesse  qui  Tanimait  immédiatement  avant  le 
choc  j 

a  la  distance  de  Taxe  à  la  direction  de  cette  vitesse. 

La  quantité  de  mouvement  que  possède  la  balle  im- 
médiatement avant  le  choc  a,  par  rapport  à  Taxe  de  sus- 
pension, un  moment  égal  à  mav.  La  quantité  de  mouve- 
ment qui  anime  le  système  immédiatement  après  le  choc 
a,  par  rapport  au  même  axe,  un  moment  égal  à  M/r*w. 
Ces  deux  moments  doivent  être  égaux  -,  donc 

Il  en  résulte  que  la  force  vive  du  système  à  la  fin  du 
choc  est  exprimée  en  fonction  de  v  par  la  relation 


Uk^ 


Cette  force  vive  s'épuise  tout  entière  pendant  la  pre- 
mière demi-oscillation;  par  suite,  elle  est  égale  en  valeur 
numérique  au  double  du  travail  de  la  pesanteur  pendant 
le  même  temps,  c'est-à-dire  que  l'on  a 

d'où 

(A)  V— S^'^gb. 

^    '  ma  ^    ^ 

Celte  dernière  formule  résout  la  question  proposée  ; 
mais  il  sera  préférable  d'exprimer  la  vitesse  de  la  balle 
en  fonction  de  quantités  faciles  à  observer. 
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Soient  T  la  durée  commune  des  petites  oscilIationB  que 
le  pendule  exécute  quand  la  balle  s'y  est  fixée; 

6  Tamplitude  d'une  demi -oscillation  supposée  très- 
petite; 

c  la  corde  de  l'arc  parcouru  par  le  centre  de  gravité 
dans  une  demi-oscillation*, 

P  le  poids  de  la  balle  et  du  pendule  réunis; 

h  la  distance  du  centre  de  gravité  de  ces  deux  corps  à 
l'axe  de  suspension  ;  .  f 

p  le  poids  de  la  balle. 

On  aura 

sjhg  2 

et,  par  conséquent  (A), 

gel?  ^ 
v^^ —  T. 
irap 

Poiir  que  l'axe  n'éprouve  aucune  percussion,  on  diri- 
gera la  balle  sur  le  centre  d'oscillation.  Si,  de  plus,  la 
balle  vient  se  fixer  dans  le  plan  passant  par  l'axe  et  par 
le  centre  de  gravité,  la  durée  des  oscillations  ne  sera  pas 
altérée  par  l'addition  du  nouveau  corps,  seulement  le 
centre  de  gravité  sera  légèrement  abaissé. 

On  peut  encore  déterminer  la  vitesse  initiale  d'un  pro- 
jectile, en  suspendant  l'arme  à  feu  en  forme  de  pendule 
dans  une  position  horizontale,  et  observant  les  oscilla- 
tions produites  par  la  réaction  de  la  décharge.  Cette  mé- 
thode est  souvent  préférée,  ou  combinée  avec  la  première. 
Les  formules  restent  les  mêmes,  si  ce  n'est  que  les  quan- 
tités M,  A,  A,  P  se  rapportent  alors  au  pendule  diminué 
de  la  charge. 
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Le  pendule  balistique  a  été  inventé  en  1 74  ^9  par  Robî  ns 
(New  Principles  of  gunnery).  Les  expériences  les  plus 
célèbres,  entreprises  pour  déterminer  avec  cet  appareil 
la  vitesse  des  projectiles  de  guerre,  furent  exécutées  de 
Ï783  à  1791,  à  Woolwich,  sous  la  direction  de  Hutton. 
D'après  ces  expériences,  la  vitesse  initiale  d'un  boulet 
de  24  livres  est  ordinairement  comprise  entre  5oo  et 
700  mètres  par  seconde;  celle  d'une  balle  lancée  par  un 
fusil  d'infanterie  est  de  4oo  à  5oo  mètres,  et  celle  d'une 
bombe  est  d'environ  3oo  mètres. 

2.  Un  corps  de  masse  M  tourne  autour  (Tun  axe  fixe 
avec  la  ^vitesse  angulaire  w ,*  un  autre  corps ^  de  masse  m, 
d'élasticité  e,  et  animé  dé  la  vitesse  v^  vient  à  le  heurter 
perpendiculairement  sur  une  face  plane  qui  passe  par 
Vaxe  de  rotation.  Il  s'agit  de  déterminer  la  force  du 
choc  y  le  changement  produit  dans  les  vitesses,  et  de 
trouver  le  point  où  doit  frapper  le  corps  m  pour  quil 
lui  soit  communiqué  la  plus  grande  vitesse  possible. 

Soient  : 

h^  le  rayon  de  giration  du  corps  M  autour  de  l'axe  de 
rotation  ; 

a  la  distance  du  point  de  choc  à  cet  axe-, 

B  la  force  du  choc; 

6)' la  vitesse  angulaire  du  corps  IVI  immédiatement  après 
le  choc  ; 

u'  la  vitesse  du  centre  de  gravité  du  corps  m  au  même 
iastant. 

Les  vitesses  seront  toutes  comptées  positives  dans  le 
sens  du  mouvement  qui  anime  au  commencement  du  choc 
le  point  du  corps  M  qui  reçoit  la  percussion. 

La  quantité  de  mouvement  communiquée  et  la  force 
du  cboc  doivent  se  faire  équilibre  sur  chacun  des  deux 
corps,  en  tenant  compte  de  la  liaison  qui  oblige  le  corps  M 
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à  rester  uni  avec  Taxe  fixe.  De  là  résultent  les  deux 
équations 

Nous  obtenons  une  troisième  équation,  en  exprimant 
que  les  points  en  contact  ont  la  même  vitesse  à  Tinstant 
où  les  corjps  cessent  de  se  comprimer.  Si  les  corps  avaient 
une  élasticité  nulle,  cette  équation  serait 


par  suite,  nous  aurions 


B  =  mMk^ 


Mais,  puisque  les  corps  ont  une  élasticité  e,  le  choc  com- 
prend une  seconde  période,  pendant  laquelle  la  quantité 
de  mouvement  communiquée  à  chaque  corps  est  égale  au 
produit  du  nombre  e  par  la  quantité  de  mouvement  com- 
muniquée suivant  la  même  direction  dans  la  première 
période.  Donc  la  percussion  totale  est  plus  grande  qu^au 
cas  d'une  élasticité  nulle  dans  le  rapport  de  i  ■+•  e  à  i,  et 
nous  avons 

miff  —  u)  =z ^ - 

a 

Ces  équations  font  connaître  immédiatement  la  force 
du  choc  et  les  vitesses  communiquées,  exprimées  en 
fonctions  de  quantités  connues  qui  ne  dépendent  que  des 
circonstances  initiales. 

La  dérivée  de  p»'  —  sf  relative  à  a  s'annule  pour 


a  —  -±  i/  — 


m 
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La  valeur  de  a  qui  répond  au  signe  supérieur  du 
radical  rend  négative  la  dérivée  seconde.  Elle  est  donc  la 
distance  à  Taxe  du  point  où  doit  frapper  le  corps  m  pour 
que,  toutes  choses  égales,  la  vitesse  communiquée,  soit  au 
corps  m,  soit  au  corps  M,  acquière  indépendamment  du 
signe  la  plus  grande  valeur  possible.  Cette  distance  croit 

avec  le  rapport  des  vitesses  -?  et  avec  le  rapport  des  mas- 
ses —  •  Si  le  corps  m  est  en  repos  avant  le  choc,  la  dis- 
tance dont  il  s'agit  est  inversement  proportionnelle  à  la 
racine  carrée  de  la  masse  m,  le  corps  M  restant  le 
même* 

Ce  problème  trouve  son  application  au  jeu  de  paume. 
L'ensemble  de  la  raquette  et  du  bras  du  joueur  est  alors 
le  corps ' désigné  par  M,  tandis  que  la  paume  est  le 
corps  m. 

3.  Nous  avons  déjà  montré  (page  192,  problème  4) 
qu'une  sphère  homogène,  en  mouvement  sur  un  plan 
horizontal,  décrit  d'abord  une  parabole,  et  finit  toujours 
par  prendre  uii  mouvement  rectiligne  quand  tout  glisse- 
ment a  cessé.  Nous  avons  observé  que  la  vitesse  et  la  di- 
rection de  ce  mouvement  rectiligne  final  ne  dépendent  en 
aucune  façon  du  frottement  qui  s'est  exercé  dans  la  pre- 
mière partie  du  mouvement.  Il  y  a  plus  :  si  le  mouvement 
de  la  sphère  est  produit  par  une  percussion^  la  ^vitesse 
et  la  direction  du  mouvement  rectiligne  Jin al  ne  dé" 
pendent  nullement  de  la  force  instantanée  de  frotte- 
ment qui  se  produit  pendant  le  choc  entre  la  sphère  et 
le  plan,  quel  que  soit  le  point  de  la  sphère  qui  ait  reçu 
la  percussion^  et  quelle  que  soit  la  direction  de  cette 
force.  Cette  dernière  proposition  et  les  conséquences  re- 
marquables qui  s'ensuivent  feront  l'objet  de  cet  article. 

Pour  nous  fixer,  nous  supposerons  qu'il  s'agisse  d'une 
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bille  de  billard,  mise  en  mouvement  par  un  coup  de  queue 
incliné,  tendant  à  appuyer  la  bille  sur  le  lapis,  et  donné 
sur  un  point  quelconque  du  mobile. 

Nous  conserverons  la  nota^on  du  problème  cité,  en 
prenant  le  plan  vertical  des  xz  parallèle  à  la  direction  du 
coup  de  queue.  De  plus,  nous  nommerons  : 

B  la  force  du  coup  de  queue; 

a  Tînclinaison  de  celte  force  sur  riiorizon; 

h  la  distance  horizontale  dii  centre  de  la  bille  au  plan 
vertical  du  choc,  cette  distance  élant  positive  quand  le 
plan  est  à  droite  du  centre  par  rapport  au  joueur; 

h  la  plus  courte  distance  entre  la  direction  de  la  force 
et  l'horizontale  menée  par  Iç, centre  perpendiculairement 
au  plan  vertical  du  choc,  celle  distance  étant  positive 
quand  la  direction  de  la  force  passe  au-dessus  de  l'hori- 
zontale du  centre. 

Enfin,  nous  représenterons  par  F^^  et  F^  les  compo- 
santes de  la  force  instantanée  de  frottement  qui  se  déve- 
loppe entre  la  bille  et  le  tapis,  dirigées  suiva^t  les  axes 
horizontaux  des  x  et  des  y. 

Écrivapt  que  les  quantités  de  mouvement  communi- 
quées font  équilibre  aux  forces  instantanées,  on  obtient 
les  équations 

M«o  =  B  cosa  -f-  F,, 

(A)  /  |mp»/?„=:  —  BAsina-f-pFj., 

5 

Il  s'agit  de  calculer,  à  l'aide  de  ces  relations,  les  va- 
leurs des  composantes  a  et  &  de  la  vitesse  rectiligne  finale 
suivant  les  axes  des  x  et  des  y  y  exprimées  en  fonction  des 
forces  B,  F^^  et  F^. 
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Or  on  a  trouvé  (p.  194,  197)  les  expressions 

et  il  est  aisé  de  calculer  les  valeurs  des  seconds  membres 
en  fonction  des  forces,  puisque  les  équations  (A)  donnent 
immédiatement  les  valeurs  de  u^^  i'o?  Po  et  q©.  On  ob- 
tient 

5  B  p  cosa  -h  A'        ,        5  B  //  sin  a 

^  =  -ïF^ '      ^=~^ • 

7  M         p  7  M      p 

Ces  valeurs  étant  indépendantes  de  Fj^  et  de  F^,  le 
théorème  est  démontré. 

Pour  que  la  bille  ne  dévie  pas  de  la  direction  du  coup, 
il  faut  que  b  soit  nul,  ce  qui  exige  que  Ton  ait  a  ==  o,  ou 
bien  h  =  o. 

Ainsi,  la  bille  nira  en  ligne  droite  dans  la  direction 
de  la  queue  qu  autant  que  cette  direction  sera  lion- 
zontale^  ou  bien  y  si  elle  ne  Vest  pas^  qu  autant  que 
le  plan  ^vertical  du  choc  passera  par  le  centre  de  la 
bille. 

Dans  les  autres  cas,  le  signe  de  b  indique  de  quel  côté 
marchera  la  bille  dans  son  état  final.  On  voit  que  la 
bille  se  dévoie  de  la  direction  du  choc  en  se  portant  du 
côté  ou  elle  a  été  frappée. 

On  peut  dire  quelque  chose  de  plus  précis  encore  sur  la 
direction  du  mouvement  recliligne.  Car,  si  Ton  nomme  / 
la  distance  du  tapis  au  point  où  la  direction  du  choc  va 
percer  le  plan  vertical  mené  par  le  centre  perpendiculai- 
rement au  plan  vertical  du  choc,  on  a 


d'où 


k  :=:[l —  p)  cosa; 


5  B   / ces  a 
a=  -  — > 

7  M      p 

II.    2*  ÉDIT.  18 
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Cela  posé,  venons  à  la  démonstration  du  théorème. 
Pendant  le  temps  très-court  0,  nous  pouvons  négliger  les 
forces  continues  qui  sollicitent  les  points  du  système, 
vis-à-vis  des  forces  intantanées  qui  naissent  des  liaisons 
nouvelles;  nous  pouvons  aussi  négliger  les  quantités  très- 
petites  dont  varient  les  coordonnées  des  diirérents  points 
pendant  le  même  temps,  vis-à-vis  des  variations  des 
vitesses. 

Ainsi,  pendant  le  temps  9^  Téquation  du  mouvement  est 

(A)  '^>n^—S.+  -^Sjr^-S.^=o, 

et  les  déplacement?  virtuels  dx,  ày^  $z  peuvent  être 
considérés  comme  constants. 

Intégrons  cette  équation  entre  les  limites  to^  U  -f-fl,  et 
nommons  ai,  ij,  c,,  les  composantes  de  la  vitesse  du 
point  m  à  1  époque  ^o  4-  6*  H  vient  d'abord 

2)  w  [(«,  —  a)Sx-^(b^  —  b)Sj-h{c,  —  c)  §z]  =  o. 

Actuellement,  si  nous  prenons  pour  déplacements  vir- 


lié  à  VoTiQÏne  deè  coordonnées  par  une  tige  rigide  et  sans  masse,  mobile 
autour  de  l'origine.  Alors,  en  désignant  para-,,  ^„  e^  les  coordonnées  du 
point  mobile  à  Tépoque  /„  Véquation  de  liaison  sera 

X*  -+-r*  H-  «»  —  (  jr;  -^  r;  -+-  «;  )  =  o. 

Mais,  pendant  le  temps  très-court  qui  sépare  les  deux  époques  /,  et  t^-hO, 
on  aura  une  équation  telle  que  celle-ci, 

La  fonction  de  t  qui  figure  au  second  membre  représente  la  petite 
quantité  dont  varie  le  carré  de  la  longueur  de  la  tige,  en  vertu  de  Télas- 
ticité  du  corps.  Dans  la  c;uestion  qui  nous  occupe,  il  n'est  pas  permis  de 
supposer  les  corps  tout  à  fait  incompressibles,  sinon  on  serait  forcé  d'ad- 
mettre des  percussions  infinies,  et  le  calcul  n'aurait  plus  de  sens. 
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tuels  les  déplacements  effectifs  a^dt^  bidt^  c^dt^  nous 
obtenons,  en  divisant  par  dt^ 

^m[(at  —  a)ax  -^[by  —  b)b,  -t- (c,  —  c)c,]  =  o, 

ou,  ce  qui  est  identiquement  la  même  équation, 

^m{a''  -f-  ^»  -f-  c^)  —  ^m  {a\  -\- b\  ^  c\) 

=  ^m[[a--a,Y^[b'-b,y^[c-c,Y]. 

Or  cette   dernière  formule  exprime  précisément   le 
théorème  qu'il  s'agissait  de  démontrer  (*). 

Corollaire  I.  —  Supposons  qu'à  l'époque  U  +  ^9  on 
ajoute  encore  de  nouvelles  liaisons 

L'  =  o, . . . , 

qui  laissent  subsister  les  premières.  Désignons  par  d'  le 
temps  très-court  qui  s'écoule  avant  que  ces  nouvelles 
liaisons  soient  satisfaites^  et  par  a^^  £39  Ct  les  compo- 
santes de  la  vitesse  du  point  m  à  l'époque  to -\-  0  -h  0'. 
Nous  aurons  de  même 

=  '^m[{a,  —  a,Y  -+■  (b,  —  *,)'  +  {c,  —  f.)'J, 
et,  par  suite, 

^^C^'-t-  b'-i-c')—^m{al-hbl-hc\) 
=  ^m[(a-a,y^ib-b,Y  +  [c-c,y] 

4-  2»i[(n,  —  a,Y  -+■  (b,  -  b,y  4-  (c,  —  c,)']. 

(*)  Cette  dcmonsiration  nous  a  été  indiquée  par  M.  Sturm. 
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Maïs  nous  aurions  pu  intégrer  l'équalion  du  mou- 
vement (A)  par  une  seule  opération  entre  les  limites 
fo,  ^oH-^-H^'î  et  prendre  ensuite  pour  déplacements 
virtuels  les  déplacements  effectifs  dans  l'état  final,  savoir 
a^dt^  b^dt^  Cidt'^  par  ce  calcul  nous  aurions  obtenu  1'^- 
quadon 

^m  {a'  -f-  ^^  -+-  C)  —  2^  («'  -^  K  +  ^') 

D'après  cela,  nous  pouvons  énoncer  la  proposition 
suivante  : 

Des  points  matériels  en  mouvement^  soumis  à  des 
liaisons  indépendantes  du  temps,  ajant  certaines  w- 
tesses  acquises  à  un  instant  donnée  si  Von  conçoit  quà 
cet  instant  on  ajoute  successii^ement  aux  liaisons  données 
un,  deux  y  trois  ^.,.  systèmes  de  nouvelles  liaisons  indé^ 
pendantes  du  temps  y  et  que  Von  considère  la  série  des 
vitesses  que  prendra  chaque  point  dans  les  états  succes- 
sifs du  système  y  l  excès  de  la  somnie  des  forces  villes  de 
ce  système  dans  son  état  primitif  sur  la  somme  des  forces 
vivres  qu'il  possédera  dans  son  dernier  état  y  pour  lequel 
le  nombre  des  liaisons  est  le  plus  grand,  sera  égale,  soit 
à  la  somme  des  forces  vivres  correspondantes  aux  vi" 
tesses  perdues  dans  le  passage  immédiat  du  premier  état 
au  dernier^  soit  encore  à  la  somme  des  forces  vives  cor- 
respondantes aux  vitesses  perdues^  en  supposant  que 
le  système  passe  successivement  de  son  premier  état  au 
second^  puis  du  second  au  troisième,  et  ainsi  de  suite 
jusqu^au  dernier. 

Corollaire  II.  —  Le  théorème  qui  nous  occupe  com- 
prend, comme  cas  particulier,  le  théorème  de  Carnot 
sur  la  perte  de  force  vive  produite  par  le  choc  des  corps 
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dépourvus  d'élasticité  ]  car  ce  choc  peut  être  considéré 
comme  résultant  de  l'introduction  de  nouvelles  liaisons, 
par  lesquelles  les  corps  sont  assujettis  à  se  toucher  deux 
à  deux  en  des  points  déterminés. 

Il  comprend  encore  ce  théorème  de  Coriolis  (*)  :  La 
somme  des  forces  vives  d'un  système  de  points  maté- 
riels^ à  une  époque  quelconque  de  leur  mouv^ement,  est 
égale  à  la  somme  de  forces  vives  que  prendraient  ces 
points^  si,  étant  animés  de  leurs  vitesses  actuel  les ^  ils 
venaient  à  former  à  cet  instant  un  système  de  figure 
invariable  assujetti  aux  mêmes  liaisons  qu  auparavant, 
plus  la  somme  des  forces  vives  qu'auraient  ces  points 
en  vertu  des  seules  vitesses  relatives  par  lesquelles  ils 
s'écartent  des  positions  qu'ils  occuperaient  dans  le  sjs- 
tème  solidifié. 

Citons  aussi,  comme  conséquence  immédiate  de  la 
théorie  qui  nous  occupe,  ce  théorème  deLagrange  (**)  : 
La  force  vive  initiale  communiquée  par  des  percussions 
à  un  co/y}S  solide,  mobile  autour  d^un  point  fixe  y  est 
plus  grande  ou  plus  petite  que  la  force  vive  qui  serait 
communiquée  au  corps  par  les  mêmes  percussions,  s'il 
était  assujetti  à  tourner  autour  d^un  axe  différent  de 
Vaxe  spontané.  La  théorie  actuelle  va  plus  loin;  elle 
nous  montre  que,  dans  la  rotation  autour  de  l'axe  spon- 
tané, la  force  vive  est  toujours  un  maximum  et  jamais  un 
minimum  (***). 

Stubm^  Comptes  rendus  de  rAcad.  des  Sciences  de  Paris  y 
t.  XIII,  1841,  2"  sem,,  p.  1046. 

M.  J.  Bertrand  a  donné   une  démonstration  géomé- 


(*)  Journal  de  l'École  Polytechnique,  XXIV®  Cahier,  p.  98. 
(**'^  Mécanique  analytique,  II®  partie,  sect.  m,  §  3/. 
{***)  M.  Delaunay  a  fait  le  premier  celle  distinction  entre  le  maximum 
et  le  minimum  {Journal  de  M,  Liouville,  t.  Y,  p.  a55;  iS4o). 
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trique  et  très-simple  du  même  théorème,  dans  les  Comptes 
rendus  de  V Académie  des  Sciences  de  Paris ^  décem- 
bre i856. 

5.  Un  cylindre  homogène,  dont  Vaxe  est  fixé  dans 
une  position  horizontale^  tourne  avec  une  vitesse  don-- 
née  w,  en  enroulant  un  fil  inextensible  et  sans  masse  qui 
porte  un  point  matériel  de  poids  P.  Ce  point  est  d^ abord 
soutenu  au-dessous  du  cylindre  à  une  distance  de  l'axe 
>  égale  à  b^  en  sorte  que  le  cylindre  n^éproui^e  aucune 
résistance  tant  que  la' longueur  du  fil  qui  nest  point 
enroulé  est  supérieure  à  cette  distance.  On  demande  de 
déterminer  cette  distance  by  de  manière  que  la  vitesse 
du  système  soit  épuisée  à  V instant  précis  où  le  point 
matériel  vient  toucher  la  surface  du  cylindre,  et  d' assi- 
gner y  dans  ce  cas,  la  durée  de  V ascension  du  point. 

Soient  a  le  rayon  du  cylindre^  m  sa  masse  et  k  son 
rayon  de  gi ration  autour  de  l'axe. 

On  trouve 


b  = 


{r'^""'ï 


2P 

\g 


et  la  durée  de  Fascension  est 

aP 

6.  Un  cylindre  homogène,  dépours^u  d^ élasticité ,  roule 
sans  glisser  sur  un  plan  incliné,  lorsquil  rencontre  un 
second  plan  parallèle  à  son  axe  et  sur  lequel  tout  glis- 
sement est  impossible.  Déterminer  la  limite  inférieure 
de  l'angle  dièdre  des  deux  plans  au  delà  de  laquelle 
V ascension  du  cylindre  sur  le  second  plan  ne  peut  avoir 
lieu;  et^  dans  le  cas  ou  cette  limite  nest  pas  atteinte^ 
trouver  la  vitesse  avec  laquelle  le  cylindre  commence  à 
monter, 

La  limite  cherchée  est  -• 
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Si  l'on  nomme  a  Tangle  des  deux  plans,  u  la  vitesse  de 
Taxe  du  cylindre  immédiatement  avant  la  rencontre  du 
second  plan,  et  f^  la  vitesse  de  cet  axe  immédiatement 
après  la  rencontre,  on  trouve 


I  —  2  cosa 
V  =z u. 


7.  Un  corps  glisse  sur  un  plan  incliné  av^ec  une  vitesse 
connue,  lorsqu'il  rencontre  sur  le  plan  une  petite  saillie 
qui  met  obstacle  au  glissement.  Déterminer  la  force  du 
choc  et  le  mouifement  communiqué,  en  supposant  que  la 
direction  du  choc  soit  située  dans  un  plan  perpendicu- 
laire au  plan  incliné  et  qui  divise  le  corps  en  deux  parties 
symétriques. 

n  suffit  de  considérer  le  système  en  projection  sur  le 
plan  de  symétrie,  car  les  vitesses  communiquées  seront 
parallèles  à  ce  plan. 

Soient  m  la  masse  du  corps,  a  la  longueur  de  la  per- 
pendiculaire abaissée  de  son  centre  de  gravité  sur  le  plan, 
h  la  distance  du  pied  de  cette  perpendiculaire  à  la  saillie 
lors  de  la  rencontre,  k  le  rayon  de  giration  du  corps  au- 
tour de  son  centre  de  gravité,  e  l'élasticité,  u  la  vitesse 
immédiatement  avant  le  choc,  R  et  S  les  composantes  de 
la  force  du  choc  suivant  une  perpendiculaire  et  une  pa- 
rallèle au  plan  incliné,  u  et  s^^  les  composantes  de  la  vitesse 
du  centre  de  gravité  à  la  Gn  du  choc  suivant  les  mêmes 
directions,  co'  la  vitesse  de  rotation  du  corps  à  la  fin  du 
choc  autour  de  son  centre  de  gravité. 

On  trouve 

mu{\  -h  e) 


R 

ab 

S 

a}- 

-c{b 

'-hX') 

{\^e)ab         à'  —  e^b^^k*)         [\-\-e)a        a' -\- b^ -^  k^ 


I 
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trique  et  très-simple  du  même  théorème,  dans  1^ 
rendus  de  rjicadémie  des  Sciences  de  Pf 

bre  i856.  ^ 

5.   Un  cylindre  homogène,  dont  Vax  ^  -s 

une  position  horizontale^  tourne  ax^ec  '  ^^ 

née  w,  en  enroulant  un  fil  inextensihl 
porte  un  point  matériel  de  poids  P.  rayon  d^  ^ 
soutenu  au-dessous  du  cylindre  à  itesse  avan^  ^ 
égale  à  h,  en  sorte  que  le  cylv  ^u  point  de  la  ^^^^ 
résistance  tant  que  la'longue  oc. Rapportons  /^  ^4 
enroulé  est  supérieure  à  cette  i    .^^^3  recUngulaîr^^ 


déterminer  cette  distance  A,     j  j^  i^^xe  fixe,  le  P^^ 

I  du  système  soit  épuisée  à    je  gravité  à  l'instant  du  ^^' 

matériel  vient  toucher  la     .^  ^^^  j^  s'avancer.  Désî^^ 

gner,  dans  ce  cas,  la  di     ^^^^  j„  mouvement  avaU^^  . 

Soient  a  le  rayon  '     j^^  .ngle  étant  positif  du  côt^ 
rayon  de  gîration  aul       ^e  dont  la  tige  a  tourné  daa^ 


On  trouve 


et  la  durée  d 


^^neOXversOY. 

/    ^^  «un t  à  l'instant  du 


choc,  il  vient 


m^'tfcosa 


r'ucosa  Cttcosa 

sans  glis 

second  ^^j^jfe  B  et  C  reposent  sur  un  plan  horizon- 
semer  *,j»>i*i  contact.  Trouver  la  direction  dans  la- 
de  l  0"^^  yvisième  bille  A,  qui  se  meut  sur  le  mêmi 
Va  -^^  ^yTHir  frapper  la  bille  B,  pour  que  celle-c 
Il  ^>»^  •"^  direction  donnée  BD.  Les  trois  bdle: 
1  ^Aîi*5^  peuvent  avoir  une  élasticité  quelconque^  ei 
^^^mi*^t  sans  frottement, 

^«.-«t  A,  B,  C  les  centres  des  trois  billes  à  l'instant 
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8.  Une  tige  dépowvue  d^ élasticité^  qui  se  meut  pa- 
rallèlement à  elle-même  sur  un  plan  horizontal  parfai- 
tement uni,  vient  heurter  contre  un  axe  fixe  perpen- 
diculaire au  plan.  Déterminer  la  force  du  choc  et  la 
position  de  la  tige  à  un  instant  quelconque  après  la  per- 
cussion^ en  négligeant  les  frottements. 

Soient  m  la  masse  de  la  tige,  h  son  rayon  de  giradon 
autour  du  centre  de  gravité,  u  la  vitesse  avant  le  choc, 
c  la  distance  du  centre  de  gravité  au  point  de  la  tige  qui 
reçoit  le  choc  et  B  la  force  du  choc.  Rapportons  le  centre 
de  gravité  à  deux  axes  coordonnés  rectangulaires  OX, 
OY  dont  l'origine  soit  au  pied  de  l'axe  fixe,  le  premier 
étant  dirigé  vers  le  centre  de  gravité  à  l'instant  du  choc, 
et  le  second  du  côlé  où  la  tige  tend  à  s'avancer.  Désignons 
par  a  l'angle  que  la  direction  du  mouvement  avant  le 
choc  fait  à  l'axe  OY,  cet  angle  étant  positif  du  côté  de 
OX,  et  nommons  6  Tangle  dont  la  tige  a  tourné  dans  le 
sens  de  rotation  qui  amène  OX  versOY. 

L'origine  du  temps  étant  à  l'instant  du  choc,  il  vient 

mk^uco^at. 
c^u  CCS  a  ^        eu  cosa 

9.  Deux  billes  B  ef  C  reposent  sur  un  plan  horizon^ 
tal  et  sont  en  contact.  Trousser  la  direction  dans  la^ 
quelle  une  troisième  bille  A  ^  qui  se  meut  sur  le  même 
plan^  doit  venir  frapper  la  bille  B,  pour  que  celle-ci 
parte  dans  une  direction  donnée  BD.  Les  trois  billes 
sont  égales  y  peuvent  ai^oir  une  élasticité  quelconque ,  et 
se  choquent  sans  frottement. 

Soient  A,  B,  C  les  centres  des  trois  billes  à  l'instant 
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du  choc,  a  Tangle  donné  CBD,  et  6  l'angle  cherché  des 
deux  directions  BA,  CB. 
On  trouve 


tangô=:-langa. 


10.  Tî'ois  billes  égales  A  ^  A',  A",  de  masse  m,  d'élcLS^ 
licite  e,  et  qui  sont  exemptes  de  frottement^  sont  assu- 
jetties à  se  mouvoir  sur  un  même  plan  horizontal.  Les 
deux  dernières  sont  immobiles  et  se  touchent^  la  pre- 
mière "Vient  les  frapper  toutes  deux  au  même  instant, 
avec  une  vitesse  donnée  égale  à  u.  Déterminer  la  force 
du  choc  et  les  vitesses  communiquées. 

Soient  V  la  vitesse  de  la  bille  A  immédiatement  après 
le  choc,  (^'  la  vitesse  commune  des  deux  billes  A',  A"  au 
même  instant^  et  B  la  force  du  choc  qui  a  lieu  entre  la 
bille  A  et  Tune  quelconque  des  deux  autres. 

On  trouve 

p=:  -  (2—  3e^)  tt,       p'zzr  ^  (H-  e)u, 

Maclaukin^  Traité  des  fluxions,  1. 1,  ch.  xii,  §5i5. 

1 1 .  Démontrer  que  la  force  vive  perdue  dans  les 
chocs  simultanés  de  plusieurs  corps,  doués  d^une  même 

élasticité  e,  est  égale  au  produit  de par  la  force 

vive  due  aux  vitesses  perdues  (*). 

On  démontrera  ce  théorème  de  la  même  manière  que 
le  théorème  de  Garnot,  dont  il  est  la  généralisation,  en 
exprimant^  par  Téquation  des  virtuelles,  qu'il  y  a  équî- 


(*}  Voir  t.  I,  p.  267,  probl.  5. 
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libre  entre  les  percussions  et  les  quantités  de  mouvement 
communiquées,  à  l'instant  où  les  corps  cessent  de  se  com- 
primer et  commencent  à  reprendre  leur  forme  première. 
Pour  effectuer  ce  calcul,  il  suffira  d'observer  que  les  com- 
posantes des  vitesses  perdues  par  une  même  molécule, 
pendant  les  deux  périodes  du  choc,  sont  entre  elles  dans 
le  rapport  de  i  à  e. 

Duhamel,    Journal  de  VÈcole  Polytechnique  y 
XXIV«  Cahier,  p.  I  ;  i832. 

12.  Lorsque^  dans  un  système  de  points  matériels,  les 
vitesses  varient  brusquement ^  en  vertu  d'onctions  mo^ 
léculaires  dés^eloppées  par  les  chocs  de  quelques  parties 
du  système,  la  somme  des  moments  virtuels  des  quan^ 
tités  de  mouifement  acquises  ou  perdues  pendant  le  choc 
est  nulle ^  toutes  les  fois  que  Von  considère  des  moments 
virtuels  dans  lesquels  deux  molécules  qui  réagissent 
l'une  sur  Vautre  ont  des  vitesses  égales.  S^il  arri\fe 
qu  après  le  choc  tout  point  matériel  qui  a  exercé  une 
action  moléculaire  sur  un  autre  point  se  réunisse  à  ce 
dernier,  le  principe  que  nous  venons  d'énoncer  four^ 
nira  toutes  les  équations  nécessaires  pour  déterminer^ 
après  le  choc^  le  mou\^ement  de  toutes  les  molécules  ou 
de  tous  les  corps  dont  se  compose  le  système.  L'une  de 
ces  équations  exprimera  que  la  perte  de  forces  viues  est 
égale  à  la  force  viv^e  des  vitesses  perdues. 

Ces  théorèmes  se  déduisent  aisément  de  l'équation  gé- 
nérale donnée  au  commencement  de  ce  chapitre  (p.  265). 
Caught,  Bulletin  des  Sciences  mathématiques  de  Férussac^ 
t.  XI,  1829,  p.  119. 
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CHAPITRE  XII. 

LOIS  DES  PETITES  OSCILLATIONS. 


Proposons-nous  de  déterminer  les  petites  oscillations 
qu'exécute  un  système  de  points  matériels,  assujettis  à 
des  liaisons,  qui  a  été  légèrement  écarté  d'une  position 
d'équilibre  stable.  Nous  supposerons,  comme  d'habitude, 
les  forces  indépendantes  du  temps. 

Les  équations  de  liaisons  nous  permettent  de  dévelop- 
per (*)  les  coordonnées  des  points  suivant  les  puissances 
ascendantes  de  nouvelles  variables  m,  i^,  w,  etc.,  qui  s'an- 
nulent pour  la  position  d'équilibre,  et  dont  le  nombre 
est  précisément  celui  qui  est  nécessaire  pour  fixer  la  po- 
sition des  points  en  ayant  égard  aux  liaisons.  Substituant 
ces  valeurs  dans  l'équation  générale,  si  souvent  rappelée, 
qui  est  fournie  par  le  principe  des  vitesses  virtuelles  et  le 
principe  de  d'Alembert,  puis  égalant  à  zéro  le  coeffi- 
cient de  chacune  des  variations  5m,  âu^  ^w,  etc.,  nous 
obtenons  des  équations  différentielles  qui  représentent 
rigoureusement  le  mouvement  du  système  à  l'aide  des 


(*)  Ces  développements  pourront  s'effectuer  par  la  formule  de  Mac- 
laurin,  lors  même  que  Ton  ne  saurait  pas  résoudre  les  équations  qui 
lient  les  coordonnées  aux  nouvelles  variables.  En  effet,  ces  équations, 
étant  différentiées  plusieurs  fois  de  suite,  donneront  les  expressions  gé- 
nérales des  dérivées  partielles  des  coordonnées  par  rapport  aux  nouvelles 
variables,  à  l'aide  de  résolutions  successives  d'équations  du  premier 
degré.  Remplaçant  dans  ces  expressions  les  nouvelles  variables  par  zéro 
et  les  coordonnées  par  les  valeurs  correspondantes  à  Tétat  d'équilibre 
stable,  on  aura  les  coefficients  successifs  des  développements  cherchés. 
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nouvelles  variables,  dans  les  limiies  où  les  développe- 
ments eflFectués  restent  convergents. 

Ces  équations  sont  du.  second  ordre^  et  ne  contiennent 
pas  de  terme  indépendant  des  variables  i*,  i^,  w,  etc., 
car  elles  doivent  être  vérifiées  pour  la  position  d'équi- 
libre où  toutes  les  variables  sont  égales  à  zéro.  Les  termes 
du  premier  degré  par  rapport  à  u,  t^,  w,  etc.,  et  par  rap- 
port aux  dérivées  de  ces  variables,  donnent  la  loi  des  pe- 
tits mouvements.  Si  l'on  néglige  tous  les  autres  termes, 
les  équations  deviennent  linéaires  à  coefficients  con- 
stants^ elles  sont  d'ailleurs  sans  second  membre.  Leurs 
intégrales  s'obtiennent  par  la  méthode  connue  ;  elles  sont 
de  la  forme 

Sa  =:=  L,  sin  (  >[r[t  4-  a,  )  H-  L,  sin  (  y^/  H-  a,  )-+-...  , 
ç  r=r  V,L,sin(vV,  t  -\-  aLx)-\-  Vj Ljsin (\/Â7/  -f-  aj)-^.  .  .  , 
w=  V,  L,  sin ( v/TT^ -h  a,)-+-  \\luiSm[sfrlt  -+-«2)+. .  ., 

Li,  Lj,...,  «ijasv-'9  sontdes  constantes  arbitraires  qui, 
dans  chaque  cas  particulier,  se  déterminent  par  les  don- 
nées initiales;  Tj,  Tj,  etc.,  sont  des  constantes,  racines 
d'une  même  équation  algébrique,  dont  le  degré  est  égal  au 
nombre  des  variables  m,  p',  etc.  \  X'^,  X^^,...  sont  des  coef- 
ficients constants  qui  se  déduisent  de  Tj  5  /'^^  X*^,...  sont  les 
mêmes  coefficients  dans  lesquels  i\  a  été  remplacé  par  r,. 
Soit  n  le  nombre  des  variables  m,  i^,  etc.  L'expression 
de  chacune  de  ces  variables  en  fonction  du  temps  est  gé- 
néralement une  somme  de  n  termes  tels,  que  chacun 
d'eux,  pris  isolément,  représente  une  petite  oscillation 
de  même  nature  que  celle  d'un  pendule  simple.  Toutes 
ces  petites  oscillations  simples  se  partagent  en  n  groupes, 
pour  chacun  desquels  la  durée  de  roscillation  est  la 
même  \  il  entre  généralement  une  oscillation  de  chacun 
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des  groupes  dans  la  valeur  de  chaque  variable.  Le  mou- 
vement du  système  autour  de  sa  position  d'équilibre  est 
donc  composé  d'oscillations  simples  et  simultanées,  dont 
le  nombre  est  en  général  celui  des  variables  nécessaires 
pour  fixer  la  position  du  système.  C'est  en  cela  que  con- 
siste la  loi  de  la  coexistence  des  petites  oscillations,  dé- 
couverte par  Daniel  Bernoulli  (*). 

Il  y  a  plus  :  supposons  que  pour  de  certaines  données 
initiales, 

a  =  W,  ,  f  rrr  t;, 


du ;  dv 


=  «.>    :î:=^'---j 


le  mouvement  soit  représenté  parles  intégrales 

a  =  U, ,      P  z=:  V, , . . .  ; 
que  pour  d'autres  données  initiales, 

a  =  «j>  PzrrPj,..., 

du  ,         dv        ., 

le  mouvement  soit  représenté  par  les  intégrales 

et  ainsi  de  suite. 

Pourleâ  données  initiales  qui  sont  la  somme  des  pre- 
mières, 

a  =   W|   -f-  Wj   +  .  .  .  ,        P  =  p,    -f-  Pj  -f-  .  .  .  ,      .  .  .  , 

^^        f         t  ,        f 

—  =  «,-+-«24-...,       P=:p,  -HP,  H-...,     ..., 


(*)  Mémoires  de  l'Académie  de  Berlin,  1763,  p.  173.  —  NoyiComment, 
Petrop,,  t.  XJX,  1775,  p.  339. 
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le  mouvemeiit  sera  représenté  par  la  somme  des  premières 
intégrales, 

car  ces  dernières  expressions  vérifient  les  équations 
différentielles  linéaires  du  mouvement,  et  se  réduisent 
aux  valeurs  initiales  données,  lorsqu'on  y  fait  t  =  o. 

Cette  loi  générale,  d'après  laquelle  les  petits  mouue- 
ments  se  superposent  sans  se  nuire,  donne  l'explication 
d'un  grand  nombre  de  phénomènes  relatifs  aux  ondula- 
tions des  liquides,  à  Tacouslique,  à  la  lumière,  etc. 

Tous  ces  résultats  supposent  que  Ton  se  borne  à  la  pre- 
mière approximation.  Si  Ton  veut  une  détermination  plus 
exacte  du  mouvement,  on  reviendra  aux  équations  rigou- 
reuses, on  substituera,  dans  les  termes  du  second  degré 
par  rapport  à  m,  t^,  etc.,  et  par  rapport  à  leurs  dérivées, 
les  expressions  de  ces  quantités  en  fonction  du  temps  ob- 
tenues à  la  première  approximation;  puis,  négligeant 
tous  les  termes  d'un  degré  supérieur  au  second,  on  aura 
de  nouvelles  équations  qui  ne  différeront  des  premières 
que  par  l'addition  d'un  second  membre,  fonction  connue 
du  temps.  On  en  déduira  d'autres  valeurs  de  m,  (^,  etc., 
plus  approchées  que  les  premières;  et  l'on  pourra  conti- 
nuer ainsi,  par  la  méthode  des  approximations  successives, 
aussi  loin  qu'on  le  jugera  convenable. 

Revenons  à  l'étude  des  équations  des  petits  mouve- 
ments et  de  leurs  intégrales,  en  nous  bornant  à  la  pre- 
mière approximation. 

Soient 


X  =  X,  H-  <?, 

u-^a^v  -h  flrjfv-f-.  .  ., 

r.  =roH-^i 

u  -h  b^v-h  biW-\-,  .  ,f 

Z    =30+^1 

u  -f-  c,  p  H-  C3  w  H- .  .  . , 

x'=a:\-ha' 

a-\-a\(f-^a\w-\-.  , ., 
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les  expressions  des  coordonnées  des  points  en  fonction 
des  n  variables  indépendantes,  limitées  au  terme  du  pre* 
mîer  degré. 

Il  nous  faut  substituer  ces  valeurs  dans  l'équation  gé- 
nérale du  mouvement 

2[('"S-^)"-(™S-^)*> 


+  (,. '5  _z)  ».]■=., 


et  égaler  séparément  à  zéro  les  coefficients  de  ^u^  o^», 
dw^ .... 

Nous  admettrons  que 

est  la  différentielle  exacte  d'une  fonction  cf  (w,  i',  ii^, .  . .) 
indépendante  du  temps. 

INous  représenterons  par --7-7»  -: — -?•••»  ce  que  de- 
viennent les  dérivées  secondes  de  la  fonction  op,  quand  on 
y  remplace  les  variables  par  zéro. 

Nous  poserons  encore,  pour  abréger, 

^m  [a\  -+-  bl  -4-  c\)  —  A„      ^m  {a^a,  -f-  ô,  ^3  -f-  r. c,)  —  B,,,, 


Nous  abrégerons  encore  les  calculs  en  observant  que 
les  dérivées  premières  delà  fonction  (f  s'annulent  avec  les 
variables  r/,  ^, . . .  ^  car  la  position  du  système  qui  répond 
II.  a«  ÊDiT.  19 
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à  des  valeurs  nulles  de  ces  variables  doit  être  une  posi- 
tion d'équilibre  stable,  pour  qu'il  y  ail  lieu  de  rechercber 
les  petits  mouvements  des  points  autour  de  celte  position. 
Finalement,  nous  obtenons  les  équations  suivantes  : 

du-  du  dv  du  d(v 

.     d^  V        ^      d^u       _      d^w 

{'l)  \  ^^<p6  ^^fo  ^^'^0 

r/i/^        '    dudi*  dvdw  '  '  '  f 

d^tv  d^u  d^tf 

d-Oo  ^^<Po  ^^'Vo 


dw^  dudw  dvdtx» 


Ce  sont  là  les  équations  diflérentielles  du  mouvement. 
On  peut  remarquer  que  les  coefficients  de  v  et  de  -— ■? 

dans  la  première  équation,  sont  égaux  à  ceux  de  n  ei  de 

d^  u 

-—■  dans  la  seconde  équation.  Il  en  est  de  même  pour  les 

autres  variables  et  pour  les  autres  équations  ]  en  sorte 
que  chaque  coefficient  est  répété  deux  fois,  sauf  ceux  dos 
premiers  termes. 

Pour  intégrer  ces  équations,  multiplions  la  première 
par  l'unité,  la  deuxième  par  un  coefficient  indéterminé  )/, 
la  troisième  par  un  autre  coefficient  indéterminé  a'',  et 
ainsi  de  suite;  faisons  la  somme  des  produits,  et  écrivons 
que  cette  somme  est  de  la  forme 

(  d^u       ,.  d^u       ^,  d^tv 

(3)  )lF+"7F-^^rfF+--- 

(  +  r(«  H-  Ml'  -h  Ncp  4- . .  . ,  "-  o, 
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r  étant  un  nouveau  coefficient  indéterminé.  Ceci  nous 
fournira  72  équations 


(4) 


'?. 


rf>, 


^X"  +  . 


du  dv  du  dw 


r/p^  c^//  dv 


A''-4-. 


—  r(A,)/-l-B.,,-f-B.,,V'-f-...}. 


'<P« 


'/^?« 


r/w^  dudw        dvdi\' 

=  ^r(A3r-f-B,,3  +  B,,3V-+-., 


pour  déterminer  nos  /i  coefficients  /^  X'',. .  .i  ^"""^^  et  r. 
Nous  éliminerons  d'abord  les  coefficients  À;  il  en  résul- 
tera une  équation  en  r  du  degré  n.  Admettons  que  ses 
racines  soient  toutes  réelles^  positives  et  inégales;  dési- 
gnons-les par  r,5  /'j,...,  r„.  En  substituant  successi- 
vement chacune  de  ces  valeurs  dans  les  équations  (4), 
nous  aurons,  par  une  simple  résolution  d'équations  du 
premier  degré,  autant  de  séries  de  valeurs  correspon- 
dantes des  coefficients  X',  A'', .... 

Nous  représenterons  généralement  par  X'. ,  X^ , .  . . ,  le 
groupe  de  coefficients  qui  répond  à  la  racine  /> 

Chacun  de  ces  groupes  de  valeurs,  X'^ ,  X^-, . . .  nous 
donnera  une  série  de  valeurs  correspondantes  de  M, 
N,...;  en  sorte  que  nous  aurons  w  équations  de  la 
forme  (3).  Chacune  d'elles  aura  une  intégrale  de  la 
forme 


(5) 


M« 


-Nw  • 


:Hsiù(v^r^  +  a), 


H  et  a  sont  des  constantes  qu'on  détermine  par  les 

'9- 
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condilions  initiales 

!Wo  -+-  Me»  -1-  N  «'o  -+-  .  . .  zm  H  sin  a, 

Les  ^2  équations  (5),  résolues  par  rapport  aux  varia- 
bles //,  ^^5 .  . . ,  nous  donnent  des  valeurs  de  la  forme 

/t  1=  L,  sin  (  v'r,  r-H  a,  ) -I- Lj  sin  f  v'/'a /-+- «2) -h  L3  sin  (y/z-a  ^ -h  aj)  H- . . . , 
«'  =  I/,sin(v//',/H-a,)-|- ' , 


Ces  valeurs  doivent  vérifier  identiquement  les  équa- 
tions (2).  Or,  quand  on  les,  substitue  aux  variables  dans 
ces  équations,  et  qu'on  ^cril  que  les  coefficients  de  chaque 
sinus  sont  égaux  dans  les  deux  membres,  on  trouve  w* 
relations  qui  ne  diiïèrent  des  équations  (4)  que  par  le 

L'     L" 
changement  de  X',  X'^, .  .  . ,  en  —^9  y'~'  "  *  '  1  indice  i  pou- 

vaut  prendre  toutes  les  valeurs  de  i  k  n.  Donc       , 

L^.  rr=  y.  L/,       Lj  =  >,•  L/ , .  .  . , 

et  par  conséquent  les  expressions  des  variables  ont  bien 
la  forme  annoncée  (i). 

Ces  mêmes  valeurs  (i)  reportées  dans  les  équations  (5) 
doivent  les  réduire  à  des  identités.  Il  s'ensuit  qu'en  dési-. 
gnant  par  M/,  N„ . . . ,  H,  les  valeurs  de  M,  N, . . . ,  H 
qui  correspondent  à  la  racine  r,-  de  l'équation  en  r,  on  a, 
quel  que  soit  Tindicei, 

et  aussi,  pour  tout  indice  k  di lièrent  de  /*, 

;8)  n_Mi>;H-NA>--f-.      .rzro. 
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i .  Pelites  oscillations  d^un  point  mafén'el  libre  y  attiré 
"vers  des  centres  fixes  en  nombre  quelconque» 

Soient  fi,  t^,  wles  coordonnées  rectangulaires  du  point 
mobile,  la  position  d'équilibre  stable  étant  prise  pour 
origine. 

Les  équations  des  petits  mouvements  sont  de  la  forme 

I'-^  —  kn  -f- A'(>-f- A"n-, 
H, 

\    dC- 

On  les  intègre  comme  les  équations  générales  (2),  Si 
Ton  pose 

u  -h  Mil'  -4-N,«'  =  x  v'i  -4-  MJ  H-  NJ, 

u  -h  M,c  -hN-^tv— ■  ysji  H-M^  -+-  N^, 

•  u  4-  Mji'  -f-  NaW'—  2  v^i  H-  M^  +  jn;;, 

les  équations  (A)  peuvent  être  remplacées  par  trois  équa- 
tions équivalentes,  de  la  forme 

d-'x 

——  -4-r,X=:0, 
Ut' 

(B)  fë+'-^^'=^^' 

Xd-'z 

[—--+-'•32  —  0, 
\    '^'^ 

''lî  ''«î  ''s  étant  des  constantes. 

Il  est  remarquable  que  ces  nouvelles  variables  sont  les 
coordonnées  du  point  mobile  par  rapport  à  trois  axes 
rectangulaires,  de  même  origine  que  les  premiers,  et  dont 
les  directions  ne  dépendent  nullemeiit  des  circonstances 
initiales. 


agi  MÉCANIQUE    RATIOUKELLE. 

En  effet,  pour  déterminer  les  coefficients  M,  N,  il  faut 
ajouter  la  première  équation  (A)  au  produit  de  la  deuxième 
par  X'  et  au  produit  de  la  troisième  par  X",  et  identifier  la 
somme  avec  la  formule  (3). 

Ceci  nous  donne  immédiatement 

V  =  M,     X''  =  N. 
Il  s'ensuit  que  les  relations  (8)  peuvent  ici  s'écrire 

I  -I-  M,  M2-I-N,  N2=:o, 

1-4-M2M3-I-N2N3  — o, 
H-M3M,  -I-N3N,  :^o; 

elles  expriment,  on  le  voit,  que  .r,j^,  z  sont  des  coordon- 
nées rectangulaires. 

Les  intégrales  des  équations  (B)  sont  de  la  forme 

X  =r  D,  sin  (  \/ r,  r  -I-  a,), 
jr=rDjSin(\/r,  f  H-  «j), 
s=zD3sin(v/^f  -I-  a^), 

D  et  a  désignant  des  constantes  déterminées  par  les  cir- 
constances initiales.  Nous  avons  donc  ce  théorème  :  Quand 
un  point  matériel  libre,  soumis  à  l'action  de  plusieurs 
centres  fixes ,  est  abandonné  à  lui-même  après  ai^oirété 
légèrement  écarté  do  sa  position  d'équilibre  stable,  il 
exécute  des  oscillations  simples^  smmnt  trois  directions 
perpendiculaires  deux  à  deux,  qui  ne  dépendent  point 
de  r écartement  primitif ,  Les  oscillations  sont  isochrones 
suivant  chacune  de  ces  directions^  toutefois,  la  durée  et 
Tamplitude  varient  d'une  direction  à  l'autre. 

Soit  R  la  force  accélératrice  résultante  que  fait  naître 
le  déplacement  du  mobile  transporté  de  l'origine  au  point 


DYNAMIQUE.  igD 

Cette  force  fait  avec  les  axes  des  angles  dont  les  cosinus 
«ont 

r^  r^  7-3 

On  voit  qu'elle  est  dirigée  suivant  la  normale  au  point 
{x^  y^  z)  à  l'ellipsoïde  représenté  par  l'équation 

dans  laquelle  la  constante  C  a  été  déterminée  de  manière 
que  la  surface  passe  au  point  considéré. 

D'après  cela,  si  Von  imagine  une  série  d'' ellipsoïdes 
semblables,  qui  aient  leurs  axes  principaux  sur  les  trois 
-directions  des  oscillations  simples,  et  proportionnels  à  rj, 
''«5  ^iy  tout  déplacement  du  point  mobile  fera  naître  une 
force  dirigée  suii^ùnt  la  noimalc  a  V ellipsoïde  qui  passe 
à  ce  point.  Il  s'ensuit  que  la  direction  de  cette  force  coïn- 
cide avec  celle  du  déplacement,  lorsque  celui-ci  a  lieu 
suivant  l'une  des  directions  des  oscillations  simples,  et 
seulement  dans  ce  cas.  Parmi  tous  les  déplacements  pos- 
sibles dans  un  même  plan  P  qui  passe  à  la  position  d'équi- 
libre, il  est  deux  directions  perpendiculaires  suivant  les- 
quelles doit  avoir  lieu  le  déplacement  pour  que  la  force 
soit  située  avec  le  déplacement  dans  un  même  plan  per- 
pendiculaire au  plan  P.  Ces  directions  sont  celles  des  axes 
des  ellipses  semblables  suivant  lesquelles  le  plan  P  coupe 
les  ellipsoïdes. 

2.  Une  balance  ordinaire^  dont  le  fléau  AA'  reste 
dans  un  même  plan  vertical^  supporte  deux  poids 
égaux  P,  P',  suspendus  à  des  fils  de  même  longueur  AP^ 
A'P',  dont  on  néglige  la  masse.  On  imprime  à  cet  appa- 
reil un  petit  moui^èment  absolument  quelconque j  qui  dé- 
range légèrement  V équilibre,  et  Von  propose  de  déter- 
miner les  oscillations  du  fléau  et  des  deux  poids. 
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Soient  : 

a  la  longueur  de  chacun  des  bras  du  fléau,  considéré 

comme  une  droite  \ 
^^^•'^  b    la    hauteur    de 

l'axe  de  suspension  O 
au-dessus  du  fléau; 

/   la    longueur   de 
chacun  des  fils; 

m  la  masse  de  cha- 
cun des  poids  ; 

c   la    distance    de 
Taxe   de   suspension 
au  centre  de  gravité 
de  la  partie  mobile, 
les  poids  exceptés  ; 
M  la  masse  de  cette  partie  mobile  ; 
h  son  rayon  de  giration  autour  de  Taxe  de  suspension; 
Q  Tinclinaison  du  fléau  sur  Thorizontale; 
(|/  Tangle  que  le  fil  AP  fait  avec  le  plan  vertical  du 
fléau  ; 

(f  Tangle  que  le  même  fil  fait  avec  un  second  plan  ver- 
tical perpendiculaire  au  premier; 

4*'  et  ç'  les  angles  analogues  pour  le  fil  A'P'; 
T  et  T' les  tensions  des  fils  AP  et  A'P'. 

L'origine  des  coordonnées  sera  le  point  de  suspen- 
sion O;  Taxe  OZ  sera  dirigé  dans  le  sens  de  la  pesanteur, 
et  Taxe  OX  dans  le  plan  vertical  du  fléau  du  côté  du 
point  V\  x^  y^  z  seront  les  coordonnées  du  point  P; 
x' ^y\  z'  celles  du  point  P'.  Nous  compterons  positives 
les  déviations  (|/,  y,  ^',  <j)' quand  elles  tendront  à  augmen- 
ter les  coordonnées  x,  y,  ^'tj'  h  nous  prendrons  Tangled 
positif  quand  Textrémité  A  sera  soulevée. 

Les  équations  du  mouvement  des  points  P  et  P',  consi- 
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dérés  comme  des  points  libres,  seront  les  suivantes  : 

d'x            T    .  d\r'  r    .      , 

-— -  ==: sin  cp,      — - —  ^^  —  —  sin  5  , 

d-X  T    .    ,       d^y  T'    .    ,, 

€/2  3  T  ,  d'z'  V 

—-=g--^COS<f    COS.].,        -^=:g--  COSy    COS  ^.  , 

MX'  -— z=  —  Mg^csinô  — Tcosrj>[acos(îp  — 9)—  ^sin(y  —  0)] 
H-  T'  cos>J;'  [«  cos  (^' —  0)  -h  Z>  sin  («j»'  —  ô)]. 

Tirant  les  valeurs  de  ï  et  de  T'  des  équations  en  z 
et  z',  les  reportant  dans  les  autres  équations,  il  vient 

d^.T        tang  o  /  r/'z  \  

~dF  "^  "^s^  \^  ~  ~dt^  j  =  o* 

/ 


d'x' 
dn 

+ 

tang(p' 

COStJ;' 

/ 

1-- 

d^r 
dt^ 

+ 

tangTJ; 

COSO) 

(- 

dt') 

d'x' 

tang^J;' 

/ 

d'z" 

dt^ 

+ 

C0S<p' 

\'- 

dt', 

MX-2 

+ 

Mg^csin 

6 

4- 

a  cos  (cp 

— 

^)  —  h 

sin  (ip 

-6) 

COStp 

flcos(cp' 

— 

0)  +  é'sin(f 

—  9) 

COScp 


Ce  sont  là  les  équations  qui  représentent  le  mouvement, 
eu  égard  aux  liaisons. 

Il  faut  actuellement  exprimer  les  coordonnées  en  fonc- 
tion des  variables  0,  y,  ç',  t|i,  t|^',  qui  s'annulent  dans  la 
position  d'équilibre,  et  dont  le  nombre  est  précisément 
celui  qui  est  nécessaire  pour  déterminer  la  position  du 
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système  5  puîs  subslituer  ces  expressions  dans  les  équa- 
tions précédentes,  en  négligeant  les  termes  du  second 
degré. 

Sî  Ton  effectue  de  suite  les  développements  des  coor- 
données, et  que  l'on  néglige  les  termes  d'un  degré  supé- 
rieur au  premier,  il  vient 

a:  r=  &  sin  9  -I-  <3  cos9  -h  /  sin  op  cos^J;  =  è  9  +  a  -f-  /<p, 

Z  =r  ^C0S9  —  âsin9  -I-  /C0S<J)C0S^}^  =  ^  —  «0  -h  /. 

Les  valeurs  de  x',  7',  z  se  déduisent  de  celles-ci  en  rem- 
plaçant ç,  'i(  par  (p'j  ^^  et  changeant  le  signe  de  a. 

Telles  sont  les  expressions  qu'il  faut  substituer  dans 
les  équations  précédemment  obtenues,  en  même  temps 
qu'on  développera  suivant  les  puissances  des  variables 
^>  ?9  ^1  9'?  ^S  en  négligeant  toujours  les  secondes  puis- 
sances, ainsi  que  les  produits  des  variables  par  leurs  dé- 
rivées. 

Effectuant  ces  calculs,  et  posant 

M/ 2 H- 2/71^»  Me 

m^  m 

on  trouve  pour  les  équations  des  petits  mouvements 

(3)  i'Jl±^g.l=:0, 


(4)  i^^gy=o, 


lu' 
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Les  équations  (3)  et  (4)  s'îiilègrent  séparément.  Leurs 
intégrales  sont 


(6) 


+  :z=Csin^y/^r4.7J,     f  =:C'sin^y/|r4-7'j- 


Le  système  des  trois  autres  équations  n'est  point  alléré 
quand  on  échange  entre  elles  les  variables  (f  et  tj)'.  Il  s'en- 
suit que  ces  équations  admettent  la  solution  (p  =  ç'.  Tou- 
tefois, il  est  une  solution  plus  générale.  Pour  qu'elle 
n'échappe  pas  au  calcul,  on  remplacera  les  équations  (i) 
et  (2)  par  leur  somme  et  leur  différence;  en  sorte  qu'on 
aura  à  intégrer  les  trois  équations 

.L'équation  en  (f — y'  s'intègre  séparément.  Elle  donne 

ç_^/^2Bsin(^y/ff  +  pJ. 

Quant  aux  deux  autres  équations,  si  l'on  y  substitue  les 
valeurs 

9  =  A sin  (v^r -*-  a), 

«p  H-  ep'  z=  2^  A  sin  {^rt  -+-  a) , 

on  reconnaît  qu'elles  sont  satisfaites,  quand  r  est  l'une 
quelconque  des  racine3  de  l'équation  du  second  degré 

{P^  —  9}  [^^  —  g)  —  ib^r=  o, 
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et  que,  pour  chacune  de  ces  racines,  la  valeur  conespon- 
danle  de  1  satisfaiTà  la  relation 


2.b 


L'équalion  qui  donne  r  a  ses  deux  racnies  positives,  car 

les  valeurs  ;•==  o,  =  ^5  =r  co  ,  substituées  dans  le  premier 

membre,  donnent  des  résultais  alternalivement  positifs 
et  négatifs. 

Soient  Tj,  Tj  ces  racines,  et  X,,  ^,  les  valeurs  corres- 
pondantes de  ^. 

Les  intégrales  générales  seront 

;'  0  r=z  A,sin(v//-, /  +  a,)-f-  Ajsin  (v/r^f -i- aj), 

^  —  ^ -4-  ?-Il^  r^A,  A,  sin  isjTj  -I-  a.) 

,\    :  H->2A,sin(v/^/^4-a,) +Bsin(  i/|^/-f-p  j, 

ç' =  ?--t.?:  _  î^l?:  ^  >.  A.  sin  (v/;^/ -4- a.) 
2  2  ^  ' 

i         ,    +>jA2sin(v'rii^f  H-aO  —  Bsinf  i/y/H- p  j. 

Il  ne  reste  plus  qu'à  déterminer  les  dix  constantes  arbi- 
traires Al,  A25  B,  C,  C,  «1,  «tj  (3?  fy  y'  par  la  condition 
que,  pour  f  =  o,  les  cinq  variables  et  leurs  cinq  dérivées 
se  réduisent  aux  valeurs  initiales  données.  Ce  calcul  se 
fera  sans  difficulté;  alors  les  valeurs  (6)  et  (7)  seront  la 
solution  complète  du  problème.  On  pourra  vérifier  aisé- 
ment la  loi  de  la  superposition  des  petits  mouvements. 
Il  n'existe  ici  que  trois  espèces  d'oscillations  dont  les  pé- 
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.rîodes  soient  différentes,  bien  qu'il  y  ait  cinq  variables. 
Cette  exception  à  la  règle  générale  provient  de  la  symétrie 
de  l'appareil.  De  plus,  la  valeur  de  chacune  des  variables 
ne  renferme  pas  toutes  les  espèces  d'oscillations.  Ceci  aura 
lieu  toutes  les  fois  que  les  équations  du  mouvement 
se  partageront  en  plusieurs  groupes  séparément  inté- 
grables. 

Afin  de  donner  un  exemple  des  approximations  suc- 
cessives, déterminons  la  partie  principale  des  pertur- 
bations que  les  oscillations  du  fléau  produisent  sur  les 
oscillations  du  poids  P  dans  le  plan  perpendiculaire  au 
fléau. 

Il  nous  faut  revenir  à  Téquaiion  rigoureuse 


chercher  parmi  les  termes  d'un  degré  supérieur  au  pre- 
mier, et  qui  dépendent  de  0,  celui  qui  est  du  degré  moin- 
dre, y  remplacer  les  variables  par  les  valeurs  déjà  trou- 
vées, puis  ajouter  ce  terme  à  l'équation  (3). 

r  d'^ 
Le  terme  en  question  est -H  o^p -— -*,  par  conséquent, 

Téquation  qu'il  s'agit  d'intégrer  est  la  suivante  : 


(8) 


cos! 
cosl 


■  —  CA-i/'a 

1 


cosUv/r^-y/ljr-l-a.-vJj 
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Elle  a  pour  intégrale  particulière 


H-  M.cos  I  l  V^—  v/f  )  ^  +  «»  —  vj 


en  posant 


M,=.-ii ,     N,=  ^- 

Celle  intégrale  particulière,  ajoutée  à  Tintégrale  génér» 
raie  (6)  de  l'équation  sans  second  membre,  forme  l'inté- 
grale générale  de  Téquation  (8),  et  représente  le  mouve- 
ment troublé,  quand  on  détermine  les  constantes  d'après 
les  valeurs  initiales. 
ËULER,  Nopi  Comment,  Acad,  Petrop,y  t.  XIX,  1775,  p.  285. 

3.  Deux  points  pesants  P,  P',  de  masses  m,  /»',  sont 
fixés  à  des  hauteurs  différentes  sur  un  même  fil  flexible , 

inextensible  et  sans  niasse^  qui  s'attache  à  un  point 
fixe  O.  Les  deux  poids  sont  d'abord  légèrement  écartés 

de  la  verticale  y  sans  que  les  deux  parties  du  fil  cessent 

d^étre  tendues  et  situées  dans  un  même  plan  vertical; 

puis  on  abandonne  le  système  sans  vitesse.  Trouver 


DYJVÂMIQUË.  3o3 

quels  doweut  être  les  écarts  primitifs^  pour  que  chacun 
des  deux  poids  P,  P'  oscille  comme  un  pendule  simple. 
Démontrer  quun  point  du  fil  PP',  indépendant  des 
circôns  tannes  initiales  y  oscille  comme  un  pendule  simple  ^ 
et  déterminer  ce  point. 

Soient  0P  =  /,  PP'  =  w,  6  et  (f  les  petits  angles  que 
ces  parties  du  fil  font  d'un  ifiême  côté  sur  la  verticale, 
00  et  Çq  les  valeurs  initiales  de  ces  angles. 

On  trouve  que  les  petits  mouvements  des  deux  poids 
sont  représentés  par  les  formules 

G  1=3  L|  ces  \/r,  r  -f-  L,  ces  v^^ 
9  =  >,  L,  cos  v^^  4-  ^2  Lj  ces  s/r-i  /, 

dans  lesquelles  /'i,  r*  désignent  les  racines  de  Téquation 

(i)  [mir—  [m  -\.  m')  g]{nr^  g)  —  gm' lr=:  o, 

Il  ei  72  l<^s  valeurs  correspondantes  de  la  fraction 

g  —  nr 
et  Lj,  La  des  constantes  déterminées  par  les  relations 

Li  -{-  L2  =^  0»  9       Ai  L|  -f-  /j  Li%  =  cpo. 

La  distance  du  point  P  à  la  verticale  du  point  de  suspen- 
sion est  /0,  celle  du  point  P'  est  /0-f-  wy.  H  s'ensuit  que 
chacun  des  poids  oscillera  comme  un  pendule  simple,  à  la 
condition  que  Tune  des  quantités  Lj,  Lj  soit  nulle.  Dans 
ce  cas, 

?o  i 
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et,  par  suite  (i), 

.(///H-w')/-4  —  (w-i-/7i')(/— /î)  -  —  m'n  —  o. 

Telle  est  réqualioii  qui  détermine  le  rapport  desécaiis 
primitifs  0^,  cfo.  Elle  a  toujours  une  racine  positive  infé- 
rieure à  l'unité,  et  une  racine  négative  dont  la  valeur  nu- 
mérique est  inférieure  au  rapport  y  La  racine  positive 

répond  au  cas  où  les  deux  poids  sont  en  même  temps  d'un 
même  côté  de  la  verticale,  la  racine  négative  répond  au 
cas  contraire.  Dans  ces  deux  cas,  les  oscillations  des  deux 
poids  ont  la  même  durée,  mais  n'ont  pas  la  même  ampli- 
tude. 

Daïïiel  Bernoulli,  Novi  Comment.  Petrop.^  t.  XIX, 
^77^^  p.  260.  —  EuLER,  ibicL,  p.  285. 

Soit  j  la  distance  d'un  point  du  fil  PP'  à  la  verticale 
du  point  de  suspension,  et  p  la  distance  du  même  point  au 
poids  P.  On  a 

j  =r  /O  -4-  /; ç  =:  (  /  -I-  />^,  )  L,  CCS  v/r,  r  -h  (/  +  p\i)  Li  cosy'T^^ 

Pour  que  le  point  considéré  oscille  comme  un  pendule 
simple,  il  faut  que  l'on  ait 

p  z=i  —  -,     ou  bien     pziz  —  -- • 

A,  /} 

L'une  de  ces  valeurs  est  positive,  et  résout  la  seconde  par- 
lie  du  problème  proposé.  L'autre  valeur  est  négative-,  elle 
détermine  un  second  point  situé  au-dessus  du  point  P  sur 
le  prolongement  de  la  direction  P'P.  Pour  s'en  assurer, 
il  suffit  de  remonter  aux  équations  (i)  et  (2)5  on  verra 
facilement  que  l'une  des  valeurs  de  i  est  négative,  et 
l'autre  positive. 

4.  On  suppose  une  tige  homogène^  suspendue  par  son 
extrémité  à  un  fil  inextensible  ei^ans  masse  qui  s^  attache 
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à  un  point  fixe.  L'équilibre  a  été  légèrement  troublé^ 
sans  que  le  système  ait  cessé  d" être  contenu  dans  un  même 
plan  vertical.  Il  s^ agit  de  déterminer  les  petites  oscilla- 
tions que  la  tige  exécute. 

Soient  2a  la  longueur  de  la  tige,  /  la  longueur  du  fil, 
0  et  f  les  petits  angles  que  le  fil  et  la  tige  font  avec  la  ver- 
ticale, ces  angles  ^tant  comptés  positifs  d'un  même  côté. 

Si  Ton  représente  par  r^  et  Tj  les  deux  racines  positives 
de  l'équation 

3r'  —  (4«  -f-  3/)  r  +  al=o, 

les  petites  oscillations  seront  données  par  les  formules 

0  =:  A,  sin  (  t/^  r  -h  a,  j  -h  A.  sin  (  i/^  t -^  a\ 

^^Kj-^sm{^\Jlt^a}j+k.'^^ 

Le  système  reprendra  périodiquement  la  même  posi- 
tion, si  ri  et  Tt  sont  entre  eux  comme  les  carrés  de  deux 
nombres  entiers. 

Daniel  Bernoulli,  Novi  Comment.  Petrop.,  t.  XVIII, 
1773,  p.  247.  —  EuLKR,  ibid.^  p.  268. 

5.  Deux  points  matériels ,  de  même  masse,  sont  fixés 
sur  un  fil  élastique  tendu  entre  deux  points  fixes  ^  et  di- 
visent la  longueur  du  fil  en  trois  parties,  qui  sont  égales 
dans  V état  d^ équilibre.  Déterminer  les  petites  oscillations 
que  les  points  matériels  exécutent,  lorsque  V équilibre  a 
été  légèrement  troublé  sans  que  le  fil  ait  cessé  d'être 
rectiligne.  On  admet  que  la  tension  de  chaque  partie 
du  fil  croît  avec  la  longueur,  d^une  quantité  proportion- 
nelle à  rallongement. 

Soient  3a  la  longueur  totale  du  fil,  a  -h  a:,  a  -f-  j, 

n.  2*  ÉDiT.  20 
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X 


a-i-  z  les  langueurs  des  parties  consécutives,  et  T  -|-  — 

T -t >  T-h- —  leurs  tensions. 

lia  lia 

Si  l'on  observe  que  la  somme  x  -h  y  -h  z  est  nulle,  on 

arrive  facilement  aux  équations 

d^  (x  —  z)        JP  —  z 
d'y        3x 

~TT   H =0. 

dt^         lia 

Leurs  intégrales  font  connaître  les  distances  des  deux 
points  à  la  même  extrémité  du  fil,  savoir  : 

«  +  ^  =  «  +  Asin^^r  +  aj-Bsin(y/A,+  py 

2«  -f-.r-hj=2fl4-Asin( -y=r-ha  j-f-fesiof  i/ — f-4-p  |. 

A,  B,  a,  |S  sont  des  constantes  qui,  dans  chaque  cas  par- 
ticulier, se  déterminent  par  les  circonstances  initiales. 

Chacune  des  deux  masses  oscille  comme  un  pendule 
simple  si,  après  les  avoir  également  écartées  de  leurs  po- 
sitions d'équilibre,  on  les  abandonne  au  même  instant 
sans  vitesse  initiale.  Dans  ce  cas,  la  durée  d'une  oscillation 

est  TT  s/fia  ou  TT  i/^  >  suivant  que  les  écarts  primitifs 

sont  de  même  sens  ou  de  sens  contraire. 

On  étendra  sans  difficulté  les  formules  précédentes  à 
un  plus  grand  nombre  de  points  matériels,  placés  a  des 
distances  égales  sur  un  fil  élastique. 
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COMPLÉMENT 


QUESTIONS  DE  STATIQUE. 


ATTRACTION. 


Dans  ce  chapitre,  nous  étudierons  spécialement  l'at- 
traction qui  s'exerce  proportionnellement  à  la  masse  et 
en  raison  inverse  du  carré  de  la  distance. 

La  somme  des  éléments  de  masse  du  corps  attirant,  di- 
visés respectivement  par  leur  distance  au  point  attiré,  est 
ce  qu'on  nomme,  d'après  George  Green,  le  potentiel  du 
corps  attirant  par  rapport  au  point  attiré. 

Si  Ton  nomme  x,  y,  z  les  coordonnées  du  point  attiré, 
V  la  fonction  de  ces  coordonnées  qui  représente  le  poten- 
tiel, on  a  l'équation  aux  différentielles  partielles 


d'V 

d^y 

rf'V 

-J- 

-f- 

dx' 

df 

dz" 

quand  le  point  attiré  est  extérieur  au  corps  5  et  quand  le 
point  attiré  est  intérieur  au  corps,  si  Ton  nomme  p  la 
densité  du  corps  dans  le  voisinage  du  point  attiré,  on  a 

~dx^  '^ 'd^  ^   dz'   —'~^'^?' 


3o8  MÉCANIQUE   RàTIOJVllELLE. 

La  première  équation  est  de  Laplace  (^j^  la  seconde  est 
'  do  Poisson  (**). 

Soit  fjt  l'attraction  de  l'unité  de  masse  à  Tunité  de  dis- 
tance. Les  composantes  de  l'attraction  suivant  les  axes 
des  a:,  des  y  et  des  z  sont  respectivement  représentées  par 
les  dérivées  partielles 

dy         dy  d\ 

Il  s'ensuit  que  Tatlraction  est  dirigée  suivant  la  nor- 
male à  la  surface  dont  l'équation  est  de  la  forme 

V  =:  const. , 

et  qui  passe  au  point  attiré. 

Les  surfaces  en  nombre  infini  que  l'on  obtient  en  fai- 
sant varier  la  constante  dans  Téquation  précédente  sonl 
dîtes  surfaces  de  nweau  relativement  à  rattraction  du 
corps. 

Si  l'on  promène  le  point  attiré  sur  une  même  surface 
de  niveau,  l'attraction  exercée  sur  ce  point  sera  constam- 
ment égale  à 

dY 

dn  représentant  la  portion  de  la  normale  à  la  surface  au 
point  attiré,  qiii  est  comprise  entre  cette  surface  et  la 
surface  de  niveau  infiniment  voisine  intérieure  à  la  pre- 
mière. 

Deux  corps  qui  ont  les  mêmes  surfaces  de  niveau  exer- 
cent la  même  action  sur  un  point  de  l'espace  à  un  facteur 
constant  près. 

Deux  surfaces  de  niveau  relatives  à  un  même  corps  ne 


(*)  Mécanique  céleslc,\i\.  II,  §  u. 

(**)  Bulletin  de  la  Société  Philomathique,  t.  111,  p.  368. 
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peuvent  avoir  un  point  commun,  à  moins  qu'elles  no  se 
confondent;  c'est-à-dire  que  les  deux  équations  simulta- 
nées 

V  r=  A,     V  -r  B 

ne  peuvent  admettre  de  solution  commune,  à  moins  que 
Ton  n'itit  A  =  B,  et  alors  les  deux  équations  représentent 
la  même  surface.  Les  surfaces  de  niveau  sont  des  surfaces 
fermées;  car,  ces  surfaces  étant  évidemment  continues,  il 
n'y  aurait  exception  pour  l'une  d'elles,  qu'autant  que  cette 
surface  s'étendrait  à  l'infini  ;  or,  pour  un  point  attiré  situé 
à  l'infini^  le  potentiel  est  nul;  donc  l'équation  de  la  sur- 
face est  V  =  o,  et,  par  suite,  elle  est  tout  entière  rejetée 
k  l'infini.  Entre  deux  surfaces  de  niveau,  celle  qui  répond 
à  la  plus  grande  valeur  du  potentiel  est  intérieure  h  l'autre. 
Les  premières  recherches  sur  l'attraction  des  corps 
eurent  pour  objet  l'action  des  sphères,  des  ellipsoïdes  et 
des  corps  peu  différents  de  la  sphère  connus  sous  le  nom 
générique  de  sphéroïdes.  Ces  travaux  étaient  commandés 
par  les  besoins  de  la  mécanique  céleste. 

SECTION  I. 

ATTRACTIOW   DES  ELLIPSOÏDES  ET   d'uN   AKNEAU  ELLIPTIQUE. 

Attraction  des  ellipsoïdes,  —  Newton  (*)  réussit  à 
déterminer  l'attraction  d'un  ellipsoïde  de  révolution  sur 
un  point  de  l'axe  de  figure,  et  démontra  les  deux  propo- 
sitions suivantes  :  Une  couche  comprise  entre  deux  e/- 
lipsoïdes  concentriques,  semblables  et  seinblableinent 
placés^  n'^exerce  aucune  action  sur  un  point  intérieur. 
Deux  ellipsoïdes  de  ré\^olution  concentriques,  semblables 


(*)  Principia,  lib.  I,  prop.  91. 
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et  semblablement  placés,  exercent  sur  4cux  points  de 
leurs  surfaces  situés  sur  un  même  rayon,  mené  du  centre, 
des  attractions  dirigées  suiv^ant  la  même  droite  et  dans 
le  rapport  des  distances  au  centre.  Ceci  ramenait  déjà 
la  recherche  de  raltraction  sur  un  point  intérieur  à  celle 
de  raltraction  sur  un  point  de  la  surface.  Maclaurin  (*) 
acheva  cette  partie  du  problème,  en  déterminant  l'attrac- 
tion d'un  ellipsoïde  de  révolution  sur  un  point  de  sa  sur- 
face. Il  put  encore  trouver  l'attraction  sur  un  point  exté- 
rieur*, lorsque  celui-ci  est  situé  dans  le  plan  de  Téquateur. 
Le  même  géomètre  démontra  que  deux  ellipsoïdes  homo- 
focaux,  et  d^ ailleurs  quelconques,  exercent  sur  un  même 
point,  situé  sur  le  prolongement  de  Vun  des  axes  princi- 
pauXj  des.  attractions  dirigées  suivant  la  même  droite 
et  proportionnelles  à  leurs  masses.  C'est  la  proposition 
connue  sous  le  nom  de  théorème  de  Maclaurin.  La- 
grange  (**)  étendit  ce  théorème  à  tout  point  extérieur 
situé  dans  un  plan  principal. 

Legendre  (***)  acheva  la  théorie  de  l'attraction  pour  un 
ellipsoïde  de  révolution,  et  soupçonna  l'extension  du 
théorème  de  Maclaurin  à  un  point  extérieur  quelconque. 
Laplace  (****)  démontra  cette  extension,  et  résolut  com- 
plètement le  problème  de  l'attraction  d'un  ellipsoïde  quel- 
conque sur  un  point  situé  comme  on  voudra;  mais  sa 
solution  est  extrêmement  compliquée. 

Depuis  ce  temps,  plusieurs  solutions  ont  été  publiées. 
Nous   citerons   les  plus  remarquables.   La  solution   de 


(*)  De  ^ausa  physica  Jluxus  et  rejluxus  maris.  Prix  de  l'Académie  des 
Sciences  de  Paris,  t.  IV.  —  Traité  des  fluxions,  liv.  I,  chap.  xiv. 

(**)  Nouveaux  Mémoires  de  L'Académie  de  Berlin,  ^11^' 

(***)  Sauants  étrangers  (Académie  des  Sciences),  t.  X,  1780. 

C****  )  Mémoires  de  VÀcadémie  des  Sciences  de  Paris,  1782. —  Mécanique 
céleste  y  liv.  III,  chap.  i. 
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M.  Ivory  {*)  ramène  à  la  recherche  de  l'attractioii  sur  un 
point  intérieur  celle  de  l'attraction  sur  un  point  exté* 
rieur,  qui  était  réputée  jusqu'alors  beaucoup  plus  diffi- 
cile. La  solution  de  Gauss  (**)  est  très- remarquable  par 
sa  simplicité.  Parmi  les  diverses  solutions  publiées  par 
M.  Cbasles  (***),  il  en  est  une  fort  simple,  fondée  sur  la 
Géométrie.  Enfin  M.  Dirichlet  J"^***  j  ramène  à  des  inté- 
grales simples  les  intégrales  triples  qui  mesurent  l'attrac- 
tion, en  se  servant  d'un  artifice  d'analyse  fort  ingénieux, 
qui  consiste  à  multiplier  la  quantité  comprise  sous  les 

signes    I    par  un  facteur  qui  est  égal  à  l'unité  entre  les 

limites  des  intégrales,  et  qui  se  réduit  à  zéro  en  dehors  de 
ces  limites. 

Nous  rapporterons  brièvement  la  méthode  de  Gauss, 
parce  qu'elle  est  peu  connue,  et  consiste  presque  tout  en- 
tière dans  des  théorèmes  généraux  susceptibles  d'un  grand 
nombre  d'applications.    / 

1.  Théorèmes  préliminaires.  —  Ces  théorèmes,  fon- 
dements de  la  méthode,  ont  pour  but  de  ramener  les  inté- 
grales triples  à  des  intégrales  doubles.  On  y  considère  un 
corps  terminé  par  une  surface  absolument  quelconque, 
qui  peut  se  composer  de  plusieurs  parties  isolées. 

Soient  : 

OX,  OY,  OZ  des  axes  rectangulaires  •, 
ds  l'élément  de  surface  au  point  P  dont  les  coordonnées 
sont  Xjj^  z\ 


{*)  Philosophical  Transactions,  1809. 

(**)  Coinmenlationes  Soc,  reg.  Se.  Gottingensis  reccntinreSy  t.  II,  181 3. 

{***)  Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciences  de  Paris,  t.  Vï,  i838, 
i**"  semestre,  p.  902.  —  Journal  de  3i.  Liouvilhy  t.  V,  i8/|0,  p.  ^Gb. 

(****)  Académie  de  Berlin  j  iSSg.  —  Comptes  rendus  des  séances  de 
r Académie  des  Sciences  de  Paris,  t.  VIII,  1889,  i**"  sem.,  p.  i56. 
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d(j  la.  valeur  numérique  de  la  projection  de  Félément 
ds  sur  le  plan  ZOY  ; 

PN  la  normale  extérieure  au  point  P,  c'est-à-dire  la 
normale  qui  se  dirige  hors  du  corps  5 

(NX)  l'angle  que  la  direction  PN  fait  avec  l'axe  des  x 

positifs; 

M  un  point  matériel  attiré  par  le  corps  5 

ria  distance  du  point  M  à  un  point  du  corps,  prise  en 

valeur  numérique. 

cos  (NX)  é/5  étendue  à 
toute  la  surface  du  corps  est  nulle. 

En  effet,  l'élément  de  cette  intégrale,  cos  (NX)  ds^  est 
égal  à  —  d(j  o\xhi  +  rfar,  suivant  qu'on  entre  dans  le  corps 
ou  qu'on  en  sort  par  l'élément  de  surface  ds^  quand  on 
suit  dans  le  sens  de  l'axe  des  x  une  parallèle  à  cet  axe 
menée  par  l'élément  da.  Mais,  en  suivant  toute  la  lon- 
gueur de  cette  droite,  on  entre  dans  le  corps  et  l'on  en 
sort  un  même  nombre  de  fois;  donc  les  éléments  de  l'in- 
tégrale qui  ont  la  même  projection  da  se  détruisent  deux 
à  deux.  Par  suite,  l'intégrale  est  nulle. 

Théorème  H.  —  Le  volume  du  corps  est  représenté 
par  V intégrale  I  x  cos  (NX)  ds,  étendue  à  toute  la  sur- 
face. 

En  effet,  d'après  ce  que  l'on  a  dit  au  théorème  précé- 
dent sur  la  double  valeur  du  produit  cos(NX)c?5,  les 
éléments  de  l'intégrale  actuellement  considérée  qui  sont 
situés  dans  le  petit  cylindre  élevé  sur  la  base  da  parallè- 
lement à  l'axe  des  Xy  font  une  somme  précisément  égale 
au  volume  de  la  portion  du  corps  qui  est  renfermée  dans 
ce  petit  cylindre. 
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Théoiœme  in.  —  Si  l'on  suppose  le  corps  homogène, 
que  l'on  représente  parf[r)  Vattraction  de  Vunité  de 

masse  à  la  distance  r,  et  que  l 'on  fasse   \f[r)  dr =F  (r) , 

Vattraction  du  coips  sur  le  point  M,  estimée  suiv^ant  la 
direction  des  x  positifs,  sera  représentée  par  V intégrale 


f 


F  (r)  cos  (NX)rf5^  étendue  à  toute  la  surface. 


Considérons  un  élément  de  volume  renfermé  dans  le 
petit  cylindre  de  base  da^  entre  deux  plans  perpendicu- 
laires à  l'axe  des  x  et  très-voisins  l'un  de  l'autre.  Repré- 
sentons par  (MX)  l'angle  que  fait  la  dilxction  de  Taxe 
des  X  positifs  avec  la  droite  qui  joint  Télément  de  vo- 
lume au  point  M.  L'attraction  de  Télément  de  volume 
estimée  suivant  l'axe  des  x  sera 

—  d(T/(r)  CCS  (MX)  dx. 

Or  cos(MX)  dx  est  la  projection  de  l'accroissement  dx 
surla  droi  te  qui  joint  l'élément  de  volume  au  point  M  5  c'est 
donc  l'accroissement  correspondant  dr  changé  de  signe. 
Il  s'ensuit  que  l'attraction  élémentaire  est  dcjf(r)  dr. 
Pour  obtenir  l'attraction  de  toute  la  partie  du  corps  qui 
est  renfermée  dans  le  petit  cylindre  de  base  da^  il  faut 
former  l'intégrale  indéfinie  rf(7F(/'),  donner  successive- 
ment à  /'  les  valeurs  correspondantes  aux  éléments  de 
surface  ds  découpés  par  le  petit  cylindre,  affecter  les  ré- 
sultats du  signe  —  ou  du  signe  -f-  suivant  qu'on  entre 
dans  le  corps  ou  qu'on  en  sort  en  traversant  l'élément  ds 
dans  la  direction  des  x  positifs,  puis  faire  la  somme  des 
termes  obtenus.  Mais,  d'après  ce  qu'on  a  dit  plus  haut,  ceci 

revient  à  faire  la  somme  des  éléments  F  (r)  cos(NX)  ds 
qui   appartiennent  au  cylindre  considéré^  si  donc  on 
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étend  cette  somme  à  toute  la  surface,  on  aura  Ta t traction 
totale. 

Les  trois  théorèmes  suivants  se  rapportent  plus  spécia- 
lement aux  coordonnées  polaires.  Nous  conserverons  la 
même  notation,  si  ce  n'est  que  da  représentera  l'élément 
de  surface  découpé  sur  une  sphère  décrite  de  M  comme 
centre  avec  un  rayon  égal  à  l'unité,  par  un  petit  cône 
dont  le  sommet  est  en  M  et  dont  les  arêtes  s'appuient  sur 
le  contour  de  l'élément  de  surface  ds.  De  plus,  nous  re- 
présenterons par  (NM)  l'angle  que  la  normale  extérieure 
PN  à  l'élément  d-s  fait  avec  la  direction  PM. 

Théorème  IV.  —  V intégrale  j   —     ^    —  étendue  à 

toute  la  surface  du  corps  est  nulle  y  égale  à  — 4^^  ou 
égale  à  —  2  7r,  suwant  que  le  point  M  est  extén'eur  au 
corps f  intérieur  au  corps  ou  situé  sur  la  surface. 

En  elfet,  décrivons  une  sphère  de  M  comme  centre  avec 

un  rayon  égal  à  la  distance  r  du  point  M  à  l'élément  ds, 

La  surface  découpée  sur  cette  sphère  par  le  petit  cône 

dont  on  a  parlé  sera 

/^ 
r^rfa,     ou  bien     ±cos{NM)^, 

le  signe  -h  se  rapportant  au  cas  ou  le  rayon  mené  du  point 
M  à  l'élément  ds  entre  dans  le  corps  en  traversant  cet 
élément,  et  le  signe  —  se  rapportant  au  cas  où  le  rayon 
sort  du  corps.  On  a  donc 

.    ^         co%(im.)ds 

it  aor  zr:  ? 

les  signes  étant  réglés  par  la  même  loi. 

Or,  si  le  point  M  est  extérieur  au  corps,  chaque  rayon 
entrera  dans  le  corps  et  en  sortira  un  même  nombre  de 
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fois;  donc,  dans  ce  cas,  1  intégrale   I  ^ ■  étendue 

à  toute  la  surface  sera  nulle. 

Si  le  point  M  est  intérieur  au  corps,  chaque  rayon  sor- 
tira une  fois  de  plus  qu'il  n'entrera  ;  donc,  dans  ce  cas, 
l'intégrale  étendue  à  toute  la  surface  du  corps  se  réduira 

à  l'intégrale  —   \  di  étendue  à   toute  la  surface  de  la 

sphère  sur  laquelle  sont  situés  les  éléments  rfd,  c'est-à- 
dire  que  sa  valeur  sera  — 4^- 

Si  le  point  M  est  situé  sur  la  surface,  ce  point  peut  être 
considéré  comme  extérieur  relativement  à  la  partie  du 
corps  qui  est  située  du  côté  de  la  normale  extérieure  par 
rapport  au  plan  tangent  au  point  M;  il  peut  être  consi- 
déré comme  intérieur  relativement  à  l'autre  partie  du 
corps.  Par  suite,  l'intégrale  aura  pour  valeur  la  surface 
de  la  demi-sphère  sur  laquelle  sont  situés  les  éléments  da^ 
prise  négativement,  ou  —  stt. 


/ 


Corollaire.  —  Si  l'on  représente  par  G  une  fonction 

rationnelle  de  cos(MX),  cos(MY),  cos(MZ),  l'intégrale 

Gcos(NM)^^    .        1      ^  1  p  n 

^ 5  étendue  a  toute  la  suriace.  est  nulle  toutes 

r- 

les  fois  que  le  point  M  est  extérieur  au  corps;  car  la 
fonction  G  conserve  la  même  valeur  tout  le  long  d'un 
même  rayon. 

Théorème  V.  —  Le  volume  du  corps  est  représenté 

par  r  intégrale  —  ^1  r  cos(]NM)  ds,  étendue  à  toute  la 
surface. 

Ce  théorème  se  démontre  de  la  même  manière  que  le 
théorème  II,  en  observant  que  le  volume  du  petit  cône 
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terminé  à  rëlément  ds  est 

■-r.r^dd     ou     dz  x /•cos(NM)^^, 

le  signe  étant  choisi  comme  dans  le  théorème  précédent. 

Théorème  VI.  —  Si  Von  suppose  le  corps  homogène^ 
que  Von  représente  par  f[r)  V attraction  de  Vunité  de 

masse  à  la  distance  r,  et  que  Von  fasse  j  r*f[r)  dr==.(^  (r) , 

V attraction  du  corps  sur  le  point  M,  estimée  suivant  la 
direction  des  x  positifs ^  sera  représentée  par  V intégrale 

.-"^        ,^^. 

/«p(r)cos  NM)cos  MX)^j    ,        j        .  ,  ^ 

-î-^— ^ ^^ étendue  a   toute  la  surface, 

pourvu  que  le  point  M  soit  extérieur  ou  intérieur  au 
corps.  Si  le  point  M  était  situé  sur  la  surface^  il Jaudrait 
ajouter  à  l'intégrale  précédente  le  terme  7:y  (o)  cosMjp, 
Mjp  désignant  Vangle  que  la  normale  extérieure  au 
point  M.  fait  avec  Vaxe  des  x  positifs. 

En  effet,  l'attraction  exercée  suivant  l'axe  des  x  par 
l'élément  de  volume  qui  est  renfermé  dans  le  petit  cône 
dont  la  base  est  ds^  entre  deux  sphères  de  rayons  r  et 
r  -I-  dr^  est  égale  à 

— /•»^(T./(r)cos(MX)r/r. 

Il  s'ensuit  que  l'attraction  de  tout  le  cône  terminé  à  la 
surface   ds^  s'il  était  rempli  d'une  matière  homogène, 

serait   égale   à    Jar[9(o) — ç  (r)]  cos(MX),    ou  bien    à 

_^r«(o)  — (p(r)lcos(NM)cos(]MX)//5  ,  . 
zt:  ^^  — -^-^-^ \ ^ — 5  le  signe  H-  repon- 
dant au  cas  où  le  rayon  mené  du  point  M  h  travers  la  sur- 
face ds  entre  dans  le  corps  en  traversant  celte  surface,  et 
le  signe  —  répondant  au  cas  où  ce  rayon  sort  du  corps. 
D'après  cela,  l'attraction  de  tout  le  corps  sera  représentée 
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par  la  somme 

/\         /\  .^^         /\ 

J  -. — -9(0)  j 

Or,  si  le  point  M  est  extérieur  au  corps,  les  éléments 
de  la  seconde  intégrale  qui  sont  situés  sur  un  même  rayon 
sont  deux  à  deux  égaux  et  de  signe  contraire  5  par  suite, 
cette  intégrale  est  nulle. 

Si  le  point  M  est  intérieur,  les  éléments  de  la  seconde 
intégrale  qui  sont  situés  sur  un  même  rayon  se  détruisent 

encore,  sauf  l'un  d'eux  qui  est  — cos(MlL) da]  en  sorte 
que  celte  intégrale  se  réduit  à  la  somme 


/ 


cos  (MX)  dcTy 


étendue  à  toute  la  surface  de  la  sphère  et  changée  de 
signe.  Mais,  le  rayon  étant  normal  à  la  surface  de  la 
sphère,  celte  dernière  intégrale  est  encore  nulle,  en  vertu 
du  théorème  I. 

Enfin,  si  le  point  M  est  situé  sur  la  surface,  la  seconde 
intégrale  est  nulle,  lorsqu'on  l'étend  à  la  partie  du  corps 
qui  est  située  du  côté  de  la  normale  extérieure  par  rap- 
port au  plan  tangent  au  point  M.  Cette  même  intégrale 
étendue  à  l'autre  partie  du  corps  a  pour  valeur 

—   /  cos(MX)fl?<r, 

la  somme  s'étendant  à  la  surface  de  la  demi-sphère  qui 
est  située  par  rapport  au  plan  tangent  d'un  même  côté 
que  la  partie  du  corps  considérée.  Or,  d'après  le  théo- 
rème I,  si  l'on  nomme  du  1  élément  de  surface  du  grand 
cercle  suivant  lequel  le  plan  tangent  coupe  la  sphère,  on 
a  la  relation 

—   I  cos(MX)rf<r-h    I  cosM,f/cr  =  0, 
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OÙ  la  première  intégrale  est  celle  qu'il  s'agit  de  calculer, 
et  où  la  seconde  intégrale  s'étend  à  la  surface  du  grand 
cercle  et,  par  suite,  a  pour  valeur  TTCosMjp,  Ainsi,  le 
théorème  est  complètement  démontré. 

Le  terme  additionnel  ttç  (o)  cos  (Mj^)  est  nul  dans  la  loi 
de  la  nature;  car,  dans  celte  loi,  cp  (/)  est  égal  au  produit 
de  r  par  une  constante.  Ce  terme  est  infîui  lorsque  Fat- 
traction  est  inversement  proportionnelle  au  cube  ou  à 
une  puissance  plus  élevée  de  la  distance;  il  s'ensuit  que, 
pour  une  loi  d'' attraction  inversement  proportionnelle 
au  cube  ou  à  une  puissance  plus  élevée  de  la  distance, 
tout  corps  exerce  sur  un  point  de  sa  surface  une  attrac^ 
tion  infinie. 

Distinction  entre  les  deux  directions  de  la  normale  à 
une  surface.  —  Pour  appliquer  les  théorèmes  précédents, 
il  faut  savoir  distinguer  la  normale  extérieure  de  la  nor- 
male intérieure,  lorsque  Téquation  de  la  surface  est  don- 
née en  coordonnées  rectangulaires. 

Soit  V  =  o  l'équation  de  la  surface,  et  posons 


U  =■ 


Les  cosinus  des  angles  que  la  normale  au  point  P  fait 
avec  les  axes  des  x,  àesj  et  des  z  sont  respectivement 

U  — ,      U— ,     U— • 

dx  djr  dz 

Le  radical  de  la  fonction  U  doit  être  pris  avec  le  même 
signe  dans  les  trois  cosinus  qui  répondent  à  une  même 
direction;  mais  on  ne  voit  pas  à  priori  quel  est  le  signe 
qui  convient  à  la  normale  extérieure,  quel  est  celui  qui 
convient  à  la  normale  intérieure. 

Pour  lever  cette  ambiguïté,  portons   sur   la  normale 
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extérieure  à  partir  du  point  P,   pris  sur  la  surface,  une 

très-petite  longueur  PP'  =  di^.  Quand  nous  passerons  du 

point  P  au  point  P',  les  accroissements  des  coordonnées 

seront 

/\  /^  /\ 

dx  =  dp  cos  (NX),     dy  =  dpcos  (NY),     dz  =  dv  cos(NZ). 

Par  suite,  la  fonction  V,  qui  est  nulle  au  point  P,  aura  au 
point  P^  la  valeur 

^  cos(NX)  -f-  —  cos  (NY)  -h  —  cos  (NZ)  K 
dx  dy  dz  J 


OU  bien 


±*v/(S)'*''^v-/sv. 


\^J  }      \^^  J 

D'après  cette  expression,  où  dv  est  essentiellement  posi- 
tif, on  a  la  règle  suivante  :  Le  radical  qui  entre  dans  les 
valeurs  des  cosinus  relatifs  à  la  normale  extérieure  doit 
être  pris  positif  ou  négatifs  suivant  que  la  fonction  V 
devient  positive  ou  négative  pour  les  points  extérieurs  au 
corps  et  situés  dans  le  voisinage  du  pied  de  la  normale. 

Expression  de  Vêlement  de  surface  en  coordonnées 
curvilignes.  —  Les  intégrales  qui  font  l'objet  des  théo- 
rèmes précédents  étant  relatives  à  des  surfaces,  il  convient, 
pour  les  évaluer,  de  prendre  comme  lignes  coordonnées 
deux  lignes  tracées  sur  la  surface  même  et  variables  sui- 
vant une  loi  conventionnelle  avec  deux  paramètres/?  et^. 
Les  valeurs  de  ces  paramètres  auxquelles  correspondent 
les  lignes  qui  se  coupent  en  un  point  déterminé  de  la  sur- 
face sont  les  coordonnées  de  ce  point,  puisqu'elles  en 
fixent  la  position. 

L'élément  de  surface  ds  sera  le  petit  quadrilatère  com- 
pris entre  les  lignes  correspondantes  aux  paramètres  p, 
p  -h  dp^  9,  q  -\-dq.  Il  s'agit  d'exprimer  la  surface  de  ce 
petit  quadrilatère  en  fonction  de  p,  q^  dp  et  dq. 
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Concevons  que  x^  y  et  z  soient  exprimés  en/?  et  ^,  à 
Faide  de  Féquation  de  la  surface,  et  des  deux  relations 
établies  entre  ces  cinq  variables  par  la  définition  même 
des  nouvelles  lignes  coordonnées.  Soient  X  et  X'ies  déri- 
vées partielles  de  x  par  rapport  à  p  et  à  ^,  jut  et  /x'  celles 
dej^5  V  et  v'  celles  de  z. 

Les  sommets  du  petit  quadrilatère  ds,  pris  dans  l'ordre 
où  ils  se  présentent  quand  on  suit  le  contour  (ïans  un  même 
sens,  ayant  pour  coordonnées,  dans  le  nouveau  système, 
iPj9)Ap-^^P^^)i  (p-^dp>Ç-^^Ç)(P^Ç+dg),  les 
coordonnées  des  mêmes  sommets  seront,  dans  le  système 
rectangulaire, 

X  -^lâpy    y  -h  fAr//?,   z  -h  vdf/?, 

X  -^\dp  -\-  V dq^  y  -f-  \^dp  -f-  \tf  dq^  z  -4-  -itdp  -h  v'rfç, 

x-\-\'dq,  y -{- II' dqj  z-hvdq: 

Or,  si  l'on  nomme  (xi,  j,),  (j^^î,  Ji),  (^s,  J»),  (^v  J*) 
les  coordonnées  des  sommets  d'un  quadrilatère  plan, 
rangés  dans  Tordre  où  ils  se  présentent  quand  on  suit  le 
contour  dans  un  même  sens,  la  surface  du  quadrilatère 
est  représentée  par  la  somme 

(X2—  X,  ) h   (:F3  —  X^)  

-4-  ( ^4  —  X^) r-  (  J?!  —  X^]  9 

prise  en  valeur  numérique. 

Appliquant  cette  formule  générale  aux  quadrilatères 
qui  sont  les  projections  du  quadrilatère  ds  sur  les  plans 
coordonnés,  on  trouve  que  les  projections  sur  les  plans 
XOY,  YOZ,  ZOX  sont  respectivement 

±(W-  \ù.')dpdq,  ±(p'  -  vii')dpdq,  ±:(vV—  W)  dpdg-, 
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par  suite,  la  surface  du  quadrilatère  est 

(E)     ds  :^dpdq{[\iL'  -  lùjy  H-  (p'  -  vp')»  -4-  (vV  -  V)^]"^. 

2.  Jusqu'ici  rien  n'est  particulier  à  l'ellipsoïcle,  ni 
même  à  la  loi  de  l'attraction. 

Actuellement,  calculons  V attraction  qu'un  ellipsoïde 
homogène^  terminé  par  la  surface 

x*        r'        z^ 

exerce  suùmnt  la  loi  de  la  nature  sur  un  point  M,  de 
coordonnées  a^b^  c. 
Posant 

^  /.^^     v^     ? 

et 

r=[{a--  ^)^-h  (  b-yY-^ic-r-  z\^f , 
on  a. 


ces 


(») = r-  ['-^  -  -^  -  '-^]- 


Si,  entre  les  coordonnées  rectangulaires  d'un  point  de 
la  surface  et  les  coordonnées  curvilignes  p,  ^,  on  établit 
les  deux  relations 

zzzrCsin/^siny,     j  z=  B  sin/?  cos  ^, 

l'équation  de  la  surface  donne  la  troisième  relation, 
a:  =  A  cos/7. 

D'après  ces  trois  relations  et  la  formule  (E),  l'express 
sion  de  l'élément  de  surface  en  coordonnées  curviligne- 
est 

ds:=:k^Q'^ÛlXpdpdq, 

IL     2«  ÉDIT.  2 1 
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On  prend  ici  le  signe  +  5  car  on  embrasse  toute  là  surface 
de  l'ellipsoïde  en  faisant  varier  ^  de  o  à  tt  et  9  de  o  à  27r, 
et  entre  ces  limites  sinp  reste  positif. 

Soient  fx  l'attraction  de  l'unité  de  masse  à  l'unité  de  dis- 
tance,  p  la  densité  supposée  constante,  X  l'attraction 

X 

exercée  suivant  l'axe  des  x,  et  ^  la  quantité  • 

On  a,  d'après  le  théorème  III, 


Ar 


et,  d'après  le  théorème  VI, 


» 


^^"-'^'-Pdpdç. 


De  plus,  le  théorème  IV  dit  que  l'iutégrale 

r^-r'^rx{a-x)     r{b-r)     z{c-z)ismp 
*'V„  Jo     L-^^■^-^B^--^-c^-J— '^"'^ 

est  égale  à  o  quand  le  point  attiré  est  extérieur,  et  égale  à 

—  A^r  q^^i^d  le  point  attire  est  intérieur. 

A  Taide  de  ces  formules  on  peut  arriver  à  connaître  la 
valeur  de  Ç,  en  comparant  Tattraclion  de  l'ellipsoïde 
donné  avec  celle  des  ellipsoïdes  homofocaux.  Pour  cela, 
on  considère  A,  B,  C  comme  des  valeurs  particulières  at- 
tribuées à  des  variables  a,  P,  y,  qui  sont  assujetties  aux 
relations 

a*  — -  p^  ==  const.^     a^  —  y*  =  const. 

Alors  la  formule  (i),  appliquée  à  l'un  quelconque  des 
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ellipsoïdes  homofocaux,  peut  s'écrire 

Si  l'on  étend  cette  formule  à  un  ellipsoïde  homofocal 
infiniment  voisin,  ce  qui  se  fait  par  une  différentiation  re- 
lative aux  variables  a,  ]3,  y,  et  que  l'on  désigne  par  la  ca- 
ractéristique â  les  accroissements  correspondants  aux  ac- 
croissements simultanés  de  ces  variables,  il  vient 

On  a 

Or,  d'après  les  expressions  de  jc,  y^  z  en  p  et  ^, 

5^=-(îa,      (Jrrrr-^iîB,      $z=:^êyy 
ce  p  y 

et  d'ailleurs, 

on  peut  donc  écrire 

Cette  formule,  combinée  avec  celle  qui  précède,  donne, 
en  observant  que  a  cosp  =  x, 


--— X'Xl'-^ 


— «)  ^x(^j:2ll  _,_  flfzi!)] 


P' 


X—-^dpdq. 


Si  de  cette  équation  on  retranche  l'équation  (2)  multi- 
pliée par  ôa  et  appliquée  à  un  ellipsoïde  bomofocal  quel- 

21 . 
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conque,  il  vient 

L'intégrale  qui  figure  ici  n'est  autre  que  l'intégrale  (3)  ; 
par  conséquent,  on  a 

(4)  ^?  =  o 

quand  le  point  attiré  est  extérieur,  et 

quand  le  point  attiré  est  intérieur.  Il  n'y  a  pas  lieu  à  con- 
sidérer ici  le  cas  où  le  point  attiré  est  situé  sur  la  surface; 
car,  dans  ce  cas,  on  ne  peut  faire  varier  a  sans  que  le 
point  devienne  extérieur  ou  intérieur. 

Point  extérieur,  —  L!équation  (4)  montre  que  les  at- 
tractions de  deux  ellipsoïdes  homofocaux  sur  un  même 
point  extérieur  sont  dirigées  suivant  la  même  droite,  et 
sont  proportionnelles  aux  masses  des  ellipsoïdes.  Cette 
proposition  étant  vraie  quelle  que  soit  la  distance  du  point 
à  la  surface,  il  s^ensuit  que  la  proposition  est  encore  appli- 
cable lorsque  le  point  attiré  est  situé  sur  la  surface^ 
pourvu,  toutefois,  que  l'attraction  varie  d'une  manière 
continue  quand  le  point  attiré  s'approche  de  la  surface 
jusqu'au  contact.  Cette  condition  est  satisfaite  dans  la  loi 

de  la  nature:  car  l'attraction —-- dé  l'élément  de  masse 

qui  est  infiniment  rapproché  du  point  attiré  est  un  infi* 
niment  petit,  qui  disparait  à  la  limite  dans  l'attraction  to- 
tale, puisque  dm  est  un  infiniment  petit  du  troisième  ordre 
et  r*  un  infiniment  petit  du  second  ordre. 
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D'après  cela,  pour  av^oir  V attraction  d'un  ellipsoïde 
sur  un  point  extérieur,  il  faudra  d'abord  déterminer, 
parmi  les  ellipsoïdes  homofocaux  à  P ellipsoïde  dçnné, 
celui  dont  la  surface  passe  au  point  attiré;  puis  calculer 
V attraction  de  ce  noui^el  ellipsoïde  sur  le  point  donné, 
lequel  est  situé  à  la  surface;  et  enfin  réduire  V attraction 
obtenue  dans  le  rapport  de  la  masse  de  V ellipsoïde 
donné  à  la  masse  de  V ellipsoïde  homofocal.  La  première 
partie  du  calcul  se  réduit  à  la  résolution  d'une  équaiion  du 
troisième  degré,  qui  donne  toujours  une  solution  unique, 
La  seconde  partie  sera  comprise  comme  cas  particulier 
dans  le  calcul  de  l'attraction  d'un  ellipsoïde  sur  un  point 
intérieur. 

Point  intérieur,  —  Il  faut  se  servir  de  l'équation  (5), 
y  substituer  à  jS,  y  leurs  valeurs  en  a,  A,  B,  C,  tirées  des 
relations 

a'  —  p'  =.  A'  —  B%     a^  —  7^  =r  A^  —  C  ; 

A 
puis,  posant  -  =  zi,  on  devra  intégrer  à  partir  d'une  va- 
leur de  u  pour  laquelle  Ç  soit  nul,  jusqu'à  la  valeur  m  =  i 
qui  répond  à  l'ellipsoïde  considéré.  Or  l'équation  (i), 
dans  laquelle  on  remplace  A  par  a,  montre  que  ^  est  nul 
lorsque  a  est  infini  ^  car  alors  tous  les  éléments  de  l'inté- 
grale sont  nuls.  Les  limites  seront  donc  u  =  o  et  m  =  i  ; 
et  Ton  aura  finalement,  pour  un  point  intérieur, 

''   1  \/-(r:-)"V-(r."ô"- 

Cette  valeur  étant  exacte,  quelque  rapproché  de  la  sur- 
face que  soit  le  point  attiré,  elle  conviendra  lorsque  ce 
point  sera  situé  sur  la  surface.  On  en  déduira  facilement 
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les  théorèmes  de  Newton  étendus  à  un  ellipsoïde  quel- 
conque. 

L'intégrale  qui  entre  dans  la  formule  (6)  ne  peut  s'ob- 
tenir sous  forme  finie  que  dans  le  seul  cas  où  Tellipsoïde 
est  de  révolution. 

Supposons  que  V ellipsoïde  soit  de  rés^olution  autour 
de  Vaxe  des  x. 

Il  faut  poser  B  =  C;  alors,  désignant  par  i>  une  quan- 
tité égale  à  l'unité  quand  le  point  attiré  est  intérieur  ou 
situé  sur  la  surface,  et  égale  à  la  racine  positive  de  Té- 
quation 


y^a^-f- 


(r.-)- 


quand  le  point  attiré  est  extérieur,  on  arrive  aux  for- 
mules suivantes  : 

jo  B'  ^  A*  ;  V ellipsoïde  est  aplati. 

Posant  X'  :=  —  —  I ,  en  sorte  que  -  \  soit  l'excentricité 

de  l'ellipse  méridienne,  on  a,  d'après  la  formule  (6)  et 
les  formules  analogues  relatives  aux  deux  autres  axes 
coordonnés, 

(r          r        .  N  ^v — arctanff.^u 
X  z=  _  4;rf.p«(  I  +  V)  ^^^^—  , 

'  arctang.Àu 


^  =  -.z=-4.f.p(i+V) 

2°  B*  <^  A*  5  V ellipsoïde  est  allongé. 
Les  formules  (7)  subsistent  encore,  pourvu  que  Ton  y 
regarde  X  comme  une  quantité  imaginaire^  égale  au  pro- 

duit  de   l'excentricité  i/  i —  T"j  P^^  '®  symbole  v — !• 
Pour  mettre  ces  formules  sous  forme  réelle,  il  suflGIt  de 
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X 
poser  "7===  6'^  alors  6  représente  rexcentricité  de  l'el- 
lipse méridienne,  et  Ton  a 

1  ,       I  4-  Ou 

2  I  —  Gu 

X=r  —  47rfxp«(l  —  0^) , 

B^J  I  I  +  Ou 

Y       Z  ,        ,         _,  I  —  ô^Ti'~"  2  ^^  I  —  Ou 


~^-  =  -4^fzp(,-G'): 


L'attraction  perpendiculaire  à  Taxe  de  révolution  se 
déduit  de  la  valeur  de  Y,  en  remplaçant  b  parla  distance 
de  Taxe  au  point  attiré,  v^&*  +  c*. 

3.  Un  ellipsoïde  homogène,  à  trois  axes  inégaux, 
mais  assez  peu  différents  pour  quon  puisse  négliger  la 
quatrième  puissance  des  excentricités  des  sections  prin^ 
cipales,  est  coupé  par  une  sphère  concentrique. 

1^  L'attraction  de  V ellipsoïde  sur  un  point  de  sa 
surface  consente  la  même  intensité  tout  le  long  de  son 
intersection  avec  la  sphère. 

2?  Cette  attraction  est  égale  à  celle  de  la  sphère  sur 
les  mêmes  points  d'intersection,  quand  la  sphère  est 
homogène^  de  même  volume  et  de  même  densité  que 
P  ellipsoïde. 

3°  Si  Von  imagine  une  série  d^ellipsoïdes  homofo- 
caux^  et  une  série  correspondante  de  sphères  concen- 
triques  de  même  matière,  dont  les  volumes  soient  pro- 
portionnels à  ceux  des  ellipsoïdes,  les  attractions  des 
ellipsoïdes  et  des  sphères  sur  leurs  intersections  seront 
proportionnelles. 
^  Démontrer  ces  théorèmes. 

Conservons  les  notations  précédentes.  Soient 
A<B<C, 
B'  C^ 
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Alors  (3), 

Le  deuxième  théorème  est  démontré. 

3*^  Le  troisième  théorème  est  également  facile  à  dé- 
montrer. Le  rapport  du  volume  de  chaque  ellipsoïde  ho- 
mofocal  à  celui  de  la  sphère  correspondante  est  le  produit 

A' 
de  —  par  une  quantité  constante.  Ce  rapport  est  constant  5 

A 

par  suite  —  est  une  constante.  Il  en  résulte  (3)  que  G  est 

proportionnel  à  r,  de  même  queFatlraciion  de  la  sphère. 

Le  P.  J.  Delsaux;  i856. 

4.  Démontrer  quun  ellipsoïde  homogène^  de  réi^olu- 
tioTiy  et  faiblement  aplati^  exerce  sur  un  point  de  sa 
èurface  une  attraction  qui  varie  ai^ec  la  position  de  ce 
point  proportionnellement  au  sinus  carré  de  la  latitude. 
On  néglige  la  quatrième  puissance  de  l'excentricité. 

Conservons  la  notation  de  la  question  précédente. 

Il  nous  faut  poser  dans  les  formules  (7)  (p.  326)  u  =  i, 
et  développer  suivant  les  puissances  ascendantes  de  X  en 
nous  arrêtant  à  la  troisième  puissance. 

Nous  avons 

.       ,       ^'       )^' 
arc  Ung  /  =  X  —  ^-h-— ..., 

et  de  même 


arc  tangX 
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d'où  résulte  la  valeur  approchée  de  Taltraction  totale, 

G  =  v^X^  -f-  Y^  -I-  Z^ 


=  ¥v'(-|")"-*('-5'-)"<"-"'' 

OU  bien,  posant  a'  H-  i*  4-  c*  =  r*, 

«=*-T-'hf(»r:-^)} 

Ceci  posé,  désignons  par  /  la  latitude  du  point  attiré, 
c'est-à-dire  l'angle  aigu  que  la  normale  à  la  surface  en  ce 
point  fait  avec  le  plan  de  Téquateur.  Nous  avons,  tou- 
jours au  même  degré  d'approximation, 


>jb^ 


cos/== )=£===  v/*»^-c'[^2^-V«»(2^-X')^^ 


:^^^±i:-^Kv, 


sin/i=-+  HX^ 

r 


K  etH  désignant  d^s  quantités  indépendantes  de  A. 

Ayant  é^ard  à  ces  valeurs,  l'expression  de  G  peut  s'é- 
crire 

G=^'[i+^%sin'/-cos'/)] 

ce  qui  démontre  le  théorème. 
Corollaire.  —  Quand  on  pose 
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il  vient 

On  déduit  de  là  cette  conséquence  remarquable  :  Un 
ellipsoïde  homogène,  de  rév^olution^  et  faiblement  aplati ^ 
exerce  sur  un  point  matériel  situé  à  sa  surface  sur  le  pa- 
rallèle oii  le  sinus  de  la  latitude  est  "7=1  une  attraction 

égale  à  celle  que  pîx>duirait  une  sphèœ  de  même  matière^ 
de  même  centre,  et  qui  passerait  au  point  attiré.  Mais  il 
ne  faut  pas  oublier  que  l'on  néglige  ici  la  quatrième  puis- 
sance de  l'excentricité. 

De  plus,  on  s'assurera  facilement  que  la  sphère  dont 
il  s'agit  a  même  volume  que  V ellipsoïde,  toujours  au 
Inême  degré  d'approximation  (i;o/rle  problème  3,  -i^). 

On  applique  fréquemment  ces  résultats  à  la  terre. 

5.  On  suppose  la  masse  d'une  planète  répartie  sur 
chaque  point  de  son  orbite,  en  raison  ins^erse  de  sa  vi- 
tesse à  ce  point.  Calculer  V attraction  que  Vanneau 
elliptique  ainsi  formé  exerce  sur  un  point  extérieur  quel- 
conque^ mais  assez  éloigné  pour  quon  puisse  regarder 
Vanneau  comme  une  ligne  matérielle  sans  épaisseur^ 
quoique  de  densité  variable. 


Soient 


l'équation  de  l'orbite,  e  l'excentricité,  u  l'anomalie  ex- 
centrique de  la  planète,  T  la  durée  de  la  révolution  et 
t  le  temps  compté  à  partir  du  passage  au  périhélie. 
On  aura 


27r 

T  ' 
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et)  en  difTérentiant, 

T 

dt:=  —  (i  —  eco^u)du. 

D* après  cette  dernière  formule,  la  masse  de  l'élément  de 
Panneau  qui  répond  à  raccroîssement  du  de  Tanomalie 
excentrique  aura  une  expression  de  la  forme 

du{i  —  e  cosa)  X  const. 

Comme,' par  hypothèse,  la  masse  entière  de  l'anneau  doit 
être  égale  à  la  masse  de  la  planète,  la  constante  sera  le 
quotient  de  la  masse  de  la  planète  par  le  nombre  2  7r. 
Soient  m  la  masse  de  la  planète  ^ 

x  =  A,  j^  =  B,  ^  =  C  les  coordonnées  du  point  attiré  \ 
(X  l'attraction  que  l'unité  de  masse,  située  à  l'unité  de 
distance,  exercerait  sur  ce  point  ^ 

X,  T,  Z  les  composantes  de  l'attraction  suivant  les  axes^ 
p  la  distance  du  point  attiré  au  point  (oc^  y)  de  l'an- 
neau. 

Si  l'on  observe  que  les  coordonnées  j:  =  acosM, 
^=isinM  représentent  un  point  quelconque  de  l'el- 
lipse, on  trouve 

(i)  p2_^A  — acosM)2-+-  (B—  bûnuY  4- C% 

et 


27r  J^ 


^27r/j  —  ecosu)(A  —  flcosa)    , 

^ du  y 

o  P' 


M'''    r^'^  (i  —  ^côsa)(B — ^sini^)   . 

Y  =  —  - —    I ^-^ du , 

a^  Jo  P 

^^^(l  — gCOSM)C 


^■^  Jo 


•  du. 


Ces  intégrales  se  ramènent  aux  fonctions  elliptiques. 
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Pour  effectuer  celte  réduction,  on  pose 


p  -\-qs  tang  - 
tang  -  nz _  ^q^  —L ï_., 


2  9  9  ' 

I  -h  S  tang  -  i  -\-s  tang  - 


d'où  il  suit 


(2) 


,_^._(,_ 

^  '      cosy-l-(i 
sinu 

—  pq)ssu\ 

I 

-/.'+(.-it 

2 

a 

""(;?—  9*' 

')costp-f-(/?-f-^) 

I 

-f-^5' 

-  i^p^- 

-(l-h9^)5« 

/»  _I_  r»^\  *. 

eîn  ^      1 

H.^.+(HYÎ 

du 


{q-.p)sd<f 


On  substitue  ces  valeurs  dans  les  intégrales  qui  précèdent, 
puis  on  détermine  p,  q,  s  par  la  condition  que,  dans  le 
numérateur  de  p',  les  coefficients  de  cosy,  de  sincfetdu 
produit  cos(psîncf  soient  nuls. 

Alors  les  trois  intégrales  qu'il  s'agit  de  calculer  pren- 
nent la  forme 


1 


^'^  Kcos'cpH-  Lsin^cp  +  M  sincpcos^  +Ncos<p  +  Psinf  , 


(Gcos^f +  G'sin^«p-hG")"^ 


K,  L,  M,  ]N,  P,  G,  G',  G'^  étant  des  constantes.  ElleJJ 
se  décomposent  en  autant  d'intégrales  particulières  qu  n 
y  a  de  termes  au  numérateur.  Or,  parmi  ces  dernières 

intégrales,  celles  qui  ont  au  numérateur  sous  le  signe  /  » 

soit  cosy,  soit  sincp,  soit  cos(f  siny,  sont  nulles,  puisque 
leurs  éléments  sont  deux  à  deux  égaux  et  de  signe  con- 
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traire.  Quant  aux  intégrales  qui  ont  au  numérateur 
cos*(j)  ou  sin*9,  on  pourra  les  prendre  entre  les  limites 

o  et->  pourvu  que  l'on  multiplie  le  résultat  par  4*  De 

plus,  la  quantité  comprise  sous  le  radical  du  dénomi- 
nateur peut  se  mettre  sous  la  forme   i  —  c'sin'ç,  en 

remplaçant,  s'il  est  nécessaire,  cp  par cf ,  ce  qui  ne 

modifie  point  les  limites  de  l'intégrale.  Le  problème  est 
donc  ramené  à  calculer  les  deux  intégrales 

En  intégrant  par  parties,  il  vient 

C^  .  sintp  r^   .     sin^î» 

U=:    /        COS(pÉ?.-=z===  =     j  ,  ^  e/y, 

TT  TT 

d'où 

TT 

et  aussi 

TT 

J^.^  I  —  (i  —  c^sin^œ) 
0         Vï  — c'sin'? 

F  (c)  et  E  (c)  représentant  les  intégrales  elliptiques  com- 
plètes de  première  et  de  seconde  espèce,  lesquelles  ont 
des  valeurs  tout  aussi  bien  connues  que  celles  des  sinus  et 
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des  cosinus.  Les  intégrales  U  et  V  sont  donc  déterminées  : 

U=LF(c)-iE(c), 

La  détermination  des  coefficients  p^  q^  s  conduit  à  des 
calculs  un  peu  longs.  C'est  pourquoi  il  ne  sera  pas  sans 
utilité  de  montrer  comment  ces  calculs^  qui  se  présentent 
souvent  dans  les  réductions  aux  intégrales  elliptiques^ 
peuv>ent  se  ramener  à  d'^autres  calculs  bien  connus^  dont 
les  résultats  se  trouvent  dans  tous  les  Traités  élémen- 
taires de  Géométrie  analytique. 

Les  valeurs  de  sini/  et  de  cos ii  qui  résultent  des  équa- 
tions (2)  sont  de  la  forme 

/  a  cos©  -h  a!  sin©  -f-  a." 

y  cos  a  =: '■ ,— ; „  > 

1  7COS^  +  7  sin«p-h7" 

^    '  1    .  Bcos©  -t-S'sin©-!-  Ô" 

f  sm  a  =z  i- : '^,    .     ~  • 

\  7  cos  <p  -f-  7  sm  tf  +  7' 

Les  conditions 

cos'w  +  sin'w  =  cos'<p -f- sin'cp  =r  f 

exigent  qu'on  ait  les  relations 

(4) 


OÙ  H  désigne  une  quantité  qui,  dans  le  cas  actuel,  est 
égale  à  s^  [q — p)'.  On  pourra  dorénavant  supposer  H 
égal  à  l'unité,  pourvu  que  Ton  entende  par  a,  P,  7,. . .. 
les  quotients  de  ces  quantités  par  s(q — p).  Alors  les 


a'    +  P'   -  7'  =  H, 

aa'    -l-pp'    -7/    =0, 

a"  -f-  p"  -  7"  =  H, 

a'a"-l-p'p''-7'7''  =  0. 

«'"_B"'H-7''»=H, 

a"a  -|-B"B— 7"7  =  o, 
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quantités 

a,  a',  o!'  y/^, 

satisferont  à  toutes  les  relations  des  neuf  cosinus  qui  lient 
deux  systèmes  d'axes  rectangulaires. 
Or,  si  l'on  substitue,  dans  l'expression 

(5)    (am/^-  «•^>  -+-  (b2  v^~-  *r)'  +c^(W^h 

les  valeurs 

xzzzoLx'  ->r  a! y'  -f-  a'^v/—  i  2', 

j=rp:r'  +  pv'  +  p"v^:::7z', 

z  =  —  7  v' —  i.r'  —  7'  \j —  I y'  -h  7" z', 
puis  que  Ton  fasse 

x'  =  cosy,      y  =  sin  y,     z'  v/ — 1=1, 

on  obtient  le  numérateur  de  la  fraction  sous  laquelle  se 
présente  p^  quand  on  substitue  les  valeurs  (3)  dans  l'ex- 
pression (i). 

D'après  cela ,  on  aura  les  valeurs  des  coefficients^ ,  ^,  5,  G, 
G',  C,  en  déterminant  les  cosinus  a,  /3,  — y  sj — i  ,.  . . , 
par  la  condition  que  les  axes  des  oc\y\  z'  coïncident  avec 
les  axes  principaux  de  la  surface  du  second  degré  que  Ton 
obtient  en  égalant  l'expression  (5)  à  une  constante  Q, 
savoir  : 

a^x^  -l_  b^y2  _  (A»  +  B^  +  C2)z' 

—  7.hbsl  —lyz  —  2Aûr  ^ — i  zx  z=^  Q. 

Ainsi  on  est  ramené  à  un  calcul  connu,  à  l'aide  de  sym- 
boles imaginaires  qui  disparaîtront  d'eux-mêmes  dans  les 
résultats. 

II.    2*  JÉDFT.  22 
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Ecrivant  que  Téquation  transformée,  qu'il  s'agit  d'ob- 
tenir, 

(6)  G^"  -+-  G' j'2  -f-  G"  (i'  v^~j«  =z  Q, 

devient  identique  à  Téquation  primitive,  lorsqu'on  y 
remplace  x\  y',  z^  par  leurs  valeurs  en  x^y^z^  on  ob- 
tient les  relations 

Ga2-l-G'a'»  +  G^a'''  =  a% 
Gp'-f-G'p-+-G"p  =  ^% 
Gf  -h  G'y»  -h  G" 7"^  r=:  A»  -I-  B»  -+-  C», 

—  Gp7  —  G'p'7'  —  G"p"7"  =  —  B^, 

—  G7a  —  G' 7' a'  —  G"7"a"  =r  —  Au, 
Gap-i-G^a^p'  +  G^'a^p^rzio.    * 


(7) 


Si  l'on  élimine  entre  ces  équations  les  inconnues  G'  et  C, 

en  se  servant  des  relations  (4)  où  l'on  a  fait  H=i, 

il  vient 

(G  —  a^)oL  -f-  Aû7  =  o, 

(G—  6^)p-f-B^7  =  o, 

—  Afla  —  B^p  H- (G -*- A» -I- B' -f- C^)7  =  o. 

Pour  que  ces  équations  soient  compatibles^  a,  (3  et  7 
n'étant  point  nuls,  il  faut  que  le  dénominateur  commun 
des  valeurs  de  a,  (3,  y,  que  l'on  en  déduirait  par  les  for- 
mules ordinaires  de  résolution,  si  les  seconds  membres 
étaient  différents  de  zéro,  soit  identiquement  nul,  ç'esl- 
à-dire  que  l'on  doit  avoir 

(G  —  fl')  (G  —  b')  (G  -{■■  A=  -+-  B'  -f-  O) 

-h  B'b^  (G  —  n')  -h  A*fl»(G  —  &')  =  o, 

ou,  ce  qui  est  la  même  équation, 
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Si  l^on  avait  éliminé  de  la  même  Dianière  G^'  et  G,  on 
serait  arrivé  à  une  équation  pareille^  et  si  Ton  avait  éli- 
miné G  et  G',  on  serait  arrivé  à  une  équation  qui  ne  dif- 
fère de  l'équation  précédente  que  par  le  changement  de  G 
en  — G'';  donc  les  trois  racines  de  l'équation  (8)  sont  G, 
G'  et  — G''.  L'une  de  ces  racines  est  négative-,  les  deux 
autres  sont  positives,  et,  si  l'on  suppose  a  ^i,  elles  sont 
comprises  entre  zéro  et  i',  £*  et  a*.  La  racine  négative  est 
la  valeur  de  —  G''  ;  car,  si  elle  était  la  valeur  de  G  ou  de 
G',  la  distance  p  serait  imaginaire  pour  y  =  o  ou  pour 

ffi  =  —  Ces  racines  étant  déterminées,  on  aura  les  valeurs 

de  Pj  y,  s  par  trois  des  équations  (7). 

L'hyperboloïde  réel  que  représente  Téqua lion  (6)  pour- 
rait être  de  révolution-,  alors  un  des  cosinus  serait  indé- 
terminé, il  en  serait  de  même  pour  l'une  des  quantités 
/7,  ^,  s.  C'est  que,  dans  ce  cas,  il  n'y  aurait  pas  lieu  de 
ramener  nos  intégrales  aux  transcendantes  elliptiques*, 

elles  ne  contiendraient  sous  le  signe    1   que  des  fonctions 

rationnelles  de  sin  m  et  de  cosw,  en  sorle  qu'on  pourrait 
eflectuer  les  intégrations. 

En  effet,  ce  cas  est  celui  où  l'équation  (8)  aurait  deux 
racines  égales;  or  on  voit,  par  un  calcul  semblable  à  celui 
de  la  page  5 7  (prob.  5),  que,  si  l'équation  (8)  a  deux  ra- 
cines égales,  leur  valeur  commune  est  i',  et  l'on  a 

c'est-à-dire  que  le  point  attiré  se  trouve  sur  une  hyper- 
bole, située  dans  un  plan  perpendiculaire  à  celui  de  l'el- 
lipse formée  par  l'anneau,  et  dont  les  sommets  et  les  foyers 
sont  respectivement  les  foyers  et  les  sommets  de  l'ellipse. 
On  sait  qu'une  telle  hyperbole  est  le  lieu  des  points  de 

22. 
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l'espace  dont  la  distance  à  l'un  quelconque  des  points  de 
l'ellipse  s'exprime  rationnellement  en  fonction  des  coor- 
données de  ce  derniet  point. 

Le  problème  que  nous  venons  de  résoudre  est  suscep- 
tible de  fournir  une  nouvelle  méthode  pour  le  calcul  des 
inégalités  séculaires  des  planètes.  Car  ces  inégalités,  dont 
les  périodes  embrassent  plusieurs  centaines  de  siècles, 
sont  indépendantes  de  la  longitude  des  planètes  perturba- 
trices, et,  par  conséquent,  elles  seraient  les  mêmes  si  la 
masse  de  chaque  planète  perturbatrice  était  répartie  sur 
son  orbite,  en  raison  inverse  delà  vitesse.  C'est  en  vue 
de  cette  application  que  Gauss  a  résolu  pour  la  première 
fois  la  question  qui  nous  occupe  ici  (Comment,  G ottin^ 
gens.j  t,  IV).  M.  Clausen  en  a  donné  depuis  une  solution 
plus  simple  (Journal  de  M.  Crelle^  t.  VI,  p.  290;  i83o). 

SECTION  II. 

THÉORÈMES    GÉNÉRAUX    SUR    l' ATTRACTION. 

A  l'époque  de  Laplace,  tout  ce  que  l'on  savait  sur  l'at- 
traction d'un  corps  de  figure  quelconque  se  bornait  pres- 
que à  quelques  méthodes  générales  pour  aborder  le  pro- 
blème à  l'aide  des  séries.  Cependant  Coulomb  avait  déjà 
découvert  que  les  fluides  électriques  s'attirent  ou  se  re- 
poussent en  raison  inverse  du  carré  de  la  distance.  Ce 
résultat  inattendu  ouvrait  une  vaste  carrière  aux  appli- 
cations de  la  théorie  générale,  et  semblait  inviter  les 
géomètres  longtemps  arrêtés  par  la  difficulté  prétendue 
du  sujet. 

Un  géomètre  anglais,  George  Green  (*),  parvint  en 


(^)  An  Essajr  on  the  application  of  malhftnatical  analysis  to  the  théories 
of  EU'Ctriciljr  and  Mognetism;  Nuttingham,  1828.  —  On  a  reproduit 
ce  Mémoire  dans  lé  Journal  de  M,  Crelhy  t.  XXXIX,  p.  73;  t.  XLIV, 
p.  356. 
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1828  à  quelques  théorèmes  généraux  d'un  haut  intérêt-, 
maïs  son  Mémoire  resta  presque  inconnu  sur  le  conti- 
nent. Dix  ans  plus  tard,  Gauss  (*)  et  M.  Chasles  (**)  re- 
trouvèrent séparément  les  théorèmes  de  Green  par  des 
méthodes  différentes,  et  ajoutèrent  plusieurs  autres  pro- 
positions remarquables.  Nous  démontrerons  ces  théo- 
rèmes, d'abord  par  la  méthode  de  M.  Chasles,  puis  par 
la  méthode  de  Green. 

Dans  tous  les  théorèmes  qui  suivent,  nous  prendrons 
pour  unité  de  force  l'attraction  de  l'unité  de  masse  s'exer- 
çant  à  Tunité  de  distance,  sur  l'unité  de  masse  quand  il 
s'agira  d'un  corps,  sur  l'unité  de  surface  quand  il  s'agira 
d'une  surface,  sur  le  point  considéré  quand  il  s'agira  d'un 
point. 

1.  Si  l'on  considère  V attraction  d'un  corps  sur  les 
éléments  superficiels  d'une  surf  ace  fermée  et  d^  ailleurs 
quelconque  y  la  somme  des  attractions  exercées  suii^ant 
la  normale  intéiieurc  à  la  surface  est  égale  au  produit 
de  ^t:  par  la  masse  de  la  partie  du  corps  qui  est  située 
dans  r intérieur  de  la  surface. 

Soient  ds  l'élément  de  la  surface,  r  sa  distance  à  l'élé- 
ment de  masse  dm  du  corps  attirant,  et  (NM)  l'angle 
que  la  normale  extérieure  fait  avec  le  rayon  qui  joint 
l'élément  ds  à  la  molécule  attirante  dm.  L'action  de 
cette  molécule,  estimée  suivant  la  normale  intérieure, 

1,.      .       ,             1        r  cos(NM)    , 
sera   représentée   par   1  intégrale   — dm    I — «5, 

étendue  à  toute  la  surface.  Or  (p.  314?  théorème  IV),  l'in* 

(*)  Hesullate  aus  d^n  Deobachtungen  des  muf^netischen  Vercins  im  Jahra 
1839;  Leipzig,  iS/Jo.  —  Journal  de  51,  Liouville,  t.  VII,  p.  273. 

(**)  Comptes  rendus  des  séances  de  L" Académie  des  Sciences  de  Paris , 
1839,  i®*"  sem.,  p.  'jog.  —  Additions  à  la  Connaissance  dus  Temps  pour 
1845. 
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/\ 

,         ,        /•COS(ISM)     ,  11  '  ^      I      ^  , 

tegrale  I  - — — — -  as  est  nulle  ou  égale  a  —  4^?  suivant 

que  la  molécule  dm  est  extérieure  ou  intérieure  à  la  sur- 
face. De  là  sui(  évidemment  le  théorème  annoncé. 

2.  Imaginons  un  canal  infiniment  étroit,  dont  les  pa- 
rois latérales  soient  normales  à  toutes  les  surfaces  de  ni- 
veau du  corps  attirant;  et  nommons  éléments  correspon- 
dants les  éléments  des  surfaces  de  niveau  découpés  par 
ce  canal.  Nous  aurons  ce  théorème  : 

La  différence  des  attractions  du  corps  sur  deux  élé- 
ments correspondants  est  égale  au  produit  de  ^tz  par  la 
niasse  de  la  ponion  du  corps  qui  est  renfermée  dans  le 
canal  entre  les  deux  éléments  correspondants.  En  par- 
ticulier ^  les  attractions  sont  égales  sur  les  éléments  cor- 
respondants extérieurs  au  corps. 

Pour  le  démontrer,  il  suffit  d'appliquer  le  théorème 
précédent  à  la  surface  fermée  qui  se  compose  des  parois 
du  canal  et  des  deux  éléments  correspondants.  Car  les 
attractions  sur  ces  éléments  leur  sont  normales^  et  la 
composante  normale  de  l'attraction  sur  un  élément  de  la 
paroi  du  tube  est  nulle  (p.  3o8). 

3.  Nous  appellerons  couche  dé  niv^eau  relative  à  Tat- 
traction  du  corps,  une  couche  matérielle  infiniment 
mince,  d'épaisseur  constante,  appliquée  intérieurement 
sur  une  surface  de  niveau,  et  dont  la  densité  en  chaque 
point  est  proportionnelle  à  l'attraction  du  corps  sur  ce 
point.  Nous  nommerons  éléments  de  masse  correspond 
dants  les  éléments  découpés  sur  les  couches  de  niveau  par 
un  même  canal  infiniment  étroit,  normal  à  toutes  les 
surfaces  de  niveau. 

Deux  éléments  de  masse  correspondants ,  situés  sur 
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deux  couches  extérieures  au  coiySy  sont  entre  eux  comme 
les  masses  des  couches  auxquelles  ils  appartiennent. 

En  eflfel,  soient  : 

mi,  ni^  les  masses  des  deux  couches; 

dm^^  dni^  les  deux  éléments  de  masse  correspondants -, 

ds^  ds'  les  éléments  superficiels  correspondants  qui 
leur  servent  de  bases  \ 

V,  V  les  potentiels  du  corps  relatifs  aux  deux  surfaces 
de  niveau; 

dn^  dn'  les  éléments  des  normales  intérieures  à  ces 
deux  surfaces  qui  sont  compris  entre  ces  surfaces  et  les 
surfaces  de  niveau  intérieures  infiniment  voisines; 

e  le  rapport  constant  du  produit  de  l'épaisseur  par  la 
densité  à  l'attraction,  sur  chaque  élément  de  la  couche  w.x\ 

e'  le  rapport  analogue  pour  la  couche  rn^. 

Les  attractions  du  corps  sur  les  éléments  ds^  ds'  sont 
respectivement 


d\  d\' 

dn  dn' 


Par  suite,  on  a 


daii  =  8  -7—  as  y     dm.z=:g'  --—  ds  , 
dn  dn' 

rd\         ,      ,  Çdy', 

/w,  =  i    I    -r- ds.     ni,=^g'   I    -—-  ds, 
J    dn  '         J    dn' 

Or,  si  les  surfaces  de  niveau  sont  extérieures  au  corps, 
on  a,  d'après  le  théorème  précédent, 

dV  dy 


et  aussi 


/s-=/s^-. 
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car  les  deux  surfaces  de  niveau  se  composent  d'un  même 
nombre  d'éléments  deux  à  deux  correspondants.  Il  s'en- 
suit 

dm^        m^        s 

dm^        m\        s! 

Si  une  partie  du  corps  attirant  était  renfermée  dans  le 
canal  entre  los  deux  surfaces  de  niveau,  nommant  dni^ 
la  masse  de  cette  partie  du  corps,  et  w,  la  masse  de  toute 
la  portion  du  corps  comprise  entre  les  deux  surfaces  de 
niveau,  on  aurait  [\\^  2),  en  supposant  que  la  couche  m^ 
soit  extérieure  à  la  couche  /w^, 

-7—  ds  =  —-7-  ds'  -\-  Litdm^i 
dn  dn 

rd\  ^        rd\',      . 

et,  par  suite, 

dniy  rriy  s 


dm^-^^Ttg' dirii       m\  -h  ^7:6^  m^       s' 

in.  On  voit  par  ce  qui  précède  que  les  surfaces  de  ni- 
veau jouissent  de  propriétés  différentes  suivant  qu'elles 
sont  extérieures  ou  intérieures  au  corps.  Occupons -nous 
d'abord  des  surfaces  de  niveau  et  des  couches  entièrement 
extérieures  au  corps. 

Si,  pour  abréger,  nous  nommons  point  extérieur  ou 
intérieur  à  la  couche  un  point  extérieur  ou  intérieur  à  la 
surface  de  niveau  sur  laquelle  cette  couche  est  construite, 
nous  avons  d'abord  ce  théorème  : 

Les  attractions  exercées  par  deux  couches  extérieures 
au  corps  sur  un  même  point  extérieur  à  chacune  d^ elles 
ont  la  même  direction,  et  ont  des  intensités  proportion- 
nelles aux  masses  des  deux  couches. 

Une  couche  extérieure  au  corps  n^ exerce  aucune  ac- 
tion sur  un  point  situé  dans  l'intérieur  de  cette  couche. 
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Conservons  la  notation  précédente-,  de  plus,  nommons 
m  la  masse  du  corps,  Yi  le  potentiel  de  la  couche  m^  par 
rapport  à  un  point  M  extérieur  ou  intérieur,  r  la  distance 
du  point  M  à  l'un  quelconque  des  éléments  de  la  couche*, 
et  marquons  par  la  caractéristique  d  les  variations  qu'é- 
prouvent les  quantités  considérées,  quand  on  passe  d'une 
couche  à  une  autre  couche  infiniment  voisine,  intérieure 
à  la  première. 

On  a,  par  définition, 


J    f'*^'' 


Puisque  — !•  reste  constant  dans  l'intérieur  d'un  même 


canal  (n**  3),  il  s'ensuit 


Or,  si  l'on  représente  par  (WM)  l'angle  que  la  normale 
extérieure  à  la  surface  de  niveau  fait  avec  le  rayon  qui 
joint  l'élément  de  cette  surface  au  point  M,  on  a  la  rela- 
tion 

^r==^/7C0s(NM); 
d'ailleurs 

dmx  :=:  S  -r —  CiS, 

on 

Substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  précédente,  il 
vient 

'ces  (NiVÏ)r/.ç 


'•)     '©=-"/^ 


L'intégrale  qui  figure  ici  est  nulle  si  le  point  M  est  ex- 
térieur à  la  surface;  elle  est  égale  à  —  4^^  s»  '^  point  M 
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est  intérieur  (p.  314?  théorème  IV).  Donc,  dans  le  cas 

y 

d'un  point  extérieur,  le  rapport  —  ne  varie  pas  d'une 

couche  à  une  autre,  ce  qu'on  peut  énoncer  ainsi  :  Le  po- 
tentiel  d'une  couche  extérieure  relatif  à  un  point  exté^ 
rieur  est  à  la  masse  de  la  couche  dans  un  rapport  con- 
stanty  quelle  que  soit  la  couche. 

Pour  en  conclure  la  première  partie  du  théorème  an- 
noncé, il  suffit  d'observer  que  les  composantes  de  l'attrac- 
tion de  chacune  des  deux  couches  suivant  trois  axes  rec- 
tangulaires sont  les  dérivées  partielles  du  potentiel  par 
rapport  aux  coordonnées  du  point  attiré. 

Dans  le  cas  d'un  point  intérieur,  la  formule  (A)  de- 
vient 

^(  —  1=4^*  — • 

Or  (n<>«3et  1) 

—  ds    et    j  ^^,  =  4^1». 
Par  suite, 

jXiUiX,  Ii  =  ^. 

\/iîi  I         m         m^        m 

Cette  dernière  égalité  exprime  que  le  potentiel  d^une 
couche  extérieure^  relatif  à  un  point  situé  dans  son  inté- 
rieur, est  à  la  niasse  de  cette  couche  comme  le  potentiel 
du  corps  relatif  à  un  point  quelconque  de  la  couche  est 
à  la  masse  du  corps. 

Ainsi,  le  potentiel  d'une  couche  extérieure  relatif  à  un 
point  intérieur  à  cette  couche  est  constant^  quel  que  soit 
ce  point.  Il  en  résulte  que  l'attraction  de  la  couche  sur  le 
point' est  nulle,  ce  qui  est  la  seconde  partie  du  théorème. 

Corollaire  I.  —  Les  couches  extérieures  au  corps  ont 
toutes  les  mêmes  surfaces  de  niv^eau  extérieures.  Car, 
d*après  la  proportionnalité  qui  existe  entre  les  masses  des 
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couches  et  leurs  potentiels  sur  un  même  point  extérieur, 
si  le  potentiel  d'une  couche  est  constant  sur  toute  l'éten- 
due d'une  surface  extérieure  à  cette  couche,  le  potentiel 
d'une  autre  couche  intérieure  à  cette  surface  est  aussi 
constant  sur  toute  l'étendue  de  la  surface. 

Corollaire  II.  —  La  propriété  d'une  couche  exté- 
rieure, d'après  laquelle  son  potentiel  relatif  a  un  point 
intérieur  reste  constant  quand  ce  point  se  déplace,  sub- 
siste, quelque  rapproché  que  soit  ce  point  de  la  surface  de 
niveau  sur  laquelle  cette  couche  est  construite.  Ellesubsiste 
encore  à  la  limite  quand  le  point  se  déplace  sur  la  surface 
de  niveau  elle-même;  car  le  potentiel  varie  d'une  ma- 
nière continue  quand  le  point  attiré  arrive  sur  la  sur- 
face du  corps  attirant.  En  effet,  le  potentiel  est  de  même 
ordre  de  grandeur  que  la  masse  de  la  couche,  tant  que  le 
point  attiré  esta  une  distance  finie;  il  sera,  si  l'on  veut, 
un  infiniment  petit  de  premier  ordre,  puisque  la  couche 
est  infiniment  mince.  Quand  le  point  attiré  s'approche 
d'une  manière  continue  jusqu'à  pénétrer  dans  la  couche, 

l'élément  —  du  potentiel,  qui  répond  à  l'élément  de  la 

couche  infiniment  voisin  du  point  attiré,  est  un  infini- 
ment petit  du  second  ordre,  puisque  dm  est  du  troisième 
ordre  et  r  du  premier  ;  donc  cet  élément  n'a  aucune  in- 
fluence sur  la  valeur  du  potentiel,  et,  par  conséquent^  il 
n'y  a  aucune  raison  pour  que  le  potentiel  varie  brusque- 
ment (*).  Il  s'ensuit  que  toute  surface  de  niveau  exté- 


{*)l\  n'en  est  point  de  même  pour  Tattraction  d'une  couche  infini- 
ment mince.  Le  même  raisonnement  montre  que  cette  attraction  peut  va- 
rier brusquement  quand  le  point  attiré  pénètre  dans  la  couche;  car  l'at- 

traction  de  l'élément  infiniment  voisin  du  point  attiré,  — ^»  est  un  infi- 
niment petit  du  premier  ordre,  en  sorte  que  l'attraction  de  cet  élément 
est  de  même  ordre  de  grandeur  que  Tattraction  de  la  couche  entière. 
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n'eure  au  corps  est  aussi  surface  de  nweau  relalwement 
à  la  couche  construite  sur  cette  surface» 

Comme  d'ailleurs  les  couches  extérieures  ont  toutes  les 
mêmes  surfaces  de  niveau  extérieures,  nous  pouvons  en 
conclure  que  toute  couche  extérieure  a  pour  surfaces 
de  niy^eau  extérieures  les  surfaces  de  nii^eau  du  corps; 
en  sorte  que  V attraction  du  corps  et  V attraction  d^une 
couche  extérieure  sur  un  même  point  extérieur  à  la 
couche  ont  même  direction. 

Mais  il  y  a  plus  :  les  intensités  de  ces  attractions  sont 
entre  elles  comme  la^  masse  du  corps  est  à  la  masse  de  la 
couche.  En  «(Tet,  considérons  la  couche  construite  sur  la 
surface  de  niveau  qui  passe  au  point  attiré*,  et  soient  nî^  la 
masse  de  cette  couche,  \'^  son  potentiel  relatif  au  point. 
D'après  la  loi  de  continuité  que  nous  avons  établie  rela- 
tivement au  potentiel,  le  point  attiré  peut  être  regardé, 
soit  comme  intérieur  à  la  couche  m'^,  soit  comme  exté- 
rieur. Il  en  résulte  que  nous  avons  les  deux  relations 

v;       V       \\        V. 
d'où 


m  m        m  /?/, 


V  _  /» 

ce  qui  démontre  la  proposition. 

Corollaire  IlL  —  Nous  avons  vu  que  les  potentiels  de 
deux  couches  extérieures  au  corps  sur  un  même  point 
extérieur  à  chacune  d'elles  sont  entre  eux  comme  les 
masses  des  deux  couches.  D'après  la  loi  de  continuité, 
ceci  subsiste  lors  même  que  le  point  attiré  est  sur  la  sur- 
face de  la  couche  qui  enveloppe  l'autre.  Mais,  dans  ce 
cas,  le  potentiel  de  cette  dernière  couche  sur  le  point 
considéré  est  le  même  que  le  potentiel  sur  un  point  inté- 
rieur, le  même  par  conséquent  que  le  potentiel  sur  un 
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point  de  la  seconde  couche.  On  a  donc  ce  théorème  :  Le 
potentiel  d'une  couche  extérieure  au  corps,  relatif  à  un 
point  situé  sur  la  surface  (Vune  autre  couche  extérieure, 
est  au  potentiel  de  cette  seconde  couche  relatif  à  un 
point  de  la  surface  de  la  première,  comme  la  masse  de 
cette  première  couche  est  à  la  masse  de  la  seconde. 

5.  Considérons  maintenant  des  surfaces  de  niveau 
quelconques,  extérieures,  intérieures  au  corps,  ou  bien 
en  partie  extérieures  et  en  partie  intérieures. 

Pour  simplifier  les  résultats,  nous  admettrons  que  le 
rapport  e,  entre  le  produit  de  1  épaisseur  par  la  densité 
et  l'attraction,  ait  la  même  valeur  sur  toutes  les  couches. 
Il  en  résultera  (n**l)  que  la  masse  d'une  couche  quel- 
conque sera  le  produit  de  la  constante  4"^  par  la  masse 
de  la  partie  du  corps  qui  est  intérieure  à  la  surface  de 
niveau  sur  laquelle  cette  couche  est  construite. 

Ceci  posé,  démontrons  la  proposition  suivante  : 

n attraction  exercée  sur  un  point  quelconque  par  la 
partie  du  corps  qui  est  comprise  entre  deux  surfaces  de 
niveau,  multipliée  par  le  rapport  constant  de  la  masse 
d^une  couche  à  la.  masse  de  la  patrie  du  corps  qui  est 
intérieure  à  cette  couche,  est  égale  à  la  résultante  des 
attractions  des  couches  construites  sur  les  deux  su/faces 
de  nii^eauj  l'attraction  de  la  couche  intérieure  à  l'autre 
étant  prise  en  signe  contraire. 

Conservant  la  notation  précédente,  le  potentiel  d'une 
couche  sur  un  point  extérieur  ou  intérieur  M  est  repré- 
senté par  l'intégrale 


rdm,  r$\  ds 


Lorsqu'on  passe  de  la  couche  considérée  à  une  couche  in- 
finiment voisine,  intérieure  à  la  première,  ce  potentiel 
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varie  de  la  quantité 

,c,  ,,.  =  .jL,(-.)-.f--.. 

Or,  si  Ton  nomme  drrif  l'élément  de  masse  de  la  partie  du 
corps  qui  est  comprise  entre  les  deux  surfaces  de  niveau 
infiniment  voisines  dans  l'intérieur  du  canal  dont  la  base 
est  dsy  on  a,  d'après  le  n*'  2, 

o  I  j—  a j  j  :=  —  ^nami. 
Par  suite, 


(D) 


/7'(K-)  =  -4-f-?  =  -<-» 


âWi  désignant  le  potentiel  relatif  à  l'action  que  la  partie 
du  corps  comprise  entre  les  deux  surfaces  de  niveau  infi- 
niment voisines  exerce  sur  le  point  M. 
D'autre  part,  la  relation  déjà  citée, 

^r=:5/2COS(NM), 

donne 

La  variation  âY  étant  la  même  sur  tous  les  éléments  ds 
de  la  surface  de  niveau,  on  peut  faire  sortir  ce  facteur  hors 
du  signe  d'intégration,  et  il  vient  (p.  314,  théorème  IV) 

(E)  jrn-F'^  =  -^ 

OU  bien 


/g£r.  =  -4.,v. 


suivant  que  le  point  M  est  extérieur  ou  intérieur  aux 
deux  surfaces  de  niveau  infiniment  voisines. 
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Supposons  d'abord  que  le  point  attiré  soit  extérieur  à 
la  première  couche. 

La  substitution  des  valeurs  (D)  et  (E)  dans  Téquation 
(C)  donne 

Intégrant  à  partir  de  la  couche  considérée,  jusqu'à  une 
couche  intérieure  quelconque,  dont  le  potentiel  sera  re- 
présenté par  V',,  il  vient  Téquation 

V.-V',  =47r6V„ 

OÙ  Vj  représente  le  potentiel  relatif  à  Faction  exercée  sur 
le  point  par  la  portion  du  corps  qui  est  comprise  entre  les 
surfaces  de  niveau  sur  lesquelles  sont  construites  les  deux 
couches. 

Maintenant,  pour  démontrer  le  théorème,  dans  le  cas 
où  le  point  attiré  est  extérieur  aux  deux  couches,  il  suflSt 
de  dîjHférentier  l'équation  précédente  par  rapport  aux 
coordonnées  du  point  attiré. 

Supposons  en  second  lieu  que  le  point  attiré  soit  inté- 
rieur à  la  première  couche. 

Dans  ce  cas,  Téquation  (C)  devient 

^V,  —  —  47rÉ^V, -f-47r6(ÎV. 

Intégrant  depuis  la  couche  considérée  jusqu'à  une  CQUche 
intérieure  quelconque,  mais  dont  la  surface  externe  soit 
extérieure  au  point  attiré,  il  vient  Téqualion 

V.  -  V.    =  4  TTC  V,  -f-  4  TTS   (V  -  V), 

dans  laquelle  V  et  V  représentent  les  valeurs  du  potentiel 
relatif  à  l'action  du  corps  sur  les  deux  surfaces  de  niveau 
qui  portent  les  deux  couches. 

Cette  équation  exprime  itne  propriété  remarquable  du 
potentiel  de  deux  couches  quelconques  sur  un  point  inté- 
rieur à  chacune  d'elles.  Il  est  aisé  de  voir  qu'elle  s'étend 
au  cas  où  le  point  attiré  serait  compris  dans  l'intervalle 
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des  deux  couches,  pourvu  que  l'on  entende  par  V  le  po- 
tentiel du  corps  sur  la  surface  de  niveau  qui  passe  au 
point  attiré. 

Si  l'on  difierentie  cette  équation  par  rapport  aux  coor- 
données du  point  attiré,  il  ne  reste  aucune  trace  du  terme 
V  —  V,  ei  le  résultat  exprime  le  théorème  que  nous  vou- 
lons démontrer,  dans  le  cas  où  le  point  attiré  est  intérieur 
aux  deux  couches. 

Enfin,  le  théorème  subsiste  encore  quand  le  point  at- 
tiré est  compris  dans  l'intervalle  des  deux  couches  don- 
nées. Pour  s'en  assurer,  il  suffit  d'appliquer  successive- 
ment le  théorème  à  chacune  des  deux  couches  comparée 
à  une  troisième  couche  construite  sur  la  surface  qui  passe 
au  point  attiré. 

6.  Une  couche  quelconque  et  la  partie  du  corps  qui  lui 
est  intérieure  exercent  sur  un  même  point  extérieur  à  la 
couche  des  attractions  qui  ont  la  même  direction^  .et 
dont  les  intensités  sont  dans  le  rapport  de  la  masse  de 
la  couche  à  la  masse  de  la  partie  du  corps  qui  lui  est  in- 
térieure. —  Une  couche  quelconque  et  la  partie  du  corps 
qui  lui  est  extérieure  exercent  sur  un  même  point  inté~ 
rieur  à  la  couche  des  attractions  dirigées  en  sens  con-- 
traire,  et  dont  les  intensités  sont  dans  le  rapport  de  la 
masse  de  la  couche  à  la  masse  de  la  partie  du  corps  qui 
lui  est  intérieure. 

En  eflet,  dans  le  théorème  précédent,  prenons  pour  la 
couche  intérieure  à  l'autre,  celle  qui  est  construite  sur  la 
surface  de  niveau  enveloppée  par  toutes  les  autres,  cette 
surface  pouvant  se  réduire  à  une  ligne  ou  à  un  point. 
L'attraction  de  cette  couche  sera  nulle  ;  car  la  surface  de 
niveau  intérieure  k  toutes  les  autres  répond  k  un  maxi- 

mum  du  potentiel,  et,  par  suite,  la  dérivé.e  —  est  nulle 
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sur  celte  surface.  D'ailleurs  la  partie  du  corps  comprise 
entre  les  deux  couches  sera  toute  la  partie  du  corps  inté- 
rieure à  la  première.  Donc  Faction  de  la  première  couche 
et  l'action  de  la  partie  du  corps  intérieure  à  cette  couche, 
sur  un  même  point  extérieur,  ont  la  même  direction,  et 
leurs  intensités  sont  dans  le  rapport  des  masses. 

Dans  le  même  théorème,  prenons  pour  la  couche  exté- 
rieure à  Tautre  une  couche  entièrement  extérieure  au 
corps  5  cette  couche  n'exercera  aucune  action  sur  uu 
point  intérieur  (n**  i).  Donc  l'action  de  l'autre  couche 
et  celle  de  la  partie  du  corps  extérieure  à  celle  couche, 
sur  un  même  point  intérieur,  ont  des  directions  oppo- 
sées, et  leurs  intensités  sont  dans  le  rapport  de  la  masse 
de  la  couche  à  celle  de  la  portion  du  corps  qui  lui  est 
intérieure. 

Si  Ton  admet  que  la  masse  d'une  couche  soit  égale  à 
celle  de  la  portion  du  corps  qui  lui  est  intérieure,  ce  qui 
revient  à  supposer  dans  les  formules  4^£  =  '  j  ou  a  cet 
énoncé  plus  simple  : 

Une  couche  quelconque  exerce  sur  les  points  extérieurs 
la  même  action  que  la  partie  du  corps  qui  lui  est  inté- 
rieure,  et  sur  les  points  intérieurs  une  action  égale  et 
contraire  à  celle  de  la  partie  du  corps  qui  lui  est  exté- 
rieure. 

Ce  dernier  théorème  ne  se  trouve  pas  dans  le  travail 
de  M.  Chasles-,  la  démonstration  qui  précède  est  de 
M.  J.  Bertrand.  Au  reste,  ce  théorème  est  une  consé- 
quence immédiate  de  la  théorie  de  George  Green,  qui 
fera  le  sujet  du  numéro  suivant. 

7.  La  théorie  de  Green  est  tout  entière  fondée  sur  un 
lemme  du  calcul  intégral. 

Lemme.  —  On  suppose  un  coips  terminé  par  une  sur^ 

II.    a«  ÉDIT.  23 
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face  fermée^  qui  peut  d'*  ailleurs  se  composer  de  plusieurs 
parties  isolées  les  unes  des  autres^  on  nommé  ds  Vêle- 
ment de  la  surface  externe^  dn  Vêlement  de  la  normale 
intérieure  à  la  surface^  x,  y,  z  les  coordonnées  rec- 
tangulaires d\in  point  quelconque  du  corps,  U  et  Y 
deux  fonctions  de  x^  y,  z  qui  ne  deviennent  point 
infinies  dans  V intérieur  du  corps ^  mais  qui  sont  d^ ail- 
leurs quelconques, 

La  proposition  dont  il  s* agit  consiste  en  ce  que  Von  a 
toujours  la  relation 


(0 


(  =  j  j  J  "^  (-^  ^  ^  ^  ^r  "-^"^  ■"  j  ""^ '*' 

dans  laquelle  les  intégrales  triples  s'étendent  à  tout  le 
corps  considéré^  et  les  antres  intégrales  à  toute  la  surface 
du  corps. 

Soient  1,  fx,  v  les  angles  que  la  normale  intérieure  fait 
avec  les  axes  des  r,  des  j  et  des  z. 
On  a 

dX]  ^        d\5       ^  ^        dl^  ^        d\5 

— —  ds  =  -r-  ces  A  ds  H CCS  ads-^ ;-  cosv  ds^ 

dn  dx  dy  dz 

OU  bien 

ds=:±  — —  dy  dz  ±  ——  dzdx  rh  — r-  dxdy, 

dn  dx  dy  dz 

Le  premier  terme  du  second  membre  a  le  signe  4-  ou  le 
signe — ,  suivant  qu'on  entre  dans  le  corps  ou  qu'on  en 
sort,  quand  on  traverse  Télément  ds  en  s'avançant  dans 
là  direction  de  Taxe  des  x.  Le  signe  du  second  terme  se 
règle  de  même  par  Taxe  des  y^  et  celui  du  troisième  terme 
par  Taxe  des  z. 
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Marquons  respeclîvement  des  indices  o  et  i  les  valeurs 
correspondantes  aux  deux  élcmenls  de  surface  ds^  par 
lesquels  on  entre  dans  le  corps  et  l'on  en  sort,  en  traver- 
sant une  partie  isolée  dans  la  direction  d'un  des  axes 

coordonnés  \  et  indiquons  par  le  signe  5!  ^^^  somme  re- 
lative aux  différentes  parties  isolées  que  Ton  traverse  en 
s'avançant  toujours  dans  la  même  direction.  Le  premier 
membre  de  l'équation  (i)  pourra  se  représenter  par  la 
somme  de  trois  termes  de  même  forme,  dont  le  premier, 
relatif  à  la  direction  de  l'axe  des  a:,  sera 

//l/vs--2[v.(r^)-v,(s),]i*- 

Ce  terme  peut  s'écrire 


-///s 


-—^.rdydz; 


on  s'en  assure  en  effectuant  par  parties  l'intégration  re- 
lative à  X,  Il  en  résulte  que  le  premier  membre  de  l'é- 
quation (i)  est  égal  à 

Ecrivant  cette  égalité,  et  changeant  dans  les  deux 
membres  U  en  V  et  V  en  U,  on  obtient  une  nouvelle  éga- 
lité, qui  exprime  que  le  second  membre  de  l'équation  (i) 
est  égal  à  la  même  intégrale  (2).  Par  conséquent,  l'équa- 
tion (1)  est  exacte. 

Cette  équation  doit  être  modifiée,  si  l'une  des  fonc- 
tions U  et  V  devient  infinie  dans  l'intérieur  du  corps; 
les  modifications  à  introduire  dépendent  de  la  forme  de 
la  fonction  dans  le  voisinage  du  point  où  elle  devient 

23. 
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infinie.  Examinons,  en  particulier,  comment  se  modîGe 
cette  é(juation  quand  la  fonction  U  est  infinie  pour  un 
point  inléricur  O,  dans  le  voisinage  duquel  elle  se  réduit 

à  -5  r  désignant  la  distance  à  ce  point. 

Si  l'on  imagine  une  sphcre  décrite  du  point  O  comme 
centre,  avec  un  rayon  infiniment  petit,  que  nous  désigne- 
rons par  p,  l'équation  (ï)  s'appliquera  au  corps  entier 
diminué  de  la  petite  sphère,  et  l'équation  cherchée  sera 
la  limite  vers  laquelle  converge  l'équation  ainsi  formée 
quand  le  rayon  de  la  sphère  diminue  indéfiniment. 

Considérons  successivement  les  quatre  intégrales. 

Puisque  dans  l'intérieur  de  la  petite  sphère  on  a 


r 


.,  .     ,  1  ^'U        rf^U        rf'U         .,        . 

il  en  résulte  que  la  somme  — -—-  H — — -  H — -— -  est  identi- 
^  dx^         dy^         dz? 

quemcnt  nulle  dans  toute  l'étendue  de  la  sphère;  donc 

l'intégrale 

conserve  la  même  valeur,  soit  qu'on  l'étende  au  corps 
entier,  soit  qu'on  l'étende  au  corps  diminué  delà  sphère. 
U  en  est  de  même  pour  l'intégrale 

Car  cette  intégrale,  étendue  à  la  petite  sphère,  est  égale 
au  produit  du  volume  de  la  sphère,  ~  Tip',  par  une  valeur 
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moyenne  du  produit 


I  (d'y       d^W       d^N\ 

7\dF~^~dj^'^~dF)' 


laquelle  est  de  même  ordre  de  grandeur  que  -5  puisque 

fl^y        d^y       d^Y 
la  somme  -— -  H — -— -  H — -— -  est  supposée  finie  dans  Tin- 
a-r'  €/j^  az^  *■  * 

térieur  de  la  sphère.  Ainsi,  l'intégrale  en  question  est  un 

infiniment  petit  de  second  ordre  qui  disparaît  à  la  limite. 

On  voit  encore  de  la  même  manière  que  l'intégrale 


d\         ,  , 

\J  —  (Is^  étendue  à  la  surface  de  la  petite  sphère,  dis- 


paraît  à  la  limite;  car  elle  est  égale  au  produit  d'une  va- 

dW 
leur  moyenne  de  la  quantité  finie  —  par  l'intégrale  infi- 
niment petite  1   Uds  =  -  47rp*=  4'^p. 

//7TT 
V  —  r/5,  étendue  à  la  surface  de 

la  sphère  en  tant  que  celte  surface  limite  le  corps 
extérieur,  sa  limite  est  le  produit  de  la  valeur  V^  de 
la  fonction  V  au  point  O  par  la  limite  de  l'intégrale 


/ 


-7—  as.  Or  on  a 
dn 


dn         dr  r"^ 


par  conséquent, 


i 


lim.   rv^rfj=  — 4irV.. 
D'après  cela,  réqualion  (i),  appliquée  au_  corps  en- 


358  MÉCANIQUE    KATIONNELLB. 

lier,  se  change  en  celle-ci  : 


(3) 


r  r  c^jd'y    d'Y    d'xx  ,'    , 


■/" 


dV 
dn 


Atli action,  —  Maintenant  il  nous  est  facile  de  ré- 
soudre le  problème  suivant  : 

On  donne  une  surface  fermée  et  deux  fonctions  V, 
V^  des  coordojinées  d'un  point  quelconque  de  V espace. 
Ces  fonctions  satisfont  aux  trois  conditions  suivantes  : 
i^  elles  vérifient  les  équations 


d^y     d^y     d^y 

d'y 

d' y       d'  Y 

—. 1 1 —  o. 

[_                -f-              — o 

djc^          dy^         dz^           ' 

da:' 

dy'           dz' 

2^  elles  ne  deuieîinent  jamais  infinies  ;  3°  elles  pren-- 
nent  une  même  valeur  C  sur  la  surface  donnée ^  cette 
valeur  commune  pouvant  d'ailleurs  varier  d\in  point  à 
un  autre  ou  rester  constante.  On  demande  de  déter- 
,  miner  la  densité  que  doit  avoir  en  chaque  point  une 
couche  infiniment  mince  et  d'épaisseur  constante  l,  pla- 
cée sur  la  surface  donnée,  pour  que  le  potentiel  de  cette 
couche  soit  égal  à  V  par  rapport  aux  points  extérieurs, 
et  soit  égal  à  V  par  rapport  aux  points  intérieurs. 

Soit  dn  rélément  de  la  normale  intérieure  à  la  surface 
donnée  qui  a  pour  équation 

V  =  V  =  C, 
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et  U  le  quotient  de  riinîté  par  la  distance  r  à  un  point 
quelconque  O. 

Supposons  d'abord  que  le  point  O  soit  intérieur  à  la 
surface. 

Appliquons  la  formule  (3)  au  volume  intérieur,  en 
considérant  les  fonctions  U  et  V.  U  vient 

Appliquons  la  formule  (1)  à  l'espace  compris  entre  la 
surface  donnée  et  une  sphère  décrite  du  point  O  comme 
centre,  avec  un  rayon  infiniment  grand,  en  considérant 
les  fonctions  U  et  V.  Les  intégrales  relatives  à  la  surface 
de  cette  sphère  disparaissent  à  la  limite^  car,  sur  cette 
surface,  la  fonction  U  et  le  potentiel  V  sont  des  infini- 

ment  petits  de  premier  ordre,  les  dérivées  --— ?  —  sont 

des  infiniment  pelils  de  second  ordre,  l'intégrale  i  ds  est 

un  infiniment  grand  de  second  ordre,  et,  par  conséquent, 
les  intégrales  dont  il  s'agit  sont  des  infiniment  petits  de 
premier  ordre.  Il  reste  donc,  en  nommant  toujours  dn 
Télément  de  la  normale  intérieure  à  la  surface  donnée. 

Ajoutant  ces  deux  dernières  équations,  il  vient 


7'=   i  l 


ds    dy 

dn         dn     , 

2 "^'^ 

47r 

d\ 

dV 

dn 

d'où  Ton  voit  que  la  couche  de  densité -, aura 

son  potentiel  égal  à  V  sur  tout  point  intérieur  O. 
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Maïs,  en  outre,  la  même  couche  aura  sur  les  points 
extérieurs  un  potentiel  égal  k  V.  Car,  si  l'on  suppose  le 
point  O  à  Textérieur,  on  obtiendra  de  la  même  manière 
les  équations 

d'où  l'on  tire 

dY      dY 
I    dn        dn 


i 


.  ds. 

r  4^ 

Le  problème  est  donc  résolu. 

Corollaire.  —  Considérons  un  corps  et  Vune  quel- 
conque de  ses  surfaces  de  nweau.  Soient  V  le  potentiel 
de  la  partie  dn  corps  qui  est  intérieure  à  la  surface,  et  V 
le  potentiel  de  la  partie  du  corps  qui  est  extérieure  à  la 
surface.  V équation  de  la  surface  de  niveau  sera 

V  +  V  =  const.  —  A,     ou  bien     V  =z  A  —  V. 

Si  Von  construit  sur  cette  surface  une  couche  dont  la 
densité  soit 

dY       dT_ 

4W~"' 

celte  couche  aura  relativement  aux  points  extérieurs 
un  potentiel  égal  à  V,  et  relativement  aux  points  inté^ 
rieurs  un  potentiel  égal  à  A  — V,  Par  suitCy  elle  exer^ 
cera  sur  les  points  extérieurs  la  même  action  que  la 
partie  du  corps  qui  lui  est  intérieure^  et  sur  les  points 
intérieurs  une  action  égale  et  contraire  à  celle  de  la 
partie  du  corps  qui  lui  est  extérieure. 
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8.  Ajoutons  encore  quelques  propositions  moins  im- 
portantes, mais  qui  donneront  une  idée  plus  complète 
des  relations  de  forme  et  de  position  qui  existent  entre 
un  corps  et  ses  couches  de  niveau. 

.  Une  couche  de  nweaii  a  même  centre  de  graMé  que 
la  partie  du  corps  qui  lui  est  intérieure. 

Les  axes  principaux  d^'nerlie  de  la  couche  de  nii^eau 
et  de  la  partie  du  corps  qui  lui  est  intérieure,  relatifs  à 
un  même  point,  ont  les  mêmes  directions. 

Si  l'on  compare  la  différence  de  deux  moments  d^i- 
nertie  principaux  de  la  couche  et  la  différence  des 
deux  moments  d'inertie  principaux  relatijs  aux  mêmes 
axes  pour  la  partie  du  corps  qui  est  intérieure  à  cette 
couche  y  on  trouve  que  ces  différences  sont  entre  elles 
comme  la  masse  de  la  couche  est  à  la  masse  de  la  partie 
du  corps  qui  lui  est  intérieure  ;  en  sorte  que  les  trois  dif- 
férences des  moments  d^ inertie  principaux  autour  des 
mêmes  axes  sont  constantes  pour  toutes  les  couches  en- 
tièrement extérieures  au  corps. 

Considérons  la  partie  du  corps  qui  est  intérieure  à  une 
surface  de  niveau  choisie  à  volonté. 

Soient  ; 

m  sa  masse  -, 

V  son  potentiel  par  rapport  à  un  point  très-éloîgné  ; 

r  la  dislance  de  ce  point  à  la  molécule  r/m; 

Xyj^  z  les  coordonnées  de  la  molécule  dm  par  rapport 
à  des  axes  rectangulaires,  placés  comme  on  voudra  à  une 
distance  finie  du  corps  5 

u  la  distance  de  la  même  molécule  à  l'origine; 

A  la  distance  très-grande  de  l'origine  au  point  attiré 5 

a,  i,  c  les  cosinus  des  angles  que  le  rayon  A  fait  avec 
•les  axes. 
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On  a 

r'  r=  A'  —  2  A  [ax  -4-  ^^  +  cz)  -h  «% 

I  I  I       /  7  X 


1^1  __^      3 


3  3 

^  2 


-h  3^cjz  -h  Zcazx  +  3û^xj  )  + . . .  ; 
et,  par  suite, 

V=-/wH :{a  j  xdm  -h  b  j  y  dm  -+-  c  I  zdm  \ 

-j- 3bc  I  jrzdm -h  3ca   \  zxdm 

-^Sab  j  xydm  1  + . . . . 

Nommant  Vi,  mj,  o",,  j^,,  ^i,  Mj  les  quantités  analogues 
à  V,  /72,  a:,  j-,  ir,  m  et  relatives  à  la  couche  construite 
sur  la  surface  de  niveau  considérée,  on  aura  une  expres- 
sion de  Vj  pareille  à  celle  de  V.  Or  (n**  6)  Vi  est  égal  à 

—  V,  quelle  que  soit  la  position  du  point  attiré,  pourvu 

qu'il   soit  extérieur  à  la  couche  5  par  conséquent  on  a 
cette  seconde  expression  du  potentiel  V  : 

S  z=.  -m  -\ [a  I  Xidnii-h  b  1  y^dm^  4-  c  1  ZidmA 

à  ^'m,\  J  J  J  J 

'  -^3bc  j  jTiZidnii -i-^ca  j  ZiXidnii 

■i-  3ab  I  Xifidnii  1  -♦-.... 
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Ces  deux  expressions  doivent  être  égales,  quelque  petit 
que  soîl  le  facteur  -  ;  donc  les  coefficients  des  mêmes  puis- 
sances de  -sont  égaux,  et  cela  pour  tout  système  de  va- 
leurs attribuées  aux  cosinus  a,  i,  c. 

Si  Ton  fait  deux  des  cosinus  égaux  à  zéro  et  l'autre  égal 

à  l'unité,  et  que  Ton  égale  les  termes  en  —  dans  les  deux 
expressions,  il  vient 

—    /  xdm  =  —    /  Xidmiy     —    1  rdm=:  —    /  Yxdmy. 
m  J  w,  J  m  J  m,  J 

—    I  zdm  =  —    /  Zidf/ii  : 

c'est-à-dire  que  la  couche  et  le  corps  ont  même  centre  de 
gravité. 

Si  l'on  fait  «  =  o,  i  =  i,  c  =  V  i  —  è' ,  et  que  l'on  égale 

les  termes  en  —  ^  il  vient 

—    I  (u^^3z')dm-h3b'  j  (jri^z^)dm-^6b^i  —  b'  i yzdm 

-4-6^V^i-—  b'    \  yyZ^dmA* 

Cette  égalité  devant  avoir  lieu  pour  toute  valeur  de  b  in- 
férieure à  l'unité,  il  faut  que  Ton  ait  séparément 

—    Ijrzdm——    I  J'iZidmi, 

^j[y'-^')dm  =  ^J(j]^z\)dm,. 

La  première  égalité  et  les  deux  égalités  semblables  mon- 
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trent  que,  si  les  axes  coordonnés  sont  les  axes  principaux 
d'inerlie  de  la  couche  relatifs  à  Torigine,  ces  mêmes 
axes  sont  aussi  les  axes  principaux  d'inertie  de  la  partie 
du  corps  qui  est  intérieure  à  la  couche. 

Admettons  qu'il  en  soit  ainsi.  Alors  la  seconde  égalité 
exprime  que  les  difïerences  des  deux  moments  d'inertie 
principaux  autour  des  axes  des  z  et  desj^,  pour  la  couche 
et  pour  la  partie  du  corps  qui  lui  est  intérieure,  sont 
dans  le  rapport  des  masses  correspondantes. 

9.  Jusqu'ici  nous  avons  toujours  parlé  d'attraction. 
Mais  les  théorèmes  subsistent  évidemment,  quand  l'attrac- 
tion est  remplacée  par  une  répulsion  proportionnelle  à  la 
masse  et  en  raison  inverse  du  carré  de  la  distance.  Ils 
subsistent  encore,  si  le  corps  agissant  est  composé  de  mo- 
lécules, les  unes  douées  d'un  pouvoir  attractif,  les  autres 
douées  d'un  pouvoir  répulsif;  pourvu  que  l'on  regarde 
comme  négatives  les  masses  des  molécules  douées  de  ré- 
pulsion. Seulement,  il  faudra  joindre  aux  théorèmes  cette 
condition,  que  les  surfaces  de  niveau  considérées  soient 
fermées,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  que  ces  surfaces 
n'aient  pas  de  nappes  s'étendant  à  l'infini.  Car  le  poten- 
tiel V  ayant  alors  des  éléments  positifs  et  négatifs,  cette 
condition  ne  se  trouvera  pas  nécessairement  satisfaite  par 
toute  surface  de  niveau. 

Cette  généralisation  est  nécessaire  pour  faire  servir  les 
propriétés  des  couches  de  niveau  aux  problèmes  que  nous 
présente  la  théorie  de  l'électricité. 

Considérons  un  corps  bon  conducteur,  qui  a  reçu  une 
certaine  quantité  d'électricité  positive  ou  négative,  et  qui 
est  plongé  dans  une  substance  non  conductrice,  l'air  sec 
par  exemple.  Cette  électricité  peut  séparer  une  partie  des 
fluides  qui  sont  à  l'état  de  combinaison  dans  le  corps  ; 
mais  cela  ne  change  pas  la  quantité  totale  d'électricité 
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libre,  eslîmée  en  considérant  l'un  des  fluides  comme  posi- 
tif et  l'autre  comme  négatif.  Finalement,  Véluctricilé  libre 
doit  se  distribuer  de  manière  quelle  n'exerce  aucune  ac- 
tion sur  les  points  intérieurs  au  corps ^  sinon  elle  dé- 
composerait encore  du  fluide  combiné.  Il  s'ensuit  que  le 
potentiel  V,  relatif  à  l'action  du  fluide  libre  sur  un  point 
(x,  j^,  z)  intérieur  au  corps,  reste  constant  quand  on 
fait  varier  les  coordonnées  de  ce  point.  Par  suite,  les 

d^W    d^\    d^y 
dérivées  -— '  3^'  ~TT  ^^^^  séparément  nulles  pour  les 

points  intérieurs.  Or  on  sait  que,  si  l'on  représente  par 
p  la  densité  du  fluide  au  point  (x^j.  ^),  on  a  Téquation 

d^y       d^V       d'Y  . 

d^'^li^-^^  =  -^''^'^ 

donc  p  est  nul,  c'est-à-dire  que  lejluide  libre  se  porte 
tout  entier  à  la  surface  du  corps. 

On  peut  considérer  ce  fluide  comme  formant  intérieu- 
rement à  la  surface  du  corps  une  couche  infiniment  mince, 
d'épaisseur  constante  et  de  densité  variable.  L'action  du 
fluide  est  nulle  sur  la  surface  interne  de  cette  couche; 
car  cette  surface  peut  être  considérée  comme  intérieure 
au  corps,  en  vertu  de  la  loi  de  continuité.  Mais  l'action 
n'est  point  nulle  sur  la  surface  externe*,  elle  y  est  détruite 
par  l'action  de  l'air  qui  s'oppose  à  la  sortie  du  fluide. 
L'air  ne  met  aucun  obstacle  au  déplacement  du  fluide  sur 
la  surface  conductrice  du  corps  -,  c'est-à-dire  que  son  ac- 
tion est  normale  à  cette  surface.  Il  en  est  de  même  de 
l'action  du  fluide  qui  lui  fait  équilibre.  Par  conséquent, 
la  surface  du  corps  est  une  surface  de  nis^eau  relative- 
ment à  V action  du  fluide. 

Considérons  une  petite  surface  fermée,  qui  se  compose 
d'un  canal  infiniment  étroit,  normal  à  la  surface  du  corps, 
et  des  éléments  superficiels  découpés  par  ce  canal  sur 
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les  deux  surfaces  de  la  couche.  Sî  nous  appliquons  le 
théorème  du  n°  1  à  cette  petite  surface  fermée,  en  .ob- 
servant que  l'action  normale  est  nulle  sur  la  surface  in- 
terne de  la  couche  et  sur  les  parois  du  canal,  nous  trou- 
vons que  l'action  exercée  par  le  fluide  sur  Télément  de 
la  surface  du  corps  est  égale  au  produit  de  4^  par  la 
masse  du  fluide  compris  dans  l'élément  de  volume  con- 
sidéré. Ainsi,  en  tout  point  de  la  surface  du  corps,  la 
densité  de  la  couche  est  proportionnelle  à  V action  du 
fluide  sur  ce  point. 

Nous  pouvons  en  conclure  que  le  Jluide  électrique 
forme  à  la  surface  du  corpssune  couche  de  niveau  rela- 
tii^ement  à  sa  propre  action. 

Rien  n'empêche  de  supposer  que  le  corps  conducteur 
soit  formé  de  l'ensemble  de  plusieurs  masses  conductrices, 
mises  en  présence  dans  un  milieu  non^  conducteur,  cha- 
cune de  ces  masses  ayant  reçu  une  quantité  donnée  d'é- 
lectricité et  agissant  par  influence  sur  les  autres.  Dans  ce 
cas,  la  couche  formée  par  le  fluide  sur  chacune  des  masses 
sera  une  couche  de  niveau  relativement  à  l'action  du 
fluide  répandu  sur  toutes  les  masses  ;  le  potentiel  relatif 
à  l'action  de  tout  le  fluide  restera  constant  sur  tous  les 
points  de  la  surface  de  chaque  masse,  mais  sa  valeur 
pourra  changer  d'une  masse  à  une  autre. 

10.  Ilny  a  quun  seul  état  d^ équilibre  possible  pour 
le  fluide  électrique  réparti  sur  un  système  de  corps  con* 
ducteurs  A,  B, .  . . ,  C,  mis  en  présence  les  uns  des  autres 
dans  un  milieu  isolant,  chacun  de  ces  corps  ayant  reçu 
une  quantité  donnée  d'électricité  positive  ou  négative. 

En  effet,  supposons  qu'il  y  ait  deux  états  d'équilibre; 
et  soient  a,  &,...,  c,  et  a',  i', . . . ,  c'  les  fonctions  des 
coordonnées  qui,  dans  ces  deux  états,  représentent  en 
chaque  point  le  produit  de  l'épaisseur  de  la  couche  par  la 
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deDsité  du  fluide,  la  fonction  a  se  rapportant  à  la  sur- 
face A,  la  fonction  &  à  la  surface  B,  etc.  Les  fonctions 
a —  a'  =0L^  b  —  b^ z=z^^,^.^  c  —  c'  =  y  répondront  né- 
cessaîremeul  à  un  troisième  état  d'équilibre^  caries  nou- 
velles couches,  qui  sont,  pour  ainsi  dire,  la  différence  de 
deux  couches  de  niveau,  seront  évidemment  elles-mêmes 
des  couches  de  niveau;  Mais,  dans  ce  nouvel  état,  la  quan- 
tité totale  de  fluide  libre  sera  nulle  pour  chacun  des  corps. 
Or  nous  allons  montrer  qu'un  tel  état  d'équilibre  est  im- 
possible. 

Soient  Xy  y^  z  les  coordonnées  d'un  point  extérieur 
aux  corps  du  système,  et  V  le  potentiel  relatif  à  l'action 
de  tout  le  fluide  sur  ce  point.  On  a 

d^\       W       d^\  __ 

Multipliant  par  ^ dxdjdz^  et  intégrant  en  étendant 
l'intégration  à  tous  les  points  de  l'espace  extérieurs  aux 
corps,  il  vient 


m 


ydxdY~dz. 

-^    dz" 


ou  bien,  à  l'aide  d'une  intégration  par  parties. 

Dans  cette  équation,  les  trois  intégrales  doubles  s'éten- 
dent, d'une  part,  aux  points  situés  à  l'infini,  d'autre  part 
aux  points  situés  à  la  surface  des  corps  A,  6, . . . ,  C.  Mais 
les  parties  de  ces  intégrales  qui  embrassent  les  points. 
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situés  à  rinfini  sont  nulles,  car  pour  ces  points  le  poten- 
tiel V  est  nul.  Montrons  que  les  mêmes  intégrales  font 
encore  une  somme  nulle  quand  on  les  étend  à  la  surface 
de  l'un  quelconque  des  corps. 

Considérons  le  corps  A.  Soit  ds  Félément  de  sa  sur- 
face, dont  les  projections  sur  les  plans  coordonnés  sont 
dydz,  dzdx^  dxdy-,  et  soient  i,  |ui,  v  les  angles  que  la 
normale  à  cet  élément  fait  avec  les  axes. 

Observant  que  le  potentiel  V  est  constant  sur  tous  les 
éléments  de  cette  surface,  nous  pourrons  écrire  la  somme 
dont  il  s'agit  sous  la  forme  suivante, 

«    r/^'V       ^       dV  dY        \  , 

V     I     (  -;—  COSA  H 7-COSuH COSV  )  £/y. 

J    \dx  dy        "^        az  ) 

La  quantité  comprise  sous  le  signe   l   exprime  l'action 

normale  du  fluide  sur  l'élément  ds\  par  conséquent  elle 
est  égale  à  /{izcuds^  et  l'intégrale  se  réduit  à 


47rV  ÇoLds. 


Sous  cette  forme  on  voit  de  suite  que  cette  intégrale  est 
nulle,  puisque  l  ends  exprime  la  quantité  totale  d'élec- 
tricité répandue  sur  le  corps  A. 

Nous  avons  donc  finalement,  pour  l'ensemble  de  tous 
les  points  extérieurs  au  corps, 

Cette  intégrale,  dont  tous  les  éléments  sont  de  même 
signe,  ne  peut  s'annuler  qu'autant  que  ses  éléments  sont 
tous  nuls;  et  ces  éléments  eux-mêmes  ne  peuvent  être 
nuls,  qu'autant  que  le  potentiel  V,  relatif  à  l'action  du 
fluide  sur  un  point  extérieur,  ne  varie  pas  avec  les  coor- 
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données  de  ce  point.  Maïs,  dans  ce  cas,  Faction  du  fluide 
sur  le  point  est  nulle.  Ainsi  nous  sommes  conduits  à  cette 
conséquence,  que  le  fluide  n'exerce  aucune  action  sur  un 
point  extérieur  aux  corps  A,  B, . . . ,  C,  quelque  rappro- 
ché que  soit  ce  point  de  la  surface  de  ces  corps.  D'après 
la  loi  de  continuité,  il  doit  en  être  de  même  pour  un  point 
situé  sur  la  surface.  Nous  savons  d'ailleurs  que  Taclion 
du  fluide  sur  la  surface  des  corps  conducteurs  est 

donc 

a  =  o,     p=ro,...,     7  =  0;       az=^a\     bz=zb'^,,.^    cz=:c''y 

c'est-à-dire  que  les  deux  états  d'équilibre  supposés  sont 
identiques. 

Ce  théorème  et  la  démonstration  que  nous  en  donnons 
ici  sont  de  M.  Liouville  [Additions  à  la  Connaissance 
des  Temps  pour  i845). 

De  tout  ce  qui  précède,  il  résulte  que  le  problème  de 
la  distribution  de  Télectricité  à  la  surface  d'un  système 
de  corps  conducteurs  est  entièrement  résolu,  quand  on 
en  connaît  une  solution  particulière.  Par  exemple,  sa- 
chant qu'une  couche  homogène,  infiniment  mince,  com- 
prise entre  deux  ellipsoïdes  concentriques,  semblables  et 
semblablement  placés,  n'exerce  aucune  action  sur  les 
points  intérieurs,  et  exerce  une  action  normale  sur  les 
points  de  sa  surface  externe,  on  en  conclut  de  suite  que, 
si  l'on  donne  de  l'éleclricité  à  un  ellipsoïde  conducteur, 
isolé  et  libre  de  toute  inifuence,  la  couche  formée  par  le 
fluide  à  la  surface  du  corps  aura  sa  densité  proporiion- 
nelle  en  chaque  point  à  la  dislance  de  l'ellipsoïde  sem- 
blable infiniment  rapproché.  Si  l'ellipsoïde  est  très- 
allongé,  la  densité  du  fluide  à  l'extrémité  du  grand  axe 
sera  beaucoup  plus  grande  que  partout  ailleurs  \  et  comme 
la  répulsion  du  Uuide  sur  lui-même  est  proportionnelle 

'   II.     .»«    KDIT.  24 
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en  chaque  point  à  la  densité  de  la  couche,  il  pourra  se 
faire  que  cette  répulsion  à  l'extrémité  du  grand  axe  sur- 
passe la  résistance  que  l'air  ambiant  oppose  au  passage 
du  fluide.  Alors  Télectricité  s'écoulera  par  le  sommet,  ce 
qui  est  d'accord  avec  le  phénomène  connu  des  physiciens 
sous  le  nom  de  pouvoir  des  pointes. 

11 .  Soient  V  le  potentiel  d'un  système  de  masses  Mj, 
Mj, ...  5  concentrées  dans  les  points  Pj,  Pj, . . .  5 

u  le  potentiel  d'un  système  de  masses  mi,  m,,. .  *, 
concentrées  dans  les  points  p^^  p^^, .  .^ 

Vi ,  V j , . . .  /e5  valeurs  de  V  en  ces  derniers  points  ,• 

1^1,  j^j, . .  .  /e5  valeurs  de  i^  dans  les  points  Pi,  P2, .  •  .  . 

Démontrer  quon  a  l'équation 

Gauss,  Mémoire  cité,  §  19. 

12.  Soient  V  le  potentiel  d^un  corps  sur  Vêlement  ds 
d'aune  surface  sphérique,  qui  ne  renferme  aucune  partie 
du  corps  dans  son  intérieur^  Vq  '^t  valeur  du  potentiel 
au  centre  de  la  sphère,  et  r  le  rajon  de  la  sphère. 

Démontrer  quon  a  V équation   V©  =  ^ — ^5  ou,  en 

d'autres  termes ^  que  le  potentiel  sur  le  centre  est  la 

moyenne  entre  les  valeurs  du  potentiel  sur  tous  les  efe'- 

ments  de  la  surface. 

Gauss,  Mémoire  cité,  §  20. 


wa^  —  — 
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Le  caractère  de  la  fluidité  parfaite  estrabsence  de  co- 
hésion et  de  frottement  entre  les  molécules  du  corps, 
bien  qu'il  y  ait  continuité  dans  la  masse.  La  nature  ne 
nous  offre  aucun  corps  parfaitement  fluide ,  en  sorte  qu'il 
y  a  toujours  erreur  à  négliger  le  frottement  des  molécules 
les  unes  contre  les  autres.  Cette  erreur  peut  être  considé- 
rable quand  il  s'agit  de  déterminer  le  mouvement  d'un 
fluide;  mais  elle  est  insensible  dans  les  questions  rela- 
tives à  l'équilibre  des  fluides  en  repos.  Aussi  on  n'en 
lient  pas  compte  dans  Thydrostalique. 

Les  fluides,  considérés  au  point  de  vue  de  leur  élasti- 
cité, se  partagent  naturellement  en  deux  classes.  Les  uns 
éprouvent  par  l'effet  de  la  pression  une  diminution  de 
volume  comparable  à  celle  que  subissent  les  corps  de  la 
nature  désignés  sous  le  nom  de  solides;  ils  sont  dits  fluides 
incompressibles^  parce  qu'on  néglige  leur  compressibi- 
lité  dans  toutes  les  questions  qui  n'exigent  pas  une  grande 
rigueur.  Les  autres  éprouvent  par  l'effet  de  la  pression 
une  diminution  de  volume  beaucoup  plus  considérable  5 
ils  sont  nommés  Jluides  élastiques»  Les  liquides  appar- 
tiennent à  la  première  classe,  les  gaz  et  les  vapeurs  ap- 
partiennent à  la  seconde. 

Les  premiers  principes  de  l'équilibre  des  liquides  et 
des  corps  flottants  sont  exposés  dans  les  deux  livres  d'Ar- 
chimède  :  Des  corps  portés  sur  un  fluide»  Le  texte  grec 
de  cet  ouvrage  ne  nous  est  point  parvenu  5  mais  nous  en 
avons  plusieurs  versions,  dont  la    plus  ancienne  a  été 

H- 


374  MÉCANIQUE    RATIONNELLE. 

Pour  que  ces  trois  dernières  équations  soient  compa- 
tibles, il  faut  que  l'on  ait  identiquement 

I         l  pcos[^lL)ds\    l  xpcos[^Z)ds—  \  zpQOS[liY)ds\\ 
(D)      |-f-  Ç p  cos  {m  )  ds\  Ç  zpcos{^'^)ds—  l  xpcos[^Z)ds\\=i 
[-4-  Ç p cos[^Z)  ds\  Çxpcm{^Y)ds—  Çypcos{^^)dA^ 

Telle  est  donc  la  condition  pour  que  les  pressions  ad- 
mettent une  résultante  unique.  Si  elle  est  satisfaite,  deux 
quelconques  des  équations  (C)  représenteront  la  droite 
suivant  laquelle  est  dirigée  cette  résultante,  x,  j^  z 
étant  les  coordonnées  courantes. 

SECTION  I. 

FLUIDES    INCOMPRESSIBLES. 

Soient  p  la  densité  du  liquide  supposé  homogène,  z  la 
distance  de  l'élément  de  surface  ds  au-dessous  du  niveau 
supérieur  du  liquide,  et  p^  la  pression  qui  s'exerce  au  ni- 
veau supérieur  sur  l'unité  de  surface. 

La  pression  sur  l'élément  ds^  rapportée  à  l'unité  de  sur- 
face, sera 

p  —  g^z-\-p,. 

On  peut  toujours  supposer  nulle  la  pression  po»  en 
imaginant  qu'on  ait  élevé  le  niveau  du  liquide  d'une  hau- 
teur convenable.  La  formule  devient  alors 

Elle  donne  lieu  à  plusieurs  théorèmes  d'une  grande  sim- 
plicité. 
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1^  La  pression  totale  exercée  sur  une  surface  quel- 
conque est  égale  à  la  pression  qui  serait  exercée  sur 
une  aire  égale ^  prise  dans  le  plan  horizontal  qui  passe 
au  centre  de  gra\fité  de  la  surface.  La  pression  exercée 
sur  l'unité  de  surface  de  ce  plan  fictif  est  la  pression 
moyenne  sur  la  surface  donnée. 

a**  Considérons  une  surface  plane  plongée  dans  un 
liquide^  et  soient  x^j  les  coordonnées  de  l'élément  ds 
par  rapport  à  deux  axes  quelconques  tracés  sur  cette  sur- 
face. Les  coordonnées  du  centre  de  pression  seront  (A) 


I   xzds  I  yzds 

I  zds  I  zds 


Si  l'axe  des  y  coïncide  avec  la  trace  du  plan  considéré 
sur  la  surface  libre  du  liquide,  z  sera  proportionnel  à  j:, 
et  l'on  aura 


f^^'"'    -    /• 


yxds 


I  xds  j  xds 


Quand  on  suppose  les  axes  rectangulaires,  ces  formules 
montrent  que  le  centre  de  pression  coïncide  av^ec  le 
centre  de  percussion  de  la  surface,  considérée  comme 
une  lame  homogène  libre  de  tourner  autour  de  son  in- 
tersection avec  la  surface  du  liquide. 

3**  La  pression  rapportée  à  l'unité  de  surface  étant  con- 
stante sur  un  même  plan  horizontal,  il  s'ensuit  que  les 
pressions  élémentaires  exercées  sur  une  surface  comprise 
entre  deux  plans  horizontaux  ont  toujours  une  résul- 
tante "Verticale,  poun^u  que  la  surface  considérée  et  les 
deux  plans  qui  la  limitent  forment  une  surface  fermée. 
Car,  dans  ce  cas^  prenant  les  axes  des  x  et  des  y  dans  un 
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plan  horizontal,  on  a  (p.  3 12,  théorème  I), 

I   p  COS  (  NX  )  r/i-  =:  O  ,  \  p  CCS  (  NY)  tIs:=Oy 

d'ailleurs,  chacune  des  intégrales 

I  a:/?cos(NY)fi^.ï,        I  //;cos(NXjt/^ 

a  ses  éléments  deux  à  deux  égaux  et  de  signes  contraires 5 
par  suite,  Téquation  (D)  est  identiquement  satisfaite. 

Si  la  surface  considérée  n'est  point  fermée  par  les  deux 
plans  horizontaux,  les  pressions  qu'elle  éprouve  ne  se- 
ront pas  toujours  réductibles  à  une  résultante  unique. 

Stevin  (*)  parait  être  le  premier  géomètre  qui  ait  entre- 
pris de  déterminer  la  pression  totale  d'un  fluide  sur  la 
surface  d'un  corps  immergé.  Il  démontra  le  paradoxe  hy- 
drostatique, d'après  lequel  un  fluide  peut  exercer  une  pres- 
sion beaucoup  plus  grande  que  son  propre  poids  5  il  fut 
aussi  le  premier  à  considérer  le  centre  de  pression;  mais 
l'imperfection  de  l'analyse  ne  lui  permit  pas  de  déterminer 
ce  point  pour  d'autres  surfaces  que  celles  des  polygones. 

Herman  (**)  et  Cotes  (***),  pourvus  de  méthodes  plus 
puissantes,  déterminèrent  le  centre  de  pression  d*uii 
grand  nombre  de  surfaces.  Le  dernier  compara  la  pression 
totale  à  la  pression  exercée  dans  le  plan  horizontal  du 
centre  de  gravité,  et  signala  l'ictentité  du  centre  de  pression 
avec  le  centre  de  percussion. 

\ .  Dans  quelle  position  faut-il  maintenir  une  demi- 
sphère  creuse^  fermée  par  un  plan,  et  exactement  rem- 


(*)  Œuvres  mathématiques  de  Simon  Stevin,  de  Bruges,  publiées  par 
Albert  Girard,  t.  ÏV;  Leyde,  iG34. 

(**)  Phoronomia,  p.  i/|i  ;  17 16. 

("**)  Hjrtlrostatical  and  Pneumatical  Lectures,  p.  87  et  /|0  de  la  troi- 
sième édition.  La  première  édition  parut  en  1737. 
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plie  d^un  liquide,  pour  que  la  pression  exercée  sur  la 
surface  entière  du  vase  soit  un  maximum. 

Nommons  r  le  rayon  de  la  sphère,  et  B  l'angle  que  Taxe 
du  vase  fait  avec  la  verticale. 

Admettons  d'abord  que  la  paroi  plane  soit  au-dessus 
de  la  paroi  sphérique. 

L'aire  du  couvercle  est  Trr*,  la  distance  verticale  du 
centre  de  gravité  de  celte  aire  au  point  le  plus  élevé  du 
liquide  estrsinô  5  donc  gpTrr'  sinô  est  la  pression  exercée 
sur  le  couvercle. 

L'aire  de  la  surface  courbe  est  uTir',  la  distance  verti- 
cale de  son  centre  de  gravité  à  la  surface  supérieure  du 
liquide  est 

rsinô  H —  cosô; 
2 

donc  la  pression  exercée  sur  la  surface  courbe  est 
igpnr^  sinÔ  -\-  gpi^r^  cosÔ, 

et  la  pression  totale 

gpnr^  (  3  sin  9  H-  cos  Ô). 
Lorsque  cette  quantité  est  un  maximum,  on  a 

3  cos  Ô  —  sin  0  =  0, 
Q  =  arctang3. 

Quand  la  paroi  plane  est  située  au-dessous  de  la  demi- 
sphère,  la  pression  exercée  sur  ce  cercle  ne  varie  pas  avec 
l'inclinaison  de  l'axe,  la  pression  exercée  sur  la  paroi 
courbe  augmente  avec  cette  inclinaison.  La  pression 
totale  atteint  son  maximum  lorsque  Taxe  est  horizontal, 
et  que  la  paroi  plane  est  verticale. 

2.  Des  masses  égales  de  liquides  différents  sont  su- 
perposées  en  couches  horizontales  dans  un  vase  cylin- 
drique dont  Vaxe  est  vertical.  Comparer  entre  elles  les 
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pressions  que  ces  différentes  masses  liquides  exercent  sur 
la  surjace  latérale  du  vase. 

Soient  pi,  Pj,...,  p„,. . .,  les  densîtés  des  différents 
liquides,  en  commençant  par  le  liquide  supérieur;  «i, 
aj,. . .,  rt„, . . .,  les  épaisseurs  des  couches  respectives; 
r  le  rayon  intérieur  du  vase. 

Considérons  la  w'*'"*  couche.  La  pression  po  qui  s'exerce 
au  niveau  supérieur  de  cette  couche  sur  l'unité  de  sur- 
face est  donnée  par  la  formule 

Po^^gipi^i  -f  part.,  -h..  .H-p^,«„_,)  =:(/2  —  l)g-p,û,. 

La  pression  totale  que  celte  couche  exerce  sur  la  paroi  du 
vase  est 

27rr    /         (po'^gpnZ)dzz=zinrp^an-^-'irrgp„a„, 
ou  bien,  d'après  la  valeur  précédente  de  p©» 


ngrpla{ 


Pn 


Il  en  résulte  que  les  pressions  exercées  sur  la  surface 

du  cylindre  par  les  couches  successives  sont  entre  elles 

comme  les  nombres 

I        3       5 

—,     —,     _,.... 

Pi  pa  P3 

3.  On  suppose  une  porte  d'écluse  formée  d'un  rec- 
tangle ABCD  et  d'un  quart  de 
cercle  ABE^  séparés  par  un  axe 
vertical  AB^  autour  duquel  la 
porte  peut  tourner  librement 
d^une  seule  pièce.  Trousser  la 
largeur  KD  que  doit  auoir  le  rec- 
tangle pour  que  récluse  s^ ouvre 
sous  le  moindre  effort  quand  Veau  affleure  la  ligne  DAE. 
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Soient  a  le  rayon  du  cercle,  b  la  largeur  inconnue  du 
rectangle,  x  la  distance  d'un  point  de  la  porte  à  l'axe  AB, 
et^  la  distance  du  même  point  à  l'horizontale  DAE. 

Les  pressions  exercées  sur  le  quart  de  cercle  et  sur  le 
rectangle  doivent  avoir  des  moments  égaux  par  rapport  à 
l'axe  AB.  De  là  résulte  l'équation  du  problème  : 


e/t)        •/O 


sja^'-x* 


xydxcly 


t/O       J  0 


dxdy. 


Effectuant  les  intégrations,  il  vient 


"8 


h  = 


f- 


i.   Un  cône  de  résolution  SA  A',  oui^ert  par  sa  base  y 
Fig.  77.  est   d'abord  maintenu   tout  à 

fait  rempli  dun  liquide,  puis 
on  Vincline  d'un  angle  donné. 
Quel  est  le  volume  du  liquide 
qui  s^ écoule  y  et  quelle  est  la 
pression  que  le  liquide  restant 
exerce  sur  la  paroi  ? 

Prenons  pour  plan  de  la  fi- 
gure le  plan  vertical  qui  con- 
tient l'axe  du  cône  quand  ce- 
lui-ci est  incliné. 
Soient  a  l'angle  des  génératrices  du  cône  avec  l'axe, 
r  le  rayon  de  la  base  et  j3  l'inclinaison  de  l'axe  sur  l'ho- 
rizon. 

Le  volume  du  liquide  écoulé  est  égal  au  volume  de  la 
partie  du  cône  qui  est  découpée  par  un  plan  hQrîzonlal 
ABA'',  passant  à  l'extrémité  inférieure  de  l'ouverture. 
Le  volume  total  du  cône  droit  est 


s    p 


•^Trr^  cola. 
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Le  volume  du  cône  oblique  SA  A''  est  le  produit  de 
l'aire  de  Tellipse  ABA''  par  le  tiers  de  la  hauteur  AH.  Si 
nous  appelons  V  ce  volume,  C  le  centre  de  l'ellipse  et 
CA,  CB  les  deux  demi-axes  de  cette  courbe,  nous  aurons 


Or 


V=:~AU.7rCA.CB. 


Â5^SÂsin(p^a):z.r^^"'P~"^ 
^^         '  sina 

—         I ces  a 

CA  =  -  AA''  3=  r 


2  sin(p  H-  of) 


Pour  calculer  CB,  nommons  A'' A'''  le  diamètre  de  la  sec- 
tion droite  qui  passe  au  point  A'',  et  considérons  la  section 
droite  faite  par  le  point  C.  Le  diamètre  de  cette  section, 
qui  est  situé  dans  le  plan  de  la  figure,  est  une  parallèle  à 
la  base  AA'  du  triangle  AA'A'',  menée  par  le  milieu  C 
du  côté  AA".  Ce  diamètre  est  aussi  une  parallèle  à  la 
base  du  triangle  Kk" h!"^  menée  par  le  milieu  de  l'un  des 
côtés.  Il  s'ensuit  que  ce  diamètre  est  divisé  au  point  C  en 

deux  segments  respectivement  égaux  à  -AA'  et- A'^A'^'. 

Le  demi-axe  d'ellipse  CB  est  une  ordonnée  de  la  section 
circulaire,  élevée  au  point  C  sur  le  diamètre  considéré. 
Nous  avons  donc 


CB    =  -7  AA' .  A"  A'"  =  -  r  A"  A'" 

1  ces  a  sin(P  -+-  a) 

D'après  ces  valeurs,  il  vient 

/  \                          Tr        ï       ,           sin^  (S  —  a) 
(i)  V=r-7rr^cota  — 3-^*^ '  - 

sin^(p-f-a) 
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Par  suite,  le  volume  du  liquide  écoulé  est 


I 

-  7r/'cot 


r,_sin|(p-a)"| 

L        sin'(S-+-a)J 


Le  volume  V  peut  s'exprimer  sous  une  autre  forme, 
qui  met  en  évidence  une  propriété  du  cône. 
On  a  

—  _  _T_       SA"  _  sin(p  — g) 

et  si  l'on  nomme  T  la  surface  du  triangle  ASA'', 

T  r=  SA .  SA''  sin  a  ces  a. 
En  vertu  de  ces  relations,  la  formule  (i)  peut  s'écrire 

I  J-        .1 

V— 'TT  tangua.  T^ 

On  voit  que  la  surface  du  triangle  ASA''  reste  constante 
quand  on  fait  varier  riiiclinaison  du  vase,  pourvu  que  le 
volume  du  liquide  contenu  reste  le  même.  Or,  c'est  une 
propriété  bien  connue  de  Thyperbole^  qu'une  tangente 
mobile  et  les  asymptotes  forment  un  triangle  dont  l'aire 
est  constante.  On  en  conclut  que,  si  Taxe  du  vase»  tourne 
dans  un  même  plan  vertical,  tant  qu'il  n'est  point  ré- 
pandu de  liquide,  le  niveau  de  celui-ci,  AA'',  dans  son 
mouvement  relatif  au  vase,  enveloppe  une  hyperbole  qui 
a  pour  asymptotes  les  génératrices  du  cône  SA,  SA''. 

Passant  aux  volumes,  nous  avons  ce  théorènie  :  IJen- 
i^eloppe  d\ni  plaii^  qui  découpe  dans  un  cône  un  volume 
constant,  est  un  hyperboloide  de  j'cvolalion  qui  a  le 
cône  pour  asymptote. 

Il  nous  reste  à  calculer  la  pression  du  liquide  sur  le 
cône  oblique.  Nous  prendrons  pour  élément  de  surface  le 
petit  triangle  compris  entre  deux  génératrices  iufiniment 
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voisines.  Soit  ds  cet  élément  5  la  distance  de  son  centre  de 
gravité  à  la  surface  libre  du  liquide  est  ^  AH,  et  la  pres- 
sion qu'il  supporte  est 

Cet  élément  peut  être  considéré  comme  la  base  d'un 
tétraèdre  qui  aurait  son  sommet  au  point  C,  où  le  niveau 
du  liquide  coupe  l'axe  du  cône,  et  serait  Télément  de 
volume  du  cône  oblique.  La  hauteur  de  ce  tétraèdre  est 
SC^sina,  par  conséquent  son  volume  a  pour  expression 

Il  en  résulte  que  la  valeur  de  la  pression  exercée  sur  l'élé- 
ment ds  peut  s'écrire 

(S) 

V  se  7  sin  S 

g^^. LdY  =  g^-^dN, 

^     sma  °'  sma 

La  pression  totale  est  donc 

sin  p 


(*)0n  peut  remarquer  que  cette  équation,  jointe  à  l'expression  du  vo- 
lume V,  permet  de  calculer  aisément  la  surface  s  du  cône  oblique  SAA*. 
En  effet,  elle  donne  d'abord 

3V 

SO'  sin  a 
el,  comme 

SÔ^  sin  a  =  Ô^  sin  (  /2  -  a )  =  r  «^"^/-^O  ^ 

sm  ^ 
on  a 

___       3  sin  ,Q       V 
~  sin(/3  —  a)  r" 


ou  bien 
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3 

g  cosasin  p  sin^  (  p  —  a) 


sin'  (pH-a) 

5.  On  suppose  un  vase  hémisphérique  y  dont  la  paroi 
est  formée  de  trois  triangles  tnrectangles  juxtaposés  y  et 
retenus  chacun  par  un  fil  attaché  en  un  point  de  la  sur- 
face. Quelles  doiv^ent  être  les  tensions  et  les  situations 
de  ces  fils  pour  que  le  vase  ne  se  dii^ise  point  lorsquil 
est  exactement  rempli  d^un  liquide ^  et  que  d'ailleurs  les 
différentes  pièces  de  la  paroi  ne  sont  nullement  près* 
sées  Vune  contre  Vautre?  On  négligera  le  poids  du 
vase, 

La  question  revient  à  déterminer  en  grandeur  et  en 
direction  la  résultante  des  pressions  exercées  sur  l'un  des 
triangles  sphérîques.  Cette  résultante  existe 5  car,  si  l'on 
imagine  un  vase  qui  soit  formé  de  l'un  de  ces  triangles  et 
de  deux  plans  verticaux  joignant  les  deux  côtés  du  tri- 
angle, les  pressions  exercées  sur  les  deux  faces  planes  de 
ce  vase  admettront  une  résultante  unique  ainsi  que  les 
pressions  exercées  sur  la  surface  entière. 

Prenons  l'origine  des  coordonnées  au  centre  de  la 
sphère,  le  plan  des  xy  à  la  surface  du  liquide  et  les  axes 
dirigés  vers  les  sommets  du  triangle  trirectangle.  Soient  r 
le  rayon  de  la  sphère,  0  l'angle  qu'un  rayon  fait  avec 
le  plan  horizontal,  et  9  Tangle  que  la  projection  de  ce 
rayon  sur  le  plan  horizontal  fait  avec  Taxe  des  x. 

L'élément  dé  la  surface  sphérique  sera.rdQ.rcos9  d(fj 
sa  distance  a  la  surface  libre  du  liquide  sera  rsinô,  et  le 
rayon  mené  à  cet  élément  fera,  avec  les  axes  des  x  et  des 
z,  des  angles  qui  auront  respectivement  pour  cosinus 
cosdcos(])  et  sinO. 

D'après  cela,  la  tension  du  fil  aura  pour  composantes, 
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suivant  les  axes, 


•  2       /»  2 


»/o      «/o 

I  /*2  j 

Z—-gor^    j        I      cosôsin^ôr/ô //ij), 
«/o      •/o 

TT 


el  la  tension  du  fil  sera, 


T  =  s/^^  +  Y-^+V  =  gpr'^i^^. 


En  vertu  de  la  symétrie  de  la  figure,  la  résultante  des 
pressions  doit  être  située  dans  le  plan  bissecteur  de  Tangle 
dièdre  formé  par  les  deux  plans  coordonnés  verticaux. 
Ainsi,  pour  déterminer  la  direction  de  cette  résullaiite,  il 
nous  suffira  de  former  la  première  des  équations  (C). 
Nous  abrégerons  ce  calcul  en  observant  que  la  pression 
résultante  passe  nécessairement  à  l'origine  des  coordon- 
nées, puisque  toutes  les  pressions  élémentaires  sont  diri- 
gées vers  ce  point.  Il  s'ensuit  que  le  second  membre  de 
Téquation  dont  il  s'agit  est  identiquement  nul.  Dès  lors 
nous  trouvons  de  suite 


TT  — 

-J  —  S  —  O. 


Le  fil  qui  soutient  le  triangle  est  donc  dirigé  suivant  la 
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droite  représentée  par  les  équations 
-      -       a  - 

6.  Paimi  tous  les  vases  de  rés^olution  autour  d'un 
axe  vertical,  de  hauteur  et  de  capacité  données,  quel 
est  celui  qui  éprouve  la  plus  grande  pression  horizontale 
de  la  part  du  liquide  qui  le  remplit? 

Soient  h  la  hauteur  du  vase,  c'  sa  capacité,  z  la  dis- 
tance d'un  élément  de  la  surface  au  niveau  supérieur  du 
liquide,  et  r  la  distance  de  cet  élément  à  Taxe  de  révolu- 
tion. 

La  somme  des  pressions  horizontales  élémentaires  est 
\  à 

7.1:  s  ù    I      zrdz. 


11  s'agit  de  trouver  la  valeur  de  r  en  fonction  de  z  qui 
rend  cette  intégrale  un  maximum,  tout  en  vérifiant  la 
condition  relative  au  volume 

Soient  V  la  quantité  comprise  sous  le  signe  f  dans 
rintégrale  quMl  s'agit  de  rendre  un  maximum,  et  V  la 
quantité  comprise  sous  le  signe  1  dans  l'intégrale  qui  doit 
rester  constante.  Le  calcul  des  variations  nous  apprend 
que  le  rapport  des  dérivées  partielles  —  »  —  doit  être 
constant;  ce  qui  nous  donne  la  relation 


r 


a  désignant  une  constante. 

II«  a*  £dit.  a5 
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Ainsi,  la  surface  du  vase  est  celle  d'un  cône  dont  la 
pointe  est  en  haut. 

Il  reste  à  déterminer  la  constantes  par  la  condition  re- 
lative au  volume. 

Nous  avons 

TTÛ^    r     Z^rfznrc»,       d'où      a  =  i/^^. 

Par  suite,  la  hauteur  du  cône  étant  h  et  son  volume  c^, 
le  rayon  de  la  base  est  c  i/-  j* 

7.  On  suppose  une  membrane  sans  poids ^Jlexible  et 
inextensible  y  découpée  en  forme  de  rectangle.  Deux 
bords  opposés  sont  maintenus  parallèles  dans  un  même 
plan  horizontal  y  sans  être  assez  écartés  pour  que  la 
membrane  soit  tendue;  les  deux  autres  bords  sont  exac- 
tement  joints  contre  déiix  plans  verticaux ,  sans  qu'il  y 
ait  adhérence;  et  toute  la  cai^ité  est  remplie  d^un  liquide 
en  équilibre.  On  demande  quelle  forme  affecte  la  mem^ 
hrane, 

La  surface  qu'il  s'agit  de  déterminer  est  évidemment 
une  surface  cylindrique.  Il  suffit  de  déterminer  Tintersec- 
tion  de  cette  surface  par  un  plan  vertical  perpendiculaire 
aux  arêtes.  Pour  cela,  nous  pouvons  nous  borner  à  con- 
sidérer la  petite  portion  de  surface  qui  est  comprise  entre 
ce  plan  et  un  plan  parallèle  infiniment  voisin,  car  cette 
partie  de  la  surface  n'éprouve  aucune  action  de  la  part 
des  parties  adjacentes. 

Deux  coordonnées  nous  suffisent.  Prenons  Taxe  des  x 
à  la  surface  du  liquide,  et  Taxe  des  y  dirigé  de  haut  en 
bas.  Nommons  p  la  pression  rapportée  à  l'unité  de  sur- 
face qui  s'exerce  sur  l'élément  de  la  membrane  dont  les 
coordonnées  sont  x  ei  y^t  la  tension  en  ce  point,  r  le 
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rayon  de  courbure  de  la  courbe  au  même  point,  et  s  lare 
de  la  courbe. 
Nous  avons 

P  =  gpXy 
et  (tome  I,  page  164  ), 

e 
P  =  '/. 

d'où 

e    I 

"  gp  ^ 
Remplaçant  r  par  sa  valeur  -£  :  -^,  dans  laquelle  s  est 
la  variable  indépendante^  et  nommant  a*  la  constante  —, 


il  vient 


ds  ds- 


L'intégrale  première  de  cette  équation  est 
ou  bien 


iLx: 
as 


^a*  —  (jr^—b'y  ■^' 

b*  représentant  une  constante. 

La  courbe  formée  par  la  section  droite  de  la  membrane 
se  nomme  lintéairc;  son  équation  différentielle  est  la 
même  que  celle  de  la  courbe  élastique.  Elle  a  été  trouvée 
par  Jacques  Bernoulli  (*)  en  1692. 

8.  Étant  donnés  un  plan  situé  dans  Vintérieur  d^un 
Uquide,  et  une  droite  H  tracée  comme  on  voudra  sur  ce 

{*)  Opéra,  t,  l,  p.  490,  etc.  —  Voir  aussi  Jba!(  Ber:ioclli,  Opéra,  t.  I, 
p.  432  ;  t.  II,  p.  95  ;  t.  III,  p.  5i2,  ete. 

a5. 
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plan,  déleiminer  dans  le  plan  une  courbe  telle,  que  l'aire 
comprise  entre  la  droite,  la  courbe  et  deux  horizontales 
qui  interceptent  sur  la  droite  une  longueur  donnée  h, 
et  qui  sont  d! ailleurs  situées  à  une  profondeur  quel" 
conque^  éprouve  la  même  pression  qu^un  parallélo- 
gramme construit  dans  le  même  plan  sur  la  droite  H  et 
sur  la  ligne  d' (affleurement  ai^ec  les  longueurs  respec- 
tiues  hetb. 

Si  Ton  prend  pour  axes  de  coordonnées  obliques  la 
droite  H  et  Tintersection  de  la  surface  du  liquide  par  le 
plan  donné,  on  trouve  que  la  courbe  est  Thyperbole 
représentée  par  l'équation 

bh 

9.  Une  sphère  creuse  étant  exactement  remplie  d'un 
liquide^  on  demande  de  tracer  sur  la  surface  un  cercle 
horizontal  qui  la  diifise  en  deux  parties  supportant  des 
pressions  égales, 

La  distance  entre  le  plan  du  cercle  demandé  et  le  som- 
met de  la  sphère  est  égale  au  côté  du  carré  inscrit  dans 
un  grand  cercle. 

10.  Un  cube  exactement  rempli  d'un  liquide  a  Vune 
de  ses  diagonales  dirigée  suivant  la  verticale.  Montrer 
que  la  pression  exercée  sur  les  faces  inférieures,  est 
double  de  la  pression  exercée  sur  les  faces  supérieures. 

1 1 .  Une  surface  plane  étant  tout  entière  plongée  dans 
un  liquide^  on  mène  parle  centre  de  pression  et  par  le 
centre  de  gravité  deux  droites  A  et  B,  parallèles  à  la 
droite  C  suivant  laquelle  le  plan  donné  coupe  la  surface 
libre  du  liquide.  Montrer  que  le  produit  des  distances 
de  la  droite  B  aux  deux  droites  A  et  C  reste  constant 
quand  le  niveau  du  liquide  s'élève. 
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On  voit  sans  peine  que  le  produit  dont  il  s'agit  est 
égal  au  carré  du  rayon  de  giration  de  la  surface  immer- 
gée par  rapport  à  la  droite  B. 

12.  On  suppose  un  vase  homogène^  de  poids  connu, 
gui  a  la  forme  d^ un  ellipsoïde  ouvert  snii^ant  un  plan 
principal.  Ce  vase  étant  rem^ersé  sur  un  plan  horizon- 
tal, on  y  introduit  un  liquide  par  une  petite  ouverture 
pratiquée  au  sommet.  A  quelle  hauteur  peut  s^ élever  le 
liquide  intérieur  sans  soulever  le  vase  ? 

Soient  p  la  densité  du  liquide,  Q  le  poids  du  vase,  h  la 
hauteur  cherchée,  et 

l'équation  de  la  surface  interne,  le  plan  des  axes  a,  h  étant 
celui  de  la  grande  ouveriure. 
On  trouve 


h 


\ngpab) 


13.  Démontrer  les  résultats  suivants  : 

Pour  un  parallélogramme  dont  un  des  côtés  est  à  la 
surface  du  liquide,  le  centre  de  pression  se  trouve  sur  la 
droite  qui  joint  les  milieux  des  côtés  horizontaux,  à  une 
distance  du  côté  supérieur  double  de  sa  distance  au  côté 
inférieur. 

Pour  un  triangle  complètement  immergé,  dont  le  plan 
est  vertical^  le  sommet  tourné  uers  le  haut  et  la  base 
horizontale,  le  centre  de  pression  se  trouve  sur  la  droite 
qui  joint  le  sommet  au  milieu  de  la  base.  Si  Von  nomme 
C'ia  distance  du  sommet  à  la  surface  du  liquide,  h  la 
hauteur  du  triangle,  m  la  distance  du  sommet  au  milieu 
de  la   base  et  x  la  distance  du  sommet  au  centre  de 
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pression^  on  a 

3A-f-4c 

x'^=-ni  -f- ^—  • 

4A-h6c 

l^our  un  rectangle  dont  deux  côtés  sont  ^verticaux  et 
qui  est  complètement  immergé j  sillon  nomme  a  et  b  les 
distances  de  la  base  supérieure  et  de  la  base  inférieure 
à  la  surface  du  liquide,  la  distance  du  centre  de  pression 
au  nii^eau  du  liquide  est 

2  b^—  a^ 


3  b^—  a^ 

Pour  un  cercle  dont  le  contour  touche  la  surface  du 
liquide  y  la  distance  du  centre  de  pression  au  centre  de 
figure  est  égale  au  quart  du  rayon. 

Pour  un  vase  qui  a  la  forme  d^un  cylindre  circulaire 
droit ^  et  dont  Vaxe  fait  V angle  en  ai^ec  la  verticale,  si 
l'on  nomme  r  le  rayon  intérieur  et  c*  le  volume  du  liquide 
renfermé  dans  le  vase  y  la  distance  du  centre  de  pression 

sur  la  base  au  centre  du  cercle  est  égale  à  j—^  tanga. 

Pour  Vaire  comprise  entre  une  parabole,  Vaxe  de  la 

courbe  et  une  ordonnée  perpendiculaire  située  à  la  sur^^ 

face  du  liquide,  si  Von  nomme  b  cette  ordonnée  et  a  la 

portion  de  Vaxe  immergée^  les  distances  du  centre  de 

pression  à  V ordonnée  et  à  Vaxe  sont  respectivement 

4  5  , 

-a  et  -^b. 

7  lo 

Pour  le  secteur  elliptique  compris  entre  deux  demi-- 
diamètres  conjugués  a,  ft,  dont  le  dernier  est  à  la  sur- 
face du  liquide,  la  distance  du  centre  de  pression  au 
diamètre  a,  comptée  parallèlement  au  diamètre  b,  est 

3 

H  b,  et  la  dislance  du  même  centre  au  diamètre  i,  comp- 

tée  parallèlement  au  diamètre  a,  est  -^a. 
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SECTION  II. 

FLUIDES  ÉLASTIQUES. 

Dans  les  fluides  gazeux^  dont  la  température  est  uni- 
forme, la  pression  p  rapportée  à  Tunité  de  surface  est 
régie  par  les  deux  équations  simultanées 

dans  lesquelles  p  est  la  densité,  z  la  distance  au-dessous 
d'un  plan  horizontal  fixe,  et  k  une  constante  qui  dépend 
de  la  nature  du  fluide  et  de  sa  température.  Si  Ton  fait 


^-1 


ces  équations  donnent 

La  constante  po  est  la  pression  rapportée  à  l'unité  de 
surface^  ou  la  tension  du  gaz,  dans  le  plan  horizontal  qui 
sert  d'origine  aux  distances  z. 

Pour  les  fluides  de  la  nature,  le  coefficient  X  est  fort 
petit,  en  sorte  que,  si  l'épaisseur  z  du  fluide  considéré 
n'est  pas  très-grande,  on  peut,  sans  erreur  sensible,  sup- 
poser le  facteur  e^'  égal  à  l'unité  et,  par  suite,  la  pres- 
sion p  constante  à  toute  hauteur. 

Les  formules  précédentes  résultent  de  la  pesanteur  des 
gaz  et  de  la  loi  de  Mario tte.  On  sait  que  la  pesanteur  de 
l'air  fut  entrevue  par  Galilée,  et  démontrée,  un  an  après 
sa  morty  par  son  disciple  TorricelH,  inventeur  du  baro- 
mètre (1643). 

1 .  Un  cylindre  vertical,  fermé  par  deux  plans  per- 
pendiculaires à  l'axe,  est  rempli  d*un  fluide  élastique. 
Déterminer  la  pression  totale  exercée  sur  la  surface 
latérale. 
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Soient  h  la  hauteur  du  cylindre,  c  la  circonférence  de 
la  base,  pf^  la  tension  du  fluide  au  point  le  plus  élevé,  et  z 
la  distance  d'une  couche  fluide  au  sommet  du  vase. 

I*a  pression  cherchée  est 

Si  }.  est  très-pelit,  et  que  h  ne  soit  pas  très-grand,  on 
aura  sensiblement 

V  =z  chp^. 

2.  On  admet  par  approximation  que  la  colonne  at- 
mosphérique comprise  entre  deux  stations  y  situées  à  dif- 
férentes hauteurs^  a  partout  même  tension  et  même  tem- 
pérature, moyennes  arithmétiques  entre  les  tensions  et 
les  températures  aux  deux  stations.  Trousser  dans  cette 
hypothèse  la  formule  qui  fait  connaître  la  différence  de 
hauteur  entre  les  deux  stations,  quand  on  a  observée  à 
ces  deux  points  la  hauteur  de  la  colonne  barométrique 
et  la  température.  On  ne  tiendra  pas  compte  de  la  dila- 
tation du  mercure,  ni  de  la  capillarité,     . 

Soient  E  la  différence  de  hauteur  des  deux  stations; 
T  et  H  la  température  et  la  hauteur  de  la  colonne  baro- 
métrique à  la  station  inférieure,  t  et  h  les  quantités  ana- 
logues observées  à  la  station  supérieure. 

E  sera  exprimé  en  mètres  ;  H,  h  seront  exprimés  en 
millimètres-,  T,  t  seront  des  degrés  centigrades. 

La  colonne  de  mercure,  dont  la  hauteur  est  H  —  A,  et 

la  colonne  d'air  de  même  base,  dont  la  hauteur  est  E,  la 

T-f-r        ,             .       H-i-A         ^    ,  ., 

température  et    la   tension  >  ont  des   poids 

égaux.  Leurs  densités  sont  donc  entre  elles  dans  le  rap- 
port inverse  des  hauteurs. 
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La  densité  du  mercure  par  rapport  à  Teau  est  i3,6. 

Celle  de  Pair  à  la  température  o  degré  et  à  la  tension 

760  millimètres  est,  par  rapport  à  Teau,  0,001 3.  A  la 

température et  à  la  tension 5  elle  devient 


o,ooi3 


2  X  760      ,  oi:    T  -f-  r 

'       1  -h  0,00867 

2 

De  là  Féquation 

loooE         i3,6         2X760/  -^    T-f-r\ 

â 1  = 5  X  -5 — hr  I  ï  -♦-  0,00367 1  • 

H  — A       o,ooi3         H-+-A    \  '  '      2     / 

On  en  tire,  en  nombres  ronds, 

E  =  ,6oo|^r.-.iiI±i)l. 
H  -hA  L  1000     J 

Cette  formule  donne  des  résultats  très-approchés  lorsque! 
s'agit  de  mesurer  des  hauteurs  qui  ne  dépassent  pas 
1000  mètres.  Elle  est  due  à  M.  Babinet  (Comptes  rendus 
de  V Académie  des  Sciences^  i85o). 

3 .  Un  cylindre  circulaire  droite  formé  par  deux  plans 
perpendiculaires  à  l'axe,  est  rempli  d'^  un  fluide  élastique 
dont  la  tension  est  la  même  à  toute  hauteur.  Les  parois 
du  vase  ont  partout  la  même  épaisseur.  On  conçoit 
d'abord  le  vase  comme  formé  de  deux  panies  symé- 
triques par  rapport  à  un  plan  mené  suii^ant  Vaxe^  puis 
on  conçoit  le  même  vase  comme  formé  de  deux  parties 
qui  se  joignent  sur  un  plan  perpendiculaire  à  Vaxe,  Il 
s^agit  de  calculer,  dans  ces  deux  hypothèses ,  V effort 
rapporté  à  Vunité  de  surface  qui  s'exerce  sur  les  faces 
de  joint  des  deux  parties  et  tend  à  les  séparer. 

Soient  r  le  rayon  du  cylindre,  /sa longueur,  e  l'épais- 
seur de  la  paroi  et  p'iai  tension  du  fluide. 
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Dans  la  première  hypothèse,  là  pression  qui  s'exerce 
sur  chacune  des  deux  moitiés  du  vase,  estimée  perpendi- 
culairement au  plan  de  symétrie,  a  pour  valeur  ar/y?^ 
d'ailleurs  la  surface  de  joint  des  deux  moitiés  dans  le  plan 
de  symétrie  est  (2/+  40^'  l^^nc  l'eflfort  qui  tend  à  sé- 
parer les  deux  parties,  rapporté  à  Tunité  de  surface,  est 


2r    8 


Dans  la  seconde  hypothèse,  la  pression  qui  s'exerce 
sur  chacune  des  deux  parties  du  vase,  estimée  parallèle- 
ment à  l'axe,  a  pour  valeur  Tcr^p  5  la  surface  de  joint  est 
î2  7rre.  Par  suite,  l'eflFort  qui  tend  à  séparer  les  deux  par- 
ties, rapporté  à  l'unité  de  surface,  est 


2    £ 


Si  la  longueur  du  cylindre  est  beaucoup  plus  grande 
que  son  diamètre,  le  premier  effort  est  sensiblement  dou- 
ble du  second. 

On  peut  conclure  de  ce  calcul  que,  pour  les  chaudières 
à  vapeur  cylindriques^  la  chance  de  rupture  est  moindre 
dans  le  sens  transy^ersal  que  dans  le  sens  longitudinal. 
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CHAPITRE  IL 

ÉQUILIBRE  DES  CORPS  SOLIDES  EN  CONTACT 
AVEC  LES  FLUIDES. 


Les  positions  d'équilibre  d'un  corps  solide  pressé  par 
un  fluide  se  déterminent  en  exprimant  que  les  pressions 
du  fluide  font  équilibre  aux  autres  forces  qui  sollicitent 
le  corps,  eu  égard  aux  liaisons  auxquelles  ce  corps  peut 
être  assujetti. 

Si  le  corps  est  libre,  et  que  les  forces  qui  le  sollicitent, 
outre  les  pressions,  se  réduisent  au  poids  des  molé- 
cules, on  peut  remplacer  toutes  ces  forces  par  une  force 
unique,  égale  au  poids  du  corps,  et  appliquée  à  son  centre 
de  gravité.  Il  faudra  donc,  pour  l'équilibre  du  corps,  que 
les  pressions  du  fluide  admettent  une  résultante  unique, 
dirigée  suivant  la  verticale,  et  passant  au  centre  de  gra- 
vité du  corps. 

Si  le  corps  est  plongé  en  tout  ou  en  partie  dans  un 
liquide,  ou  bien  encore  s'il  est  entièrement  plongé  dans 
un  fluide  élastique,  les  pressions  auront  une  résultante 
unique,  verticale,  passant  au  centre  de  gravité  du  fluide 
déplacé,  et  égale  au  poids  de  ce  fluide.  Donc,  dans  ce 
cas,  les  conditions  d'équilibre  se  réduisent  à  ces  deux 
conditions  : 

Le  poids  du  corps  entier  doit  être  égal  au  poids  du 
fluide  déplacé. 

Le  centre  de  gray^ité  du  corps  entier  et  celui  du  fluide 
déplacé  doii^ent  être  situés  sur  une  même  verticale. 
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La  détermination  des  positions  d^équilibre  est  alors 
une  simple  question  de  géométrie. 

Si  un  corps  flotte  en  équilibre  sur  un  liquide  de  den^ 
site  p,  en  plongeant  le  ^volume  V  et  maintenant  le  i;o- 
lume  \'  hors  du  liquide,  ce  même  corps  flottera  en  équi" 

y 

libre  sur  un  liquide  de  densité  p'  z=i  p  -—^i  en  plongeant  la 
partie  V  et  maintenant  la  partie  V  au-dessus  du  liquide. 

SECTION  I. 

CORPS    FLOTTANT    SUR    UN    FLUIDE    INCOMPRESSIBLE. 

1.  Déterminer  les  positions  d'équilibre  d'un  prisme 
jTjg    g^  droite  à  base  carrée,  homo- 

gène^  quijlotte  horizontal 
lement  sur  un  liquide^  une 
des  arêtes  étant  située  au-- 
dessus  de  la  surface. 

Il  suffit  de  considérer  la 
projection  du  prisme  sur 
un  plan  perpendiculaire  aux 
arêtes. 
Soient  ABCD  cette  projection,  A  le  sommet  situé  hors 
-du  liquide,  QQ'  la  ligne  de  flottaison,  F  le  milieu  de  QQ', 
G  le  centre  du  carré,  et  H  le  centre  de  gravité  du  triangle 
qui  s'élève  au-dessus  du  liquide^  on  sait  que  ce  point  est 
situé  sur  la  droite  AF  aux  deux  tiers  de  la  longueur. 

Le  centre  de  gravité  de  la  partie  immergée  est  situé  sur 
la  droite  HG,  car  un  corps  quelconque  et  les  deux  parties 
qui  le  composent  ont  évidemment  leurs  centres  de  gravité 
sur  une  même  ligne  droite.  Il  en  résulte  que  dans  les  po- 
sitions d'équilibre  la  droite  HG  est  verticale.  Si  donc  nous 
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menons  par  le  point  F  une  parallèle  à  HG  jusqu'à  la  ren- 
contre de  la  diagonale  AC  au  point  E,  tous  les  points  de 
cette  parallèle  seront  à  égale  distance  des  points  Q  et  Q^^ 
en  particulier,  les  distances  EQ  el  EQ'  seront  égales  dans 
les  positions  d'équilibre. 

Nommons  aie  côté  du  carré,  x  la  distance  AQ,  y  la 

3 
distance  AQ',  et  oboervons  que  AE  est  égale  à  -  AG^  on 

sorte  que  la  projection  de  AE  sur  chacune  des  direc- 

3 
tions  AB,   AD  est  égale  à  -^a.  La  relation  EQ  =  EQ' 

pourra  s'écrire 

— 23  — 23 

x«-t-AE   —  2J:.ja=:j*-t- AE    —ly^jOy 

OU  bien 

(i)  (^— r)f^-t-r  — -ûj  =0. 

Telle  est  l'équation  par  laquelle  nous  exprimons  que  le 
centre  de  gravité  du  prisme  et  celui  du  liquide  déplacé 
soDt  situés  sur  une  même  verticale. 

Soient  a  la  densité  du  prisme  et  p  celle  du  liquide. 
Nous  exprimerons  que  le  poids  du  liquide  déplacé  est 
égal  à  celui  du  corps  entier,  en  posant 

(2)  p^û'-ixrj  =^a\ 

Cette  équation,  jointe  à  lune  ou  à  l'autre  des  deux  équa- 
tions 

(3)  x--x  =  o, 

(4)  a?-t-j--û  =  o, 

dont  l'ensemble  constitue  l'équation  (i),  doit  nous  donner 
toutes  les  positions  d'équilibre. 
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Une  première  position  d'équilibre  nous  est  donnée  par 
les  équations  (2)  et  (3).  Les  valeurs  de  x  et  de  j^  sont 
les  suivantes  : 


:=^  =  «y/.(._î), 


Comme,  par  hypothèse,  x  et  y  doivent  être  moindres 
que  a,  cette  position  n'est  possible  qu'autant  que  le  rap- 


<T  .  I 

port  -  est  compris  entre  -  et  i . 


Deux  autres  positions  d'équilibre  sont  fournies  par  les 
équations  (2  )  et  (4)  •  Ces  équations  donnent 


3 


x-{- 


d'( 


^=±V»;-T' 


OU 


r=^«(3iFy/32Î-23J. 

Dans  ces  valeurs,  les  signes  supérieurs  se  correspon- 
dent, ainsi  que  les  signes  inférieurs.  Les  deux  positions' 
symétriques  qu'elles  définissent  ne  sont  possibles  qu'au- 

,  cr  .  23      24 

tant  que  le  rapport  -  est  compris  entre  ^  et^« 

p  02         02 


P 

<T  ,       ,   ,    23 


Dans  le  cas  où  le  rapport  -  est  égal  à  -^r  ces  positions 

se  confondent  en  une  seule  qui  rentre  dans  la  solution 

déjà  trouvée.  Dans  le  cas  où  le  rapport-  est  égal  à  ^> 

le  prisme  peut  flotter  en  élevant  hors  de  l'eau  une  face 
latérale  entière  et  la  moitié  de  la  face  adjacente. 

BossuTi  Traité  d^ Hydrodynamique f  t.  I,  p«  178* 
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2,  On  suppose  un  cylindre  droit,  dont  la  base  a  pour 
contour  un  arc  de  parabole  et  une  perpendiculaire  à 
Vaxe  de  cette  courbe  ,•  le  corps  n^est  pas  nécessairement 


Kg-  79- 


homogène  y  mais  la 
densité  est  constante 
tout  le  long  d^une 
même  parallèle  aux 
génératrices.  Il  s'a" 
git  de  déterminer  les 
positions  d^  équilibre 
de  ce  cylindre,  lors^ 
qu^il  flotte  horizon- 
talement  sur  un  li- 
quide, en  élevant  sa  face  plane  tout  entière  au-dessus 
du  niv^eau.  . 

Il  nous  suffit  de  considérer  la  projection  BAC  du  cy- 
lindre sur  un  plan  perpendiculaire  aux  arêtes. 
Soient  : 

A  le  sommet  de  la  parabole  \ 

AD  =  a  la  portion  de  l'axe  de  la  courbe  qui  est  ren- 
fermée dans  le  solide  \ 

0  l'inclinaison  de  cet  axe  sur  l'horizon  5 

G  le  centre  de  gravité  du  cylindre  ; 

GF  =  h  une  perpendiculaire  abaissée  sur  l'axe  de  la 
parabole  ; 

AF  =  A  la  distance  du  sommet  au  point  F  5 

P  le  point  de  la  courbe  où  la  tangente  est  horizontale  5 

PM  =  y  une  perpendiculaire  abaissée  sur  l'axe  de  la 
parabole  5 

PHV  =  j:  la  longueur  du  diamètre  mené  par  le  point  P 
jusqu'à  la  rencontre  de  la  ligne  de  flottaison  QQ', 

H  le  centre  de  gravité  du  liquide  déplacé; 

p  le  paramètre  de  la  parabole  (l'ordonnée  au  foyer). 
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Les  valeurs  de  a:  et  de  j^  déterminent  la  position  du 
prisme. 

Pour  qu'il  y  ait  équilibre,  la  ligne  HG  doit  être  verti- 
cale. Prolongeons  cette  ligne  jusqu'à  la  rencontre  de  Taxe 
au  point  G^  et  menons  par  le  point  P  une  parallèle  qui 
rencontre  Taxe  au  point  E.  L'identité 

AM  -h  ME  -f-  EG'  =  AF  -f-  FG' 

nous  fournira  une  première  équation  d'équilibre,  si  nous 
y  remplaçons  les  diverses  longueurs  par  les  valeurs 
qu'elles  ont  toujours  lorsqhe  HG  et  PE  sont  verticales. 

Or,  dans  ce  cas,  les  propriétés  géométriques  de  la 
parabole  nous  donnent 

AM  =  ^,     ME=zp,     EG'=:PH=:|x, 

FG'  =  /ton«ô  =  -^-, 
donc 

r'  3        ^     kp 

a/^  5  y 

11  nous  reste  à  exprimer  que  le  poids  du  corps  est  égal 
au  poids  du  liquide  déplacé. 

Soient  9  la  densité  moyenne  du  corps  et  p  la  densité  du 
liquide. 

Le  produit  de  9  par  Taire  BAC  doit  être  égal  au  pro- 
duit de  p  par  l'aire  QAQ' ,  c'est-à-dire  que  l'on  doit 
avoir 

•r  erflBC  =  I  pJcQQ'  sin  ô. 

Remplaçant  BC  et  QQ'  sin  0  par  leurs  valeurs 
BC  =  2  ^^pa ,      QQ'sinô  =  2^2/>«, 
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il  vient 

(0  -^"(jf^ 

et,  par  suite,  réquation  en  y  peut  s'écrire 

(2)     y^ —X'iph— ip'  —  -pa\-^\    Ij— 2//?*=o. 

Ces  équations  (i)  et  (a)  résolvent  le  problème.  Elles 
nous  montrent  qu^il  y  a  trois  positions  d'équilibre,  ou 
bien  une  seule. 

Dans  le  cas  où  le  cylindre  est  homogène,  on  a 

/•  =  o     et     A  =  p  û  ; 
5 

alors  l'équation  (2)  se  partage  en  deux  équations 

yz=iQ     et    ^^  —  g/'^  M  ~~  (-)       +2/?»  =  G. 

La  première  donne  une  position  d'équilibre  qui  est 
possible  toutes  les  fois  que  la  densité  du  cylindre  est  in- 
férieure à  celle  du  liquide. 

La  seconde  donne  deux  positions  symétriques,  qui  se- 
raient impossibles  si  Ton  avait 

5>(-r- 

Bdssut,  Traité  d^ Hydrodynamique^  t.  I,  p.  i8g. 

3.  Supposons  un  corps  terminé  par  une  surface  con^ 
tinue  quelconque  y  et  y  au  trax^ers  de  ce  corps  ^  un  plan 
sécant  P  qui  se  meut  de  manière  à  couper  dans  le  corps 
un  volume  constant  1^. 

1°  Considérons  le  plan    mobile  dans    une  position 

fixe  P  et  dans  une  seconde  position  mobile  P',  voisine 

de  la  première.  Quand  le  plan  P'  se  rapproche  indéfi' 

IL  2*  ÉDIT.  26 
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ni'ment  du  plan  P,  P intersection  des  deux  plans  con^ 
verge  "vers  une  position  limite  qui  passe  par  le  centre  de 
gravité  de  la  section  faite  dans  le  corps  par  le  plan  P. 

Nous  le  démontrerons  en  écrivant  que  la  limite  du 
rapport  de  l'accroissement  du  volume  v^  à  Tangle  infini- 
ment petit  dB  des  deux  plans,  est  égale  à  zéro.  Prenons 
pour  élément  de  volume  un  petit  prisme  élevé  perpendi- 
culairement au  plan  P  sur  l'élément  de  surface  rfa  et  ter- 
miné au  plan  P'.  Nommons  x  la  distance  de  l'élément  cî  a. 
à  l'intersection  des  deux  plans.  La  hauteur  du  prisme 
sera  xdQ  -,  en  sorte  que,  si  nous  convenons  de  compter  la 
distance  x  positive  du  côté  où  le  volume  séparé  v  s'ac- 
croit,  et  négative  du  côté  où  ce  volume  diminue,  le  rap- 
port de  Taccroîssement  du  volume  v  à  l'angle  dQ  est 

représenté  à  la  limite  par  l'intégrale    l  xda^  étendue  à 

toute  l'aire  de  la  section  faite  dans  le  corps  par  le  plan  P. 
Nous  avons  donc 


I  xda: 


Cette  équation  exprime  que  Tiniersection  des  deux 
plans  dans  sa  position  limite  passe  par  le  centre  de  gravité 
de  la  section. 

2**  Le  lieu  du  centre  de  gravité  du  volume  constant  v, 
Fig.  80.  séparé  par  le  plan  mobile  P  ',  et  con- 

sidéré comme  un  solide  homogène, 
est  une  surface^  le  plan  tangent  à 
cette  surface  est  parallèle  au  plan  P 
gui  correspond  au  point  de  contact. 

Soient  PBQ  le  volume  séparé  par 
le  plan  P,  et  P'  BQ'  le  volume  égal 
séparé  par  le  plan  P',  infiniment  voisin  du  premier.  Con- 
servons du  reste  la  notation  de  la  question  précédente. 
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Les  volumes  PBQ,  P'B'Q'  étant  égaux,  la  distance  de 
leur  centre  de  gravité  à  un  plan  quelconque  est  propor- 
tionnelle à  la  somme  de  leurs  éléments  de  volume  multi- 
pliés par  leur  distance  à  ce  plan.  Nous  nommerons  cette 
somme  le  moment  du  volume  par  rapport  au  plan. 

Si  nous  prenons  pour  élément  de  volume  le  petit 
prisme  défini  plus  haut,  le  moment  du  volume  PIKP' 
par  rapport  au  plan  P  est  représenté  par  l'intégrale 


>!■ 


x^drj^ 


étendue  à  Taire  PIK.  Lé  moment  du  même  volume  par 
rapport  à  un  plan  perpendiculaire,  mené  suivant  Tinler- 
seclion  IK,  est  représenté  par  l'intégrale 


d^ 


\  x^drr. 


prise  dans  les  mêmes  limites. 

Les  moments  du  volume  QIKQ'  relatifs  aux  mêmes 
plans  s'expriment  de  la  même  manière,  si  nous  conve- 
nons que  les  intégrales  s'élendent  à  l'aire  QIK. 

D'après  cela,  lorsque  le  plan  mobile  passe  de  la  posi- 
tion PQ  à  la  position  infiniment  voisine  P'Q',  le  moment 
relatif  au  plan  P  du  volume  constant  p»  séparé  parle  plan 
diminue  de  la  quantité 


^'d^^    f.x-'do. 


l'intégrale  étant  étendue  à  toute  l'aire  PQ  5  le  moment  du 
même  volume  relatif  au  plan  perpendiculaire  mené  par 
l'intersection  IK  augmente  ou  diminue  de  la  quantité 

d^    I  x^dtj. 


•!■ 


l'intégrale  étant  pareillement  étendue  à  toute  l'aire  de  la 
section  PQ. 

26. 
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Le  premier  accroissement  est  infiniment  petit  par  rap- 
port au  second.  Il  s'ensuit  que  le  déplacement  du  centre 
de  gravité  du  solide  Vy  estimé  suivant  une  perpendiculaire 
au  plan  P,  est  infiniment  petit  par  rapport  au  déplace- 
ment du  même  point  estimé  parallèlement  à  ce  plan.  Ceci 
démontre  le  théorème  annoncé. 

Il  suit  de  ce  théorème  que,  pour  un  corps  flottant,  il 
y  a  autant  de  positions  d'équilibre  qu'on  peut  abaisser  de 
normales  du  centre  de  gravité  du  corps  sur  la  surface  qui 
est  dans  le  corps  le  lieu  du  centre  de  gravité  du  liquide 
déplacé. 

On  peut  dire  encore  que  la  condition  d'équilibre  d'un 
corps  flottant  est  que  la  distance  de  son  centre  de  gravité 
à  la  surface,  lieu  du  centre  de  gravité  du  liquide  déplacé, 
soit  un  maximum  ou  un  minimum. 

La  détermination  des  positions  d'équilibre  est  ainsi 
ramenée  à  la  recherche  d'une  surface.  Donnons  un 
exemple  de  cette  méthode. 

4.  Trousser  les  positions  d 'équilibre  d'un  prisme  droit 
à  base  triangulaire^  qui  Jlotte  sur  un  liquide^  F  une  de 
ses  bases  étant  entièrement  plongée ^  et  l'autre  étant 
tout  entière  au-dessus  du  niveau. 

Soient  ABC  la  base  inférieure,  PQR  la  section  faite 
par  le  plan  de  la  surface  du  liquide.  Le  volume  du  tronc 
de  prisme  immergé  ABCPQR  reste  le  même  dans  toutes 
les  positions  d'équilibre;  il  est  au  volume  du  prisme  en- 
tier dans  le  rapport  de  la  densité  moyenne  du  prisme  en- 
tier à  la  densité  du  liquide.  Nous  regarderons  le  volume 
du  tronc  de  prisme  comme  connu,  et  nous  le  représente- 
rons par  i^. 

Considérons  les  troncs  de  prisme  en  nombre  infini  qui 
ont  la  même  base  ABC  et  le  même  volume  t^  que  le  tronc 
de  prisme  immergé,  et  cherchons  à  déterminer  la  surface 


HYDROSTATIQUE.  4^5 

qui  est  le  lieu  des  centres  de  gravité  de  ces  différents 
corps  supposés  homogènes. 

Soient  O  le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  du 
point  B  sur  le  côté  AC.  Prenons  OA  pour  axe  des  x, 
OB  pour  axe  des  y,  et  une  perpendiculaire  dirigée  dans 
l'intérieur  du  prisme  pour 'axe  des  z.  Représentons  le 
plan  variable  de  la  base  oblique  par  l'équalion 

z=:  ax  -h  b/  -j-  Cy 

et  nommons  Ç,  rî,  Ç  les  coordonnées  du  centre  de  gravité 
d'une  masse  homogène  qui  remplirait  le  tronc  de  prisme 
séparé  par  ce  plan. 

Ces  coordonnées  satisfont  aux  équations 


{') 


•-Ç 


ori 


oK 


=ff^" 

■4-ôj-f-' 

c)dxdx. 

-n-' 

■^hy  '\'c)  xdxdfj 

=//'" 

-^-hy  + 

c]ydxdx. 

-^■/^ 

IX  -h  by 

-hcydxdf^ 

les  intégrales  s'étendant  à  toute  la  base  du  prisme. 

Pour  passer  à  une  position  du  plan  mobile  infiniment 
voisine  de  la  première,  il  faut  différentier  les  équations 
précédentes  en  faisant  varier  seulement  a,  i,  c,  g,  y),  Ç. 
Il  vient 

o=   l    l  {xda -hydb -\- dc)dxdxy 

çdl^  =2   1    I  {xda  -^ydb  '\-  dc)xdxdyy 

vdn=i    j    j  [xda -hydb -^  dc)ydxdy, 

i'd^  =z   j    I  [ax  -^  bf  -\-  c)  [xda  -\-  ydb  -f-  de)  dxdy  ; 
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d'où  l'on  tire 

{2)    ,  di;  =  acli-hbdn. 

Cette  dernière  équation  exprime  que  la  normale  en  un 
point  quelconque  de  la  surface  lieu  des  centres  de  gra^ 
\fité  est  perpendiculaire  au  plan  sécant  qui  répond  à  ce 
point. 

On  a  là  une  nouvelle  démonstration  du  théorème  pré- 
cédent (3,  2°)  pour  le  cas  d'un  prisme  triangulaire.  Cette 
démonstration  vaut  évidemment  pour  un  cylindre  de  base 
quelconque.  Elle  est  même  au  fond  tout  à,  fait  générale; 
car,  en  négligeant  les  infiniment  petits  d'ordre  supé- 
rieur qui  disparaissent  à  la  limite,  on  peut,  dans  le  voi- 
sinage de  la  ligne  de  flottaison,  remplacer  la  surface  d'un 
corps  flottant  quelconque  par  une  surface  cylindrique,  et 
considérer  le  volume  immergé  comme  formé  d'un  cylin- 
dre et  d'un  autre  volume  qui  n'atteint  pas  le  niveau  du 
liquide. 

D'après  cela,  pour  déterminer  les  positions  d'équilibre 
d'un  cylindre  quelconque  terminé  par  deux  plans  per- 
pendiculaires aux  génératrices,  lorsque  ce  corps  flotte  sur 
un  liquide  dans  lequel  une  de  ses  bases  est  entièrement 
plongée^  il  suffit  de  déterminer  les  normales  que  l'on  peut 
abaisser  du  centre  de  gravité  du  cylindre  sur  la  surface 
lieu  des  points  (Ç,  yî,  ^).  Car  le  corps  restera  en  équilibre 
toutes  les  fois  que  l'une  de  ces  normales  sera  placée  ver- 
ticalement, et  que  d'ailleurs  le  volume  du  liquide  déplacé 
sera  égal  à  p». 

Dans  le  cas  du  prisme  triangulaire,  si  Ton  pose 

OA  =  A, 
0C  =  — A,, 
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on  a 

ce  dxdy   =iB(A-A,), 

/yxrf*rfr  =  gB(A'-AÎ), 

ffydxdr=^B'iA-A,), 

f  Cxydxdy  -r:  ly  V  (A'-  Aï), 

JJy^dxdy  =  -Lji^[X-K,). 

Par  suite,  les  trois  premières  équations  (i)  peuvent 
s'écrire 

2(A»+AA,+A?)a4-B(A+A,)6  +  4(A+A,)c=— 15^|, 

(A  -4-  A.) a  +  aB*  +  4c  =  ^^ ^^  ^    n. 

On  en  tire  les  valeurs 

,    — B'(AH- A,)+2B»Ç  +  B(A  +  A,)i, 

"  =  "^'' B»(A-A.)^ ' 

.  ,    — B(A'+A?)  +  B(A  +  A,)Ç  +  2(A»— AA.  +  AHfl 

^  B3(A  — A.)* 

Substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  (2),  intégrant^  et 
déterminant  les  constantes  par  la  condition  que,  pour 
a  =  i  =  o,  on  ait 

I  I  \  ç 

Ç  =  ^(A-4-A,)=Ço,     >3=-5B  =  ïî«,     Ç= =:Ç„ 

^  =iB(A_A.) 
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il  vient 

-l-B(A-4-A.)(?-Ço)(>î-^«). 

Telle  est  l'équation  de  la  surface  lieu  des  centres  de 
gravité^  elle  représente  un  paraboloïde  elliptique^  car 
on  a 

[B(A-4-A,)p— 4B'(A^— AA,H-AÎ)  =  — 3B»(A  — A,)S 

quantité  toujours  négative.  Ce  paraboloïde  a  son  axe  pa- 
rallèle aux  arêtes  du  prisme;  son  sommet  a  pour  coor- 
données Iq,  v}qj  Çq  -,  la  convexité  est  tournée  vers  la  base 
immergée.  Ainsi,,  la  question  est  ramenée  à  déterminer 
les  normales  que  l'on  peut  abaisser  d'un  point  donné  sur 
une  surface  du  second  degré. 

Si  le  centre  de  gravité  du  prisme  entier  est  extérieur 
au  paraboloïde,  on  ne  peut  mener  par  ce  point  qu'une 
seule  normale  à  la  surface  •,  il  n'y  a  qu'une  seule  position 
d'équilibre.  Si  le  centre  de  gravité  est  intérieur  au  para- 
boloïde, on  peut  mener  par  ce  point  une,  trois  ou  cinq 
normales;  il  y  a  autant  de  positions  d'équilibre. 

Si  le  prisme  est  homogène  ou  seulement  composé  de 
couches  homogènes  parallèles  aux  bases,  le  centre  de  gra- 
vité du  prisme  est  situé  sur  l'axe  du  paraboloïde.  Admet- 
tons, en  outre,  que  le  centre  de  gravité  soit  intérieur  à 
la  surface;  nommons  â  sa  distance  au  sommet,  et  p,  pi 
les  paramètres  des  sections  principales,  p  étant  plus  petit 
que  pi.  Si  l'on  did  <ip^  il  n'y  a  qu'une  seule  position 
d'équilibre,  le  prisme  doit  être  vertical  ;  si  Ton  ap<^J<^i, 
il  existe,  outre  la  position  verticale,  deux  autres  posi- 
tions d'équilibre,  symétriques  par  rapport  à  l'un  des  plans 
principaux;  enfin,  si  l'on  a  5^^i,  il  existe,  outre  la 
position  verticale^  quatre  autres  positions  d'équilibre, 
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deux  à  deux  symétriques  par  rapport  aux  plans  princi- 
paux. 

Dans  le  cas  où  la  base  du  prisme  est  un  triangle  équi- 
latéral,  le  paraboloïdc  est  de  révolution.  Alors,  si  le 
centre  de  gravité  du  prisme  se  trouve  situé  sur  l'axe,  dans 
l'intérieur  de  la  surface,  à  une  distance  du  sommet  supé- 
rieure au  paramètre  de  la  courbe  méridienne,  il  existe 
une  infinité  de  positions  d'équilibre  autres  que  la  position 
verticale,  toutes  également  inclinées  à  Thorizon. 

Dawidof,  Journal  de  Crellc^  t.  XXXVIII,  p.  i58;  1847  • 

5.    Troui^er  les  positions  d'équilibre  (Tun  prisme  droite 
yi     g,  triangulaire,  homogène  y  qui Jlotte  sur 

un  liquide  y  les  arêtes  étant  horizon- 
taies. 

Soient  or  la  densité  du  corps,  p  celle 
du  liquide,  ABC  la  section  droite  du 
prisme. 

Il  sufBt  de  considérer  le  cas  où  l'un 

des  sommets  C  est  seul  plongé  dans  le 

liquide  (p.  3g6).  Nommons  D  et  E 

les  points  où  la  surface  du  liquide  coupe  les  côtés  CA,  CB. 

Pour  que  le  prisme  flotte  en  équilibre,  il  faut  que 

l'aire  du  triangle  CDE  soit  à  l'aire  de  la  section  CAB  dans 

le  rapport  des  densités  -•  La  ligne  DE  assujettie  à  cette 

seule  condition  a  pour  enveloppe  une  hyperbole,  dont  CA 
et  CB  sont  les  asymptotes,  et  qui  touche  la  droite  en  son 
point  milieu. 

Pour  l'équilibre  il  faut  encore  que  la  ligne  qui  joint 
les  centres  de  gravité  des  deux  triangles  et,  par  consé- 
quent, la  ligne  parallèle  qui  joint  les  milieux  de  AB  et  de 
DE  soit  perpendiculaire  à  DE. 

La  détermination  des  positions  d'équilibre  revient  donc 
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à  mener  d'un  poinl  donné  des  normales  à  une  hyperbole. 
Si  Ton  nomme  a,  i,  c  les  côtés  du  triangle  opposés  aux 
sommets  A,  B,  C,  m  la  droite  qui  joint  le  sommet  C  au 
milieu  de  la  base  AB,  a  et  /3  les  angles  que  cette  droite 
forme  avec  les  côtés  CA,  CB,  et  que  Ton  prenne  pour  in- 
connues CD  =  j:,  CE=:j^,  les  positions  d'équilibre  seront 
déterminées  par  les  deux  équations 

? 
,         a:^^  2/wcosa.jr  =/* — 2/wcosp.^. 

La  première  définit  le  volume  immergé;  la  seconde  ex- 
prime que  le  milieu  de  AB  est  à  égale  distance  de  D  et  de  E. 

L'élimination  dej^  conduit  à  une  équation  du  quatrième 
degré,  dont  le  dernier  terme  est  négatif.  Cette  équation 
a  deux  ou  quatre  racines  réelles  dont  l'une  est  négative. 
Cette  dernière  doit  être  rejetée  ainsi  que  les  racines  posi- 
tives plus  grandes  que  b.  II  s'ensuit  que  le  problème 
admet  au  plus  trois  solutions. 

Si  nous  supposons  le  triangle  isocèle,  c'est-à-dire  a  =  A, 
les  équations  précédentes  deviennent 

On  y  satisfait,  soit  en  posant 


=y='*\/y 


ce  qui  donne  une  position  d'équilibre,  soit  en  prenant 
pour  X  elj  les  racines  de  l'équation  du  second  degré 


4^  —  c^         <r    , 

2*  — z  H-  -  a^  =  0. 

7,a  p 


Pour  que  les  valeurs  de  x  et  Aey  ainsi  obtenues  donnent 
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une  seconde  position  d'équilibre,  il  est  nécessaire  que  les 
racines  de  cette  dernière  équation  soient  réelles  et  moin- 
dres que  a,  c'est-à-dire  que  l'on  doit  avoir 


Quand  le  triangle  est  équilatéral,  cette  seconde  solution 
devient 


j=-«(3±^3-,6£). 


y 

Pour  qu'elle  convienne  au  problème,  il  faut  que  le  rap- 

G     .  .  8        q 

port  ~  soit  compris  entre  —n^^-^' 

6.  Déterminer  la  position  d^ équilibre  d^un  cube  ho^ 
mogène,  qui  flotte  sur  un  liquide^  en  plongeant  un  seul 
de  ses  sommets. 

Les  portions  d'arêtes  qui  sont  immergées  doivent  avoir 
la  même  longueur  ]  en  sorte  qu'il  ne  peut  y  avoir  plu- 
sieurs positions  d'équilibre. 

Si  l'on  nomme  a  le  côté  du  cube,  or  la  densité  du  corps, 
et  p  celle  du  liquide,  la  longueur  des  parties  d'arêtes  im- 
mergées est 


"(t 


L'équilibre  n'est  possible,  dans  les  conditions  voulues, 
qu'autant  que  le  rapport  -  est  inférieur  à  ^» 

7.  Trois  sphères  de  même  rayon ^  mais  de  densités 
différentes^  Jlotteni  sur  un  liquide  en  se  touchant  Vune 
Vautre,  Quelle  est  V inclinaison  de  leur  commun  plan 
tangent  sur  la  surface  du  liquide? 

Si  l'on  nomme  p  la  densité  du  liquide,  r  le  rayon  des 
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sphères,  C7,  cj',  <j"  leurs  densités,  c,  c',  c''  les  hauteurs  de 
leurs  centres  au-dessus  de  la  surface  du  liquide,  et  y  l'in- 
clinaison cherchée,  on  trouve 

3H  sin'7  =  c{c  —  c')  H-  c'  (c'—c")  -f-  c" [c"  —  c). 

La  distance  c  est  déterminée  par  l'équation 

4«rr»  =  p  (r—  c)*(2r-h  c); 

les  distances  c' ^  c"  sont  déterminées  par  des  équations 
semblables. 

8.  Trois  poids  différents  P,  Q,  ^font  succès siv^ement 
équilijbre  à  un  cylindre  homogène^  qui  est  suspendu  à 
r extrémité  d^une  balance  hydrostatique,  et  plongé  en 
partie  dans  le  liquide.  On  demande  de  trouver  une  re- 
lation entre  les  poids  P,  Q,  R  e«  /e5  distances  corres- 
pondantes a,  i,  c  de  la  base  immergée  du  cylindre  à  la 
surface  du  liquide, 

La  relation  qui  lie  ces  quantités  est  la  suivante  : 

P  (6  —  c) -4- Q  (c  —  û) -f- R  (fl  —  ^)  =  o. 

9.  On  suppose  un  cône  droite  homogène^  dont  le 
sommet  est  fixé  dans  V  intérieur  d^uri  liquide^  à  une  pro- 
fondeur connue.  Le  cône  peut  tourner  librement  autour 

de  ce  point fixe^  et  flotte  en  éley^ant  sa  base  tout  entière 
au-dessus  de  la  surface  du  liquide.  Il  s* agit  de  déter- 
miner r  inclinaison  de  Vaxe  sur  r  horizon. 

Soient  h  la  distance  du  sommet  du  cône  au  niveau  du 
liquide,  /  la  longueur  des  génératrices,  a  Tangle  des  gé- 
nératrices avec  l'axe^  a  la  densité  du  corps  et  p  celle  du 
liquide. 

L'inclinaison  |3  de  Taxe  sur  Thorizon  est  donnée  par 

Téquation 

ûh*        cosa    .  4  ,^  .   .  i-  ,r.  s 

L.-^=-—.  sin'    p  -+-  a   sm'    P  -  a   • 


HYDROSTATIQUE.  J^li 

10.  On  suppose  une  sphère  creuse^  de  rayon  exté- 
rieur  a,  formée  d'une  matière  homogène  de  densité 
connue  a.  Cette  sphère  étant  posée  sur  un  liquide  de  den- 
sité connue  p,  Jlotte  en  plongeant  le  sommet  inférieur 
de  sa  surface  externe  jusqu  à  la  distance  c  du  niueau  du 
liquide.  Déterminer  le  rayon  intérieur  a'. 

On  trouve 


,  /        3  pc'        i  pc^\ 


\  i .  Une  tige  homogène,  dont  l'épaisseur  est  négli- 
geable ^^is-à-vis  de  la  longueur,  est  soutenue  par  un  fil 
attaché  à  son  extrémité  supérieure,  et  plonge  en  partie 
dans  un  liquide^  ou  elle  se  maintient  dans  une  position 
inclinée. 

Connaissant  le  rapport  yi  de  la  densité  de  la  tige  à 
celle  du  liquide,  il  s'agit  de  déterminer  le  rappon  n  de 
la  longueur  totale  de  la  tige  à  celle  de  la  partie  qui 
iélèi^e  au-dessus  de  la  surface. 

On  trouve 

I 


Sll   —    \L 

Herman,  Phoronomia,  p.  iSg. 

12.  Un  plan  mobile  coupe  dans  un  ellipsoïde  homo- 
gène un  volume  constant  \f.  Démontrer  que  le  lieu  du 
centre  de  grai^ité  du  volume  u^  séparé  par  le  plan  sécant, 
est  la  surface  d^un  ellipsoïde  semblable  au  premier  et 
semblablement  placé, 

SECTION  II. 

CORPS    SOUMIS    À    l'action    d'uN    FLUIDE    ÉLASTIQUE. 

1 .  On  suppose  un  liquide  homogène,  de  densité  in- 
connue^ dont  la  surface  est  soumise  à  la  pression  atmo-* 
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sphériguej  et  un  vase  de  poids  connu  p,  à  parois  très- 
minces,  qui  a  la  forme  d^  un  cylindre  droit  ouuert  à  Vune 
de  ses  extrémités. 

On  place  ce  vase  sur  le  liquide  en  le  maintenant  dans 
une  position  verticale^  l'ouverture  tournée  en  haut^  et 
on  le  charge  jusquà  ce  que  son  bord  affleure  la  surface 
du  liquide.  Soit  P  le  poids  quil  a  fallu  ajouter. 

Ceci  fait  y  on  retire  le  vase  plein  d'air  à  la  pression 
atmosphérique^  puis  on  le  pose  sur  le  liquide  en  le  main- 
tenant dans  uuG  position  vertical e^  Vouv^erlure  en  haSy 
sans  laisser  échapper  V  air  quil  contient ,  et  Von  charge 
jusqu'à  ce  que  la  base  affleure  la  siirjace  du  liquide.  Soit 
Q  le  poids  qu'il  a  fallu  ajouter. 

On  demande  quelle  est  la  pression  atmosphérique. 

Soient  : 

ny  la  pression  atmosphérique  sur  l'unité  de  surface; 

p  la  densité  du  liquide  ; 

h  la  hauteur  extérieure  du  vase; 

A  Taire  de  la  base  extérieure  ; 

(3  l'épaisseur  du  fond  ; 

a  l'aire  de  la  section  droite  des  parois  latérales. 

A  —  a  sera  l'aire  de  la  base  intérieure. 

La  première  opération  nous  donne  la  relation 

(i)  P-hp  =  gi^hX. 

Considérons  actuellement  le  cylindre  renversé,  et  soit 
X  la  hauteur  extérieure  de  la  partie  du  cylindre  qui  reste 
remplie  d'air  lorsque  la  base  affleure  la  surface  du  li- 
quide. L'effort  de  Tair  intérieur  pour  soulever  le  vase 

est  ty  (  A  —  a  ) 5  et  la  poussée  du  liquide  agissant  sur 

le  bord  des  parois  latérales  est  (gph  -h  xj)  oc  ]  l'ensemble 
de  ces  deux  forces  doit  faire  équilibre   aux  forces  qui 
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tendent  à  enfoncer  le  vase.  Donc 

X  —  p 

Dans  la  même  position,  la  pression  de  l'air  intérieur  sur 
le  liquide  en  contact  est  égale  à  la  pression  du  liquide 
sur  la  surface  de  cet  air.  Par  suite,  on  a 

(3)  TS  -{-  gpX=ZtS 


x-p 


Les  équations  (i),  (2)  et  (3)  permettent  de  calculer  la 
pression  atmosphérique  rapportée  à  Tunîté  de  surface, 
en  fonction  des  quantités  /?,  P,  Q,  A,  a  et  jS. 

Mais,  par  hypothèse,  a  et  P  sont  de  très-petites  quan- 
tités; on  peut  les  négliger  sans  erreur  considérable. 
Alors,  si  de  l'équation  (2)  on  retranche  Téquation 


ciA-f-  (P-f-/?)  T=cyA-, 


laquelle  résulte  des  équations  (i)  et  (3),  il  vient 

Multipliant  cette  dernière  relation  par  l'équation  (2),  et 
tirant  du  résultat  la  valeur  de  or,  on  trouve 

A(P-Q) 

Telle  est,  à  très-peu  près,  la  pression  de  l'atmosphère 
sur  l'unité  de  surface. 

2.  Baromètre  à  balance  du  P.  Secchi.  —  L'appareil 
se  compose  d'un  tube  barométrique  suspendu  à  l'extré- 
mité d'un  levier  de  premier  genre.  L'extrémité  inférieure 
du  tube  plonge  dans  une  cuvette  fixe  et  profonde,  pleine 
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de  mercure,  sans  s'appuyer  sur  le  fond  du  vase.  Dans 
cette  position,  la  force  qui  tend  à  abaisser  le  tube  est 
égale  au  poids  du  mercure  soulevé  dans  son  intérieur  au- 
dessus  du  niveau  de  la  cuvette,  plus  le  poids  propre  du 
tube  diminué  du  poids  du  mercure  déplacé  par  la  partie 
du  tube  plongeant  dans  la  cuvette.  Un  contre-pdids,  fixé 
sur  la  seconde  branche  du  levier,  fait  équilibre  à  cette 
force.  Comme  cette  force  varie  avec  la  pression  atmo- 
sphérique, l'inclinaison  du  levier  fait  connaître  à  chaque 
instant  la  tension  de  l'atmosphère.  On  peut  même  dispo- 
ser l'appareil  de  manière  qu'un  crayon,  mis  en  mouve- 
ment par  le  levier,  trace  une  courbe  qui  représente  les 
variation^  diurnes  de  la  pression  atmosphérique^  c'est  là 
le  principal  avantage  de  ce  nouveau  baromètre. 

Le  tube  peut  avoir  une  forme  quelconque  5  mais,  afin 
d'augmenter  la  sensibilité  de  l'appareil,  on  fait  le  tube 
d'une  largeur  considérable  dans  la  partie  que  baigne 
l'extrémité  supérieure  de  la  colonne  mercurielle,  et  d'un 
moindre  diamètre  dans  la  partie  qui  descend  au  niveau 
de  la  cuvette.  Alors,  si  la  pression  atmosphérique  vient 
à  augmenter^  la  quantité  de  mercure  soulevée  dans  le 
tube  et  la  force  qui  agit  sur  le  levier  augmentent  non- 
seulement  parce  que  la  hauteur  de  la  colonne  baromé- 
trique est  devenue  plus  grande,  mais  encore  parce  que, 
le  tube  s'étant  abaissé,  il  faut  une  plus  grande  quantité  de 
mercure  pour  former  dans  le  tube  une  colonne  de  même 
hauteur. 

Étudier  la  relation  qui  existe  entre  la  pression  aimo^ 
sphériqucj  la  position  d'équilibre  du  levier  et  la  forme 
du  tube, 

La  partie  du  tube  qui  plonge  dans  le  mercure  de  la 
cuvette  sera  cylindrique,  tant  à  l'extérieur  qu'à  Tinté- 
rieur  : 
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c  sera  l'aire  de  la  section  intérieure  ; 

c'  l'aire  de  la  section  de  la  paroi  solide. 

La  partie  du  tube  que  baigne  rexirémîté  supérieure  de 
la  colonne  mercurielle  sera  terminée  intérieurement  par 
une  surface  de  révolution  autour  de  la  verticale. 

y  et  f(x)  représenteront  le  rayon  de  cette  surface; 
X  sera  la  distance  du  rayon  j^  au-dessus  d'un  plan  hori- 
zontal, et  fixe  relativement  au  tube. 

Soient  encore  ; 

t3  la  hauteur  de  la  colonne barométiique : 

0  l'angle  que  fait  avec  la  verticale  ascendante  la  droite 
menée  du  centre  de  rotation  du  levier  au  point  d'attache 
du  tube  ; 

a  la  longueur  de  cette  droite; 

fx  le  poids  spécifique  du  mercure; 

CTo  et  6o  des  valeurs  particulières  de  ct  et  de  0  corres- 
pondantes à  une  même  position  d'équilibre  choisie  à  vo- 
lonté :  je  supposerai  dans  les  raisonnements  t?  plus  grand 
que  T7o,  toutefois  les  formules  seront  générales; 

P  le  produit  du  poids  que  supporte  Taxe  de  rotation 
du  levier,  par  la  distance  de  cet  axe  au  centre  de  gravité 
de  la  masse  supportée,  quand  la  hauteur  de  la  colonne 
barométrique  est  tj^  et  que  Pappareil  est  en  équilibre  :  le 
tube  et  le  mercure  soulevés  sont  considérés  ici  comme 
une  masse  réunie  au  point  d'attache  sur  le  bras  de  le- 
vier; 

Q'  la  quantité  dont  s'accroît  le  poids  du  mercure  sou- 
levé.^ quand  la  hauteur  de  la  colonne  barométrique  aug- 
mente depuis  CTo  jusqu'à  ct; 

Q  la  diminution  de  poids  qu'éprouvent  les  parois  du 
tube  en  s'enfonçant  dans  le  mercure  de  la  cuvette,  par 
suite  du  même  changement  de  hauteur  barométrique. 

L'origine  des  distances  x  sera  le  plan  horizontal  pas- 

II.    2*  ÉDIT.  2n 


4l8  MÉCANIQUE    RÀTIONMELLE. 

sant  par  le  point  du  tube  où  se  termine  la  colonne  baro- 
métrique. 

On  supposera  que  le  niveau  du  mercure  reste  con- 
stant dans  la  cuvette. 

Le  théorème  des  moments  donne  Téquation  d'équi- 
libre 

(i)  P  sin  (0  —  ôo)  =(Q'  —  Q)ûsinô. 

Il  faut  calculer  Q  et  Q'. 

Quand  la  hauteur  de  la  colonne  barométrique  aug- 
mente de  CT^  à  (7,  le  tube  s'abaisse  de  la  hauteur 

a  {cos6  —  cosôo)» 

D'après  cela,  la  hauteur  de  la  partie  supérieure  du  tube, 
primitivement  vide,  qui  s'est  remplie  de  mercure  par 
l'effet  du  changement  de  pression,  est  égale  à 

a  (cosO  —  cosOo)-4-tj — Oo> 

en  sorte  que,  si  l'on  pose 

(2)  a  (cosO  —  cos9o)=H9 

le  poids  du  mercure  qui  est  venu  remplir  un  espace  pri- 
mitivement vide  dans  la  partie  supérieure  du  tube  sera 
représenté  par  l'intégrale 


XU-hvs  —  vfQ 


La  quantité  H  est  la  hauteur  de  la  partie  inférieure  du 
tube  qui  a  disparu  dans  le  mercure  de  la  cuvette  par 
l'effet  du  changement  de  pression  atmosphérique.  Le 
poids  du  mercure  qui  était  primitivement  soulevé  dans 
cette  partie  du  tube  est  égal  à  cfxH,  et  l'on  a 

XH-*-tr  — w. 
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D'ailleurs,  puisque  Q  est  égal  au  poids  du  mercure  dé- 
placé par  les  parois  du  tube  qui  se  sont  plongées  dans  le 
mercure  de  la  cuvette,  on  a 

(4)  Q  =  c'ptH  =  ûc'fjt  (cosô  —  cosôo)> 

et  par  conséquent  (S),  (4)9 

—  (c  -h  c')ayL [cosQ  —  cosGo)- 

Substituant  cette  valeur  de  Q' —  Q  dans  la  formule  (i), 
on  obtient  Téquation  explicite  d^équilibre 

Psin(0  — Oq) 


^I$in^ 


-+-  (c  •4-c')ûpi(cosô—  cosôo) 


(^)  \  /•H-HW  — CTo 

dans  laquelle  il  faut  concevoir  que  H  soit  remplacé  par 
sa  valeur  (a). 

L'équation  (  5  )  fait  connaître  la  hauteur  de  la  colonne 
barométrique  cj,  en  fonction  de  l'inclinaison  6  du  levier, 
quand  la  forme  du  tube  est  donnée. 

Si  le  tube  est  cylindrique  dans,  sa  partie  supérieure,  en 
nommant  Â  Taire  de  la  section  droite  du  cylindre  in- 
terne, on  aura 

,r  [/(*)]'=  A, 

et  l'équation  (5)  deviendra 

I  rP  sin(ô  — ôo)      ,         ,      .X    /      .  vl 

A  LûfA       smô  ^  '    ^  ^J 

La  dérivée         ,  — î^  s'annule  pour  l'angle  9  qui  satisfait 

àUa  relation 

f£z\  •  ^A  Psinôo 

(6)  sm^  9  = ^-— - . 
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On  en  conclut  que,  dans  le  cas  où  la  section  interne 
supérieure  du  tube,  A,  est  plus  grande  que  la  section 
externe  inférieure  c  -f-  c^,  si  de  plus  les  conditions  de 
Tappareil  sont  telles,  que  la  valeur  numérique  du  second 
membre  de  l'équation  (6)  soit  inférieure  à  Tunité,  il  y 
aura  une  position  d'équilibre  définie  par  cette  équation, 
pour  laquelle  un  accroissement  infiniment  petit  de  pres- 
sion atmosphérique  produira  une  variation  finie  dans 
Tinclinaison  du  bras  de  levier,  c'est-à-dire  que,  dans 
cette  position,  l'équilibre  sera  instable.  Tout  en  laissant 
dans  l'appareil  A  >  c  h-  c',  on  pourra  éviter  cette  insta- 
bilité d'équilibre,  en  faisant  que  le  produit  P  soit  consi- 
dérable, et  que  le  bras  de  levier  a  soit  assez  court. 

Le  cas  d'un  tube  cylindrique  et  partout  de  même  dia- 
mètre c  est  résolu  pour  les  formules  précédentes,  dans 
lesquelles  on  fait  A  =  c. 

La  même  équation  (5)  fait  connaître  la  forme  que  doit 
avoir  le  tube  dans  sa  partie  supérieure,  pour  que  l'angle 
décrit  par  le  levier  (6  —  9^)  soit  une  fonction  doiinée  de 
l'accroissement  de  pression  (xs —  tJo). 

Le  cas  le  plus  intéressant  est  celui  où  l'angle  décrit  est 
proportionnel  à  la  variation  de  la  pression  atmosphé- 
rique .  Nous  allons  l'étudier. 
Soit  donc  donnée  la  relation 

OÙ  a  est  une  constante  choisie  à  volonté. 

Dans  ce  cas,  la  fonction  f  (x)  est  telle,  que  l'équation 
d'équilibre  (5)  se  trouve  vérifiée  identiquement,  quand 
on  y  remplace  n  —  xs^  par  a  (9  —  9^).  Par  conséquent, 
si,  après  avoir  opéré  cette  substitution,  l'on  différentie 
l'équation  par  rapport  à  0,  en  observant  que^ (x)  est  in- 
dépendant de  6,  on  obtiendra  une  seconde  identité  dans 
laquelle  la  fonction/'  se  trouvera  dégagée  de  dessous  le 
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signe    /  ;  et  l'on  en  tirera  immédiatement 

n  s'ensuit  que  les  coordonnées  d'un  point  quelconque 
de  la  courbe  méridienne  appartenant  à  la  surface  inté- 
rieure du  tube  sont  exprimées  en  fonction  d'une  même 
variable  d,  par  les  formules 

/  x=a{cos9 — cosOo)-+-a(ô  —  0o)f 

(7)  j      _  rPsin Qq—  ptfl^  (c  +  c')  sin^oy 

l     .       L   f*îfûasin^O  —  itira^  sïn^d  J 

Dès  lors  il  est  facile  de  construire  la  courbe  par  points; 
car  en  donnant  successivement  différentes  valeurs  à  0 
dans  ces  formules,  on  aura  autant  de  valeurs  correspon- 
dantes de  X  et  de  y.  Les  valeurs  des  coordonnées  ainsi 
calculées,  à  l'aide  d'une  valeur  particulière  6'  de  l'angle  0, 
sont  celles  qui  répondent  à  la  section  du  tube  où  se  ter- 
mine la  colonne  mercurîelle,  lorsque  le  bras  de  levier 
fait  avec  la  verticale  l'angle  9',  ou  bien  lorsque  la  hauteur 
de  la  colonne  barométrique  est 

cjro4-a(e'—  ôo). 

Si  la  partie  supérieure  du  tube  que  baigne  l'extrémité  de 
la  colonne  niercurielle  a  la  forme  définie  par  cette  courbe, 
une  variation  de  hauteur  dans  la  colonne  barométrique 
égale  à  cy  —  tSo  sera  accusée  par  une  rotation  du  levier 

égale  à r-?.  Toute  autre  forme  du  tube  donnerait  aux 

a 

mouvements  de  l'appareil  une  loi  plus  ou  moins  éloignée 

de  cetie  loi  de  proportionnalité. 

Cette  courbe  a  une  asymptote  horizontale  qui  répond 

à  0  =  0,  car  y  devient  infini,  et  x  reste  fini  pour  cette 
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valeur  de  Tangle  0.  La  tangente  à  la  courbe  est  verticale, 
c'est-à-dire  parallèle  à  l'axe  de  révolution,  au  point  qui 
correspond  à  ô  =  90^  5  car  pour  cette  valeur  de  l'angle  6 
la  dérivée  de  jr  par  rapport  à  6  est  nulle,  et  celle  de  x  ne 
l'est  point.  Les  valeurs  de  y  correspondantes  à  des  angles  6 
également  distants  de  90  degrés  sont  égales  entre  elles, 
car  j^  ne  dépend  que  de  sinô;  néanmoins  la  courbe  n'est 
pas  symétrique  par  rapport  à  .l'ordonnée  qui  répond  à 
6  =  90°,  parce  que  x  ne  dépend  point  uniquement  de  sin  S. 

Cette  courbe  s'éloigne  peu  d'une  parallèle  à  l'axe  de 
révolution  dans  une  assez  grande  étendue  de  part  et 
d'autre  du  point  qui  répond  à  0  =  90°.  Il  s'ensuit  que,  si 
l'on  veut  employer  un  tube  cylindrique,  et  en  même 
temps  conserver  autant  que  possible  la  proportionnalité 
des  angles  décrits  aux  variations  de  la  pression  atmo- 
sphérique, on  devra  disposer  l'appareil  de  telle  sorte,  que 
le  bras  de  levier  soit  horizontal  quand  la  pression  atmo- 
sphérique a  sa  valeur  moyenne. 

De  la  même  manière  on  trouvera  la  forme  que  doit 
avoir  le  tube  dans  sa  partie  supérieure,  pour  qu'un  crayon, 
placé  sur  le  bras  du  levier,  s'abaisse  verticalement  d'une 
quantité  proportionnelle  à  l'accroissement  de  pression  at- 
mosphérique. Il  suffit  de  poser 

cj  —  cjo^  a  (cosÔ  —  cos0o)> 

et  d'opérer  comme  dans  le  cas  précédent. 

On  trouve  pour  les  coordonnées  de  la  courbe  méri- 
dienne les  expressions  suivantes  en  fonction  de  l'angle  6  : 

ix  =  (oL-h  a)  (cosÔ  —  cosÔo)? 
_  r—  P sin9o-f-  fitfl^  (g  ->-g')  sin»e  Y 
^~^L  fA7rfl(fl -4-a)sin^0  J 

Pour  une  pression  atmosphérique  donnée  u^,  il  existe 
toujours  une  forme  du  tube  telle,  que  l'appareil  construit 
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avec  ce  tube  restera  en  équilibre  sous  cette  pression, 
dans  toutes  les  inclinaisons  qujil  plaira  de  donner  au  le- 
vier, et  ne  pourra  jamais  être  en  équilibre  sous  toute 
autre  pression. 

Cette  forme  du  tube  peut  se  déterminer  par  un  calcul 
tout  semblable  à  celui  des  problèmes  précédents.  On  l'ob- 
tient immédiatement  en  faisant  a=  o  dans  les  for- 
mules (7)  : 

ix^=a  (cosô  —  cosôo)> 
_  r— Psineo-hfitg^(c-f-c^)sin»Qy 
L  fATra'sin'ô  J 

La  courbe  représentée  par  ces  équations  a  sa  tangente 
verticale  au  point  qui  répond  à  0  =  90®  \  les  coordonnées 
correspondantes  à  des  valeurs  de  6  également  distantes  de 
90  degrés  sont  égales  entre  elles,  sans  cependant  que  la 
courbe  soit  formée  de  deux  arcs  symétriques. 

La  forme  du  tube  et  une  position  particulière  d'équi- 
libre étant  données  à  volonté,  on  reconnaîtra  facilement 
si  l'équilibre  est  stable  ou  instable,  relativement  aux  pe- 
tits mouvements  que  peut  recevoir  le  tube  sans  change- 
ment de  pression  atmosphérique  ou  de  hauteur  dans  la 
colonne  mercurielle. 

Pour  cela  on  calculera  par  les  formules  (9)  le  diamètre 
que  devrait  avoir  le  tube  au  point  où  se  termine  la  colonne 
barométrique  pour  que,  toutes  choses  restant  égales,  l'é- 
quilibre soit  indifférent.  Si  Ton  trouve  un  diamètre  plus 
grand  que  le  diamètre  réel  du  tube  à  l'extrémité  de  la  co- 
lonne, l'équilibre  est  stable;  si  l'on  trouve  un  diamètre 
plus  petit,  l'équilibre  est  instable. 

En  effet,  considérons  le  tube  et  le  mercure  soulevé 
comme  un  pbids  situé  au  point  d'attache  du  tube  sur  le 
levier.  Si  le  tube  a  dans  le  voisinage  de  l'extrémité  de  la 
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colonne  le  diamètre  déterminé  par  les  formules  (9),  un 
petit  mouvement  donné  au  levier  n'élève  pas  le  centre  de 
gravité  du  système  mobile,  ni  ne  Tabaisse,  puisqu'alors 
l'équilibre  est  indifférent.  Si  le  tube  est  d'un  moindre  dia- 
mètre, en  l'abaissant  on  abaisse  un  moindre  poids,  et  en 
rélevant  on  élève  un  plus  grand  poids  que  dans  la  pre- 
mière supposition-,  le  centre  de  gravité  est  donc  élevé  par 
ces  petits  mouvements,  et  par  suite  l'équilibre  est  stable. 
Si  le  tube  est  d'un  plus  grand  diamètre^  le  contraire  a 
lieu,  et  l'équilibre  est  instable. 

Quand  on  tient  compte  des  variations  de  niveau  du 
mercure  dans  la  cuvette,  si  l'on  représente  par  C  -+-  c 
Faire  constante  de  la  section  intérieure  de  la  cuvette,  faite 
au  niveau  du  mercure,  l'équation  principale  (3)  devient 

P(C— c)  sin(0-~0o)  _^C(c4-c']«^ 

fl(CH-c')         smG  C-f-c'    .   ^  *^ 


^'''fo 


H  -t-  w  —  Wo 

[/(.r)]«d:r, 


ou 


«  «C     ,       ^  ^,  P  sm  0  — 0o) 

H  = :;  (cos0  —  cosôfl) 7- -, \    ,        • 

La  discussion  reste  à  peu  pi  es  la  même. 

3.  Un  tube  cylindrique  fermé  par  le  haut,  rempli  en 
partie  d'air  sec,  est  maintenu  dans  une  position  verti- 
cale  sur  une  cuve  pleine  de  mercure  soumis  à  la  pression 
atmosphérique  y  dans  lequel  il  plonge  son  extrémité  ou- 
inerte.  Le  liquide  s'élès^e  dans  le  tube  à  la  hauteur  h  au- 
dessus  du  niveau  de  la  cuve,  et  la  longueur  de  la  portion 
du  tube  qui  contient  de  Vair  est  égale  à  H.  On  enfonce 
le  tube  jusqu'à  ce  que  le  niveau  du  liquide  y  devienne  le 
même  que  dans  la  cuve -y  alors  la  longueur  de  la  portion 
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de  tube  qui  contient  de  Vair  se  réduit  à  H'.  On  demande 
quelle  est  la  pression  atmosphérique. 

Sî  l'on  nomme  p  la  densité  du  mercure  et  xs  la  pression 
atmosphérique  rapportée  à  l'unité  de  surface,  on  trouve 

H 


S?l^ 


H-  H' 


4.  Un  cylindre  homogène  y  de  densité  a  et  de  lon- 
gueur A,  flotte  dans  une  position  verticale  sur  un  liquide 
de  densité  p.  Tout  le  système  est  placé  sous  un  récipient 
plein  d*air  comprimé.  Quelle  es t^  en  fonction  deladen^ 
site  p'  de  Vair  du  récipient ,  la  longueur  x  de  la  partie 
du  cylindre  qui  est  immergée  ? 

On  trouve 

SECTION  III. 

STABILITÉ    DE    l'ÉQUILIBRE    DES    CORPS    FLOTTANTS. 

Considérons  un  corps  solide,  pesant  et  libre  de  toute 
liaison,  qui  flotte  en  équilibre  sur  un  liquide  homogène. 

L'équilibre  est  stable  lorsque  le  centre  de  gravité  du 
corps  est  situé  au^-dessous  du  centre  de  grai^ité  du  liquide 
déplacé. 

L'équilibre  est  encore  stable  lorsque  le  centre  de  gra- 
tuité du  corps  est  situé  au-dessus  de  celui  du  liquide  dé- 
placé, poun^u  que  la  distance  de  ces  deux  points  soit 
inférieure  au  quotient  que  Von  obtient  en  divisant  par 
le  "volume  immergé  le  plus  petit  des  moments  d  ^inertie 
de  la  section  à  Jleur  d'eau  autour  des  droites  menées 
par  son  centre  de  gravité  dans  son  plan. 

Si  le  corps  est  symétrique  relativement  à  un  plan  ver- 


4^6  MÉCANIQUE    BÀTIONNELLE. 

tîcal,  pour  que  l'équilibre  soit  stable  par  rapport  à  des  dé- 
placements infiniment  petits  parallèles  au  plan  de  symé- 
trie, quand  le  centre  de  gravité  du  corps  est  au-dessus  de 
celui  du  liquide  déplacé,  il  suffit  que  la  distance  de  ces 
deux  points  soit  inférieure  au  quotient  que  l'on  obtient 
en  divisant  par  le  volume  immergé  le  moment  d'inertie 
de  la  section  à  fleur  d'eau  autour  de  la  perpendiculaire 
au  plan  de  symétrie  menée  par  le  centre  de  gravité  de  la 
section.  L'équilibre  serait  instable  si  le  contraire  avait 
lieu. 

Nous  nous  bornerons  ici  à  considérer  la  stabilité  de 
Téquilibre  d'un  corps  symétrique  relativement  à  un  plan 
vertical,  en  supposant  que  les  déplacements  et  les  vitesses 
imprimées^ soient  parallèles  au  plan  de  symétrie. 

1.  Un  corps  symétrique  par  rapport  à  un  plan  ver- 
tical flotte  en  équilibre.  Son  centre  de  grav^ité  est  G '^  le 
centre  de  grav^ité  du  liquide  déplacé  est  un  point  H  situé 

Fig.  82. 


au-dessous  du  point  G.  On  déplace  ce  corps  parallèle^ 
ment  au  plan  de  symétrie  d'une  manière  quelconque. 
Triais  sans  changer  le  volume  immergé^  puis  on  le  ra^^ 
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mène  graduellement  à  sa  première  position  d* équilibre^ 
toujours  en  le  faisant  mouvoir  parallèlement  au  plan  de 
symétrie  et  sans  changer  le  "volume  immergé.  Pendant 
ce  mouvement j  la  verticale  qui  passe  au  centre  de  gra- 
vité du  liquide  déplacé  et  la  droite  HGy  considérée  comme 
invariablement  liée  au  corps ^  se  coupent  en  un  point  M, 
qui  se  déplace  sur  la  droite  HG,  et  converge  vers  une 
position  limite.  Cette  position  limite  est  ce  qu'on  nomme 
le  métacentre.  //  s'agit  de  prouver  que  la  hauteur  du 
métacentre  au-dessus  du  point  H  est  égale  au  quotient 
que  l'on  obtient  en  divisant  par  le  volume  immergé  V, 
dans  Vétat  d'équilibre^  le  moment  d*  inertie  A  A*  de  la 
section  à  fleur  d'eau^  A,  autour  d'une  perpendiculaire 
au  plan  de  symétrie  menée  par  le  centre  de  gravité  de 
la  section. 

On  fera  voir  que^  dans  le  cas  où  le  volume  immergé 
est  variable^  la  position  limite  du  point  M  ne  peut  être 
assignée  qu'autant  que  Von  connaît  la  nature  du  mou" 
vement  dans  le  voisinage  de  la  position  d^ équilibre. 

Soient  : 

PQ  la  section  à  fleur  d'eau  dans  l'état  d'équilibre; 

P'Q'  la  section  à  fleur  d'eau  dans  une  position  infini- 
ment voisine  ; 

z  la  distance  du  centre  de  gravité  de  la  section  PQ  à  la 
section  P'Q'5 

RS  une  section  parallèle  à  P'Q',  menée  par  le  centre 
de  gravité  de  la  section  PQ; 

IK  l'intersection  des  deux  plans  BS,  PQ,  laquelle  est 
perpendiculaire  au  plan  de  symétrie; 

c  la  plus  courte  distance  des  droites  IK  et  HG; 

6  l'angle  des  deux  plans  PQ,  RS,  ou  bien  l'angle  de 
HG  avec  la  verticale  ; 

a  la  distance  HG  ; 

p  la  densité  du  liquide. 
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Les  quantités  infiniment  petites  z  et  6  seront  consi- 
dérées comme  infiniment  petites  de  premier  ordre;  les 
infiniment  petits  d^ordre  supérieur  disparaîtront  dans  le 
calcul. 

D'après  cela,  le  volume  P'Q'QP  peut  être  considéré 
comme  celui  d'un  cylindre  construit  sur  la  base  PQ;  il 
est  égal  à  l'aire  de  la  base,  A,  multipliée  par  la  distance  z 
des  centres  de  gravité  des  deux  bases. 

11  s'ensuit  que  la  pression  résultante  est 

Calculons  la  somme  des  moments  des  pressions  autour 
d'une  perpendiculaire  au  plan  de  symétrie  menée  par  le 
point  G*,  et^  dans  ce  calcul,  comptons  positifs  les  moments 
des  forces  qui  tendent  à  ramener  le  corps  à  sa  première 
position  d'équilibre. 

Nous  voyons  d'abord  que  la  somme  dont  il  s'agit  est 
égale  et  contraire  au  moment  du  poids  du  liquide  qui 
remplirait  le  volume  immergé.  Ce  volume  lui-même  se 
compose  du  volume  PBQ,  plus  le  volume  P'Q'SR,  plus 
le  volume  QIKS,  moins  le  volume  PIKR. 

Pour  le  volume  PBQ,  le  moment  du  poids  est 

gpVasinB     ou     gpYaO. 

Pour  le  volume  P'Q'SR  le  moment  du  poids  est  égal  au 
produit  du  poids  ^p  A^  par  la  distance  delà  droite  IK  à  la 
verticale  du  point  G.  Mais,  comme  le  poids  est  déjà  un 
infiniment  petit,  on  peut  remplacer  cette  distance  variable 
par  la  distance  constante  c  qui  en  diffère  infiniment  peu. 
Alors  le  moment  cherché  devient 

gpAcz. 

Quant  aux  volumes  QIKS,  PIK.R,  on  peut  les  conce- 
voir décomposés  en  éléments  prismatiques  élevés  perpen- 
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diculairement  sur  les  éléments  dK  de  la  section  PQ.  Sî 
l'on  nomme  x  la  distance  de  Télément  //Â  à  la  lîgne  IK, 
cette  distance  étant  comptée  positive  à  droite  de  IK  et 
négative  à  gauche,  la  hauteur  du  prisme  sera  db  x  tang  9 
ovL±x6^  la  distance  de  son  centre  de  gravité  à  la  même 
ligne  sera  x,  en  négligeant  toujours  les  infiniment  petits 
de  second  ordre.  Par  suite,  la  différence  entre  le  moment 
du  poids  du  volume  QIKS,  et  le  moment  du  poids  du  vo- 
lume PIKR,  s'exprimera  par  l'intégrale 


^gpBJx 


(x  —  c)  ci  A, 


étendue  à  toute  la  section  PQ.  Mais,  puisque  la  ligne  IK 
passe  au  centre  de  gravité  de  cette  section,  on  a 


/■ 


xdA  =:  O, 


et  rintégrale  se  réduit  au  seul  terme 

—  gpAA^Q. 

D'après  ces  valeurs,  la  somme  des  moments  des  pres- 
sions est 

(U)  gpi-^YaB—Acz-^-Ak'Q). 

Divisant  cette  somme  par  la  pression  résultante,  nous 
aurons  la  distance  de  celte  pression  à  l'axe  des  moments  ; 
divisant  encore  par  sin  9  ou  par  0,  nous  aurons  la  distance 
du  point  G  au  point  M  où  la  droite  HG  est  coupée  par  la 
verticale  qui  passe  au  centre  de  gravité  du  liquide  déplacé, 
et  la  distance  obtenue  sera  positive  si  le  point  M  est  au- 
dessus  du  point  G.  Il  vient 


GM 


=  (xP—aV'--Ac^\  (V-f-Az)-', 
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et  à  la  limite, 

,.      /.,,      Ait*              Ac,. 
lim .  GM  ==  — a — -  lim . 


©• 


Or,  si  z  n'est  point  nul,  la  limite  du  rapport  -  dépend 

de  la  manière  dont  le  corps  revient  à  sa  position  d'équi- 
libre^ en  sorte  que  l'on  ne  peut  assigner  la  position  limite 
du  point  M  sans  connaître  la  nature  du  mouvement,  à 
moins  que  la  distance  c  ne  soit  nulle.  Mais  si  z  est  nul, 
c'est-à-dire  si  le  volume  immergé  est  invariable,  alors  la 
distance  de  la  position  limite  du  point  M  au  centre  de 
gravité  du  corps  est 

"v — ^' 

cette  distance  étant  comptée  positive  ou  négative,  suivant 
que  le  point  M  est  au-dessus  ou  au-dessous  du  centre  de 
gravité.  En  d'autres  termes,  la  hauteur  du  métacentre  au- 
dessus  du  point  H  est  -=-j  comme  nous  l'avons  annoncé. 

Si  l'on  rapproche  ce  résultat  de  la  règle  citée  au  com- 
mencement de  cette  Section,  on  voit  que  V équilibre  est 
stable  ou  instable,  suwant  que  le  métacentre  est  situé 
au-dessus  ou  au-dessous  du  centre  de  gravité  du  corps. 
L'équilibre  serait  indiffèrent  si  le  métacentre  coïncidait 
avec  le  centre  de  gravité. 

Cette  dernière  proposition,  évidente  par  elle-même 
quand  on  se  borne  à  considérer  la  stabilité  de  l'équilibre 
par  rapport  à  des  déplacements  qui  n'altèrent  point  le 
volume  immergé,  a  été  donnée  par  Glairaut,  pour  ce 
cas  seulement,  dans  le  Traité  du  Navire,  C'est  à  ce  géo- 
mètre que  l'on  doit  l'expression  de  métacentre. 

Duhamel,  Journal  de  l'École  Polytechn.^  XXIV*»  Cahier, 
p.  12;  i832. 
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2.  Quelle  est  la  condition  de  stabilité  pour  un  prisme 
rectangulaire  homogène,  dont  la  base  est  horizontale^ 
"  relati{fement  à  des  déplacements  parallèles  aux  faces 
verticales  ? 

Soient  a  el  b  les  deux  côtés  de  la  base,  c  la  hauteur, 
(7  la  densité  du  corps  et  p  celle  du  liquide. 

Le  volume  immergé  est  -  abc. 

? 
La  hauteur  du  centre  de  gravité  du  prisme  au-dessus 

du  centre  de  gravité  du  liquide  déplacé  est  égale  à 


^(-;)' 


Le  moment  d'inertie  de  la  section  à  fleur  d'eau,  autour 
d^un  axe  mené  par  le  centre  de  cette  section  parallèle- 
ment au  côté  £,  a  pour  expression 


r: 


hx^dx  =  —  ô«\ 

12 


La  condition  de  stabilité  pour  des  déplacements  paral- 
lèles aux  faces  {ac)  est  donc 


—  ba' 


ou  bien 


? 


L'équilibre  serait  instable  si  le  premier  membre  était 
inférieur  au  second  ;  il  serait  indifférent  si  les  deux  mem- 
bres étaient  égaux. 

EncycL  Metrop.  Mix.  Sc.f  vol.  I,  p.  igS. 

3,  Un  prisme  droit  homogène,  dont  la  base  est  un 
triangle  isocèle,  flotte  sur  un  liquide.  La  face  latérale 
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qui  répond  à  la  base  du  triangle  isocèle  est  horizontale 
et  tout  entière  située  au-dessus  du  niveau.  Trouver  la 
condition  de  stabilité  pour  des  déplacements  parallèles 
à  l'un  des  deux  plans  verticaux  gui  partagent  le  corps 
en  deux  parties  symétriques. 

Soient  /  la  longueur  du  prisme,  2&  la  base  du  triangle 
isocèle,  a  Fangle  au  sommet,  <t  la  densité  du  corps  et  p 
celle  du  liquide. 

Pour  des  déplacements  parallèles  aux  bases  du  prisme, 
la  condition  de  stabilité  est 


itangî>.(y/i-^)    • 


Pour  des  déplacements  parallèles  au  plan  de  symétrie 
qui  coupe  le  corps  suivant  l'arête  inférieure,  la  condition 
de  stabilité  est 

cos*  -  <  -  • 

2  p 

Si  la  base  est  un  triangle  isocèle  rectangle,  et  que  les 
déplacements  lui  soient  parallèles,  le  niveau  du  liquide 
divise  en  deux  parties  égales  la  distance  du  métacentre  au 
centre  de  gravité  du  liquide  déplacé. 

BouGUER,   Traité  du  Navire^  p.  266. 

4.  Trouy^er  la  condition  de  stabilité  pour  un  cône 
droit  et  homogène ^  dont  l'axe  est  vertical  et  le  sommet 
plongé  dans  le  liquide. 

Si  Ton  nomme  r  le  rayon  de  la  base,  h  la  hauteur  du 
cône,  (7  la  densité  du  corps  et  p  celle  du  liquide,  on  trouve 
la  condition 


Daniel  Bernoulli^  Comment ,  Acad.  Petrop,^  1738,  p.  162. 
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6.  Trouver  la  condition  de  stabilité  pour  un  (ylindre 
droit  et  homogène^  dont  Vaxe  est  vertical. 

Si  Ton  nomme  rie  rayon  de  la  base,  h  la  hauteur,  a  la 
densité  du  cylindre  et  p  celle  du  liquide,  on  trouve  la 
condition 

h'  ^         f 

Daniel  Bebnoulli,  ihid, 

6.  Trouver  la  condition  de  stabilité  pour  un  para- 
boloïde  de  révolution  homogène^  terminé  par  un  plan 
perpendiculaire  à  Vaxe,  et  dont  Vaxe  est  vertical. 

Si  l'on  nomme  p  le  paramètre  de  la  parabole  généra- 
trice, h  la  longueur  de  Taxe,  <7  la  densité  du  corps  et  p 
celle  du  liquide,  on  trouve  la  condition 


2b 


>-\/5- 


Archimède  éludie  la  stabilité  de  l'équilibre  du  parabo- 
loïde  de  révolution  dans  le  second  livre  du  traité  Des 
corps  portés  sur  un  fluide, 

SECTION  IV. 

PETITES    OSCILLATIONS    DES    CORPS    FLOTTANTS . 

Nous  nous  bornerons  à  considérer  un  corps  partagé  en 
deux  moitiés  symétriques  par  un  plan  vertical,  ce  qui  est 
le  cas  d'un  navire.  Nous  supposerons  que  l'on  ait  légère- 
ment écarté  le  corps  d'une  position  d'équilibre  stable,  en 
imprimant  à  tous  ses  points  une  faible  vitesse  parallèle 
au  plan  de  symétrie.  Il  en  résultera  des  oscillations  qui 
seront  évidemment  parallèles  au  même  plan. 

Conservons  la  notation  et  la  figure  du  problème  1  de 

ir*     2*  ÉDIT.  28 
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la  Section  précédente  (p.  4'^6).  De  plus,  nommons  x  la 
dis  lance  du  centre  de  gravité  du  corps  au-dessous  du  plan 
horizontal  sur  lequel  est  situé  ce  point  dans  la  position 
d'équilibre,  et  h  le  rayon  de  giration  du  corps  autour 
d'une  perpendiculaire  au  plan  de  symétrie  menée  par  le 
centre  de  gravité*,  Vp/i*  sera  le  moment  d'inertie  du  corps 
autour  de  celte  perpendiculaire. 

•  Nous  négligerons  les  termes  du  second  degré  par  rap- 
port aux  petites  quantités  x,  z  et  0. 

Nous  n'avons  pas  à  nous  occuper  du  mouvement'  hori- 
zontal du  centre  de  gravité  :  il  sera  nul,  ou,  si  l'on  veut, 
il  sera  rectiligne  et  uniforme. 

Quant  au  mouvement  vertical,  il  sera  régi  par  l'équation 

qu'on  obtient  en  égalant  la^force  effective,  Vp-r—,  à  la 

résultante  des  forces  qui  sollicitent  le  corps  dans  la  direc- 
tion de  la  pesanteur.  Cette  résultante  est  égale  à  la  diffé- 
rence en  ire  le  poids  du  corps  et  le  poids  du  liquide  dé- 
placé; et,  dans  le  degré  d'approximation  qui  a  été  adopté, 
cette  différence  se  réduit  au  poids  du  liquide  qui  rempli- 
rait le  volume  P'Q'SR  considéré  comme  un  cylindre.  On 
a  donc 

Négligeant  toujours  les  quantités  du  second  ordre,  on  a 
(i)  xzzzz-hcO, 

et  l'équation  précédente  devient 

I .  : 

Il  reste  à  trouver  l'équation  qui  représente  le  mouve- 
ment de  rotation  du  corps  autour  de  son  centre  de  gravité. 
Pour  cela  il  suffit  d'égaler  le  moment  des  forces  effectives. 


HYDROSTATIQUE.  435 

Vp/i*  —-5  au  moment  des  forces  appliquées,  lequel  est 

représenté  en  signe  contraire  par  la  formule  (U),  p.  4^9- 
Il  vient 

Afin  de  n'avoir  que  deux  variables,  il  convient  de  rem- 
placer z  par  sa  valeur  tirée  de  l'équation  (i).  Si,  de  plus, 
on  pose 


en  sorte  que  i  soit  le  rayon  de  giration  de  la  section  PQ 
autour  d'une  perpendiculaire  au  plan  de  symétrie  menée 
par  le  point  où  la  droite  HG  perce  la  section  considérée, 
on  aura 

Les  équations  (2)  et  (3)  sont  linéaires  à  coefficients 
constants*,  elles  sHntègrent  par  la  méthode  connue. 
Si  l'on  pose,  pour  abréger, 

fi  A  A/^  —  Vrt 

les  équations  deviennent 

d^B  c 

—  ~/ii-(a:-«0)  =  o; 

et,  en  désignant  par  r^,  r,  les  racines  de  Téquation 

^V —  (/i*  -+-  en)  mr-=zcnC  [c  —  *?), 

par  Al,  At,  0^1,  ol^  des  constantes  arbitraires,  les  intégrales 

28. 
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sont 

a:  =  A,  sin(^^+  a,)  -h  Ai s\n{ ^r^t  -h  oLi) y 

6=  A, î-sin  (Jnt  -h  a,)  H-  Aj sin  (J r^t -h  at) . 

me  ^  me  ^^  ' 

Lorsque  le  corps  est  tel,  que,  dans  la  position  d'équi- 
libre, les  centres  de  gravité  du  corps  et  de  la  section  à  fleur 
d'eau  soient  sur  une  même  verticale,  alors  la  distance  c  est 
nulle,  et  les  équations  du  mouvement  ont  pour  intégrales 

x=:A,sin(i/Ç^-i-a.  j, 

0  =  A,  sin  I  y/^  (A/^  -  V«)  f -f- aj. 

La  durée  d'une  oscillation  verticale  est  ir  i/— ->  et  celle 

V  S'A. 

d'une  oscillation  angulaire  tt  4 /     .  ^  . — — — r .  Les  ampli- 

V  g\kh^  —  Va)  ^ 

tudesde  ces  deux  oscillations  sont  indépendantes  l'une  de 
l'autre. 

II  ne  faut  point  oublier  que,  dans  toutes  ces  formules, 
les  distances  a  et  c  sont  positives  quand  elles  ont  les  direc- 
tions que  leur  assigne  la  6gure,  et  négatives  quand  elles 
ont  des  directions  contraires. 

Les  oscillations  des  corps  flottants  ont  été  étudiées  suc- 
cessivement par  Daniel  Bemoiilli  (*),  Euler  ('),  d'Alem- 
bert  (')  et  Bossut  (*).  M.  Molins  (')  a  repris  la  même 


(*)  Comment,  Acad.  Pctrop.,  i/Sg,  p.  loo. 

(*)  Scienlia  navalis,  part.  II,  cap.  iv;  1749- 

(•)  Essai  d'une  nouvelle  théorie  de  la  résistance  des  fluides f  cbap.  Ti; 
1753.  —  Opuscules f  t.  I,  p.  104. 

{*)  Sur  V arrimage  des  vaisseaux.  Prix  de  rAcadémie  des  Sciences  dd 
Paris,  t.  IX  j  1766. 

(•)  Journal  de  M,  Liouuille,  t.  lil,  p.  33  j  18S8. 
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question  sans  limiter  en  rien  la  forme  du  corps  et  la  di- 
rection des  petits  mouvements. 

A  l'aide  des  formules  qui 'précèdent,  on  n'aura  aucune 
difficulté  à  résoudre  les  problèmes  suivants  : 

I .  Un  prisme  homogène  à  base  carrée  y  flottant  sur  un 
liquide^  a  été  légèrement  écarté  de  la  position  d^  équilibre 
stable^  où,  l'une  des  faces  latérales  est  horizontale ,  par 
un  petit  déplacement  parallèle  à  la  base.  Déterminer 
la  longueur  du  pendule  simple  qui  oscille  dans  le  même 
temps. 

Soient  b  le  côté  de  la  base,  <7  la  densité  du  corps, 
p  celle  du  liquide  et  /  la  longueur  cherchée. 

S'il  s'agit  des  oscillations  verticales  du  centre  de  gra- 
vité, on  trouve 

P 

et  s'il  s'agit  des  oscillations  autour  d*une  perpendiculaire 
à  la  base,  menée  par  le  centre  de  gravité, 


ib 


p<7 


p^ —  6pff  -I-  6ff^ 
Daniel  Bernoulli,  Comment,  Aead,  Petrop,^  1789,  p.  106. 

2.  Même  problème,  en  supposant  que  la  section  du 
prisme  soit  un  triangle  isocèle ^  et  que,  dans  la  position 
d^ équilibre  stable^  la  face  latérale  correspondante  à  la 
base  du  triangle  isocèle  soit  horizontale  et  située  au- 
dessus  du  liquide. 

Soient  26  la  base  du  triangle  isocèle,  q  la  hauteur  du 
même  triangle,  a  la  densité  du  prisme,  p  celle  du  liquide, 
et  /  la  longueur  du  pendule  qui  oscille  dans  le  même 
temps. 

S'il  s'agit  des  oscillations  verticales  du  centre  de  gra- 
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vile,  on  trouve 


■=Wv 


et  sHl  s'agit  des  oscillations  autour  d^une  perpendiculaire 
à  la  base,  menée  par  le  centre  de  gravité, 


="■ 


-KVi-'(-v/=)] 

EncycL  Metrop,  Mixed  Sc.y  vol.  I,  p.  ig^. 

3 .  Vn  paraboloïde  de  réi^olution  homogène,  terminé 
par  un  plan  perpendiculaire  à  Vaxe,  flotte  sur  un  li- 
quide i  Vaxe  est  vertical,  et  le  sommet  en  bas.  Connais- 
sant la  durée  T  des  petites  oscillations  verticales  que  ce 
corps  exécute^  il  s^agit  de  déterminer  la  distance  du 
sommet  du  corps  à  la  surface  du  liquide,  dans  la  position 
d^  équilibre, 

La  distance  cherchée  est 


SECTION  V. 

ÉQUILIBRE  DES  VASES  QUI  C019TIENNENT  DBS  LIQUIDES. 

Lorsqu'un  vase  contenant  un  liquide  repose  en  équi- 
libre sur  un  support,  le  poids  du  vase  et  la  pression  du 
fluide  sur  les  parois  font  équilibre  à  la  réaction  du  sup- 
port. 

1.  Une  demis phère  creuse  y  remplie  d'un  liquide^ 
s^  applique  contre  un  plan  vertical  de  manière  à  fermer 
exactement  Voui^erture,  et  appuie  sa  surface  com^exe 
contre  un  plan  incliné  qui  coupe  le  premier  plan  sviuant 
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une  droite  horizontale.  On  demande  quelle  est  la  pres- 
sion exercée  sur  le  vase  par  chacun  des  deux  plans, 
dans  Vétat  d^ équilibre ^^  et  quel  est  le  plus  grand  angle 
des  deux  plans  qui  permette  à  V équilibre  de  subsister,  le 
poids  de  l'' enveloppe  hé misphé tique  étant  négligeable 
vis'à-vis  du  poids  du  liquide. 

Soient  r  le  rayon  intérieur  de  la  sphère,  p  la  densité 
du  liquide,  a  l'angle  des  deux  plans,  S  la  pression  du  plan 
vertical  contre  le  bord  du  vase,  R  la  pression  du  plan 
incliné,  P  la  pression  résultante  du  liquide  sur  la  demi- 
sphère,  6  l'angle  de  cette  force  avec  la  verticale. 

Les  trois  forces  S,  R,  P  doivent  se  détruire  dans  l'état 
d'équilibre.  Or  les  deux  dernières  passent  par  le  centre 
de  la  sphère;  donc  la  force  S  passe  de  même  au  centre  de 
la  sphère.  De  plus  ces  trois  forces  sont  situées  dans  un 
même  plan  vertical.  Il  en  résulte  que  les  conditions  d'é- 
quilibre se  réduisent  à  celles-ci,  que  la  somme  des  pro- 
jections horizontales  des  trois  forces  soit  nulle,  ainsi  que 
la  somme  des  projections  verticales.  De  là  les  équations 

S-f-  Psine  =  Rcoba, 
PcosÔ  -r.-.  Rsiiia. 

Mais  P  cos9  est  le  poids  du  liquide  ou  t^  iLgpr^  -,  P  sinS 

est  la  pression  résultante  sur  le  plan  vertical  ou  iigpr^. 
Substituant  ces  valeurs  dans  les  équations  précédentes, 
on  en  tire 

R  rzi:  -  Ttgp  r'  cosec  a , 

Telles  sont  les  valeurs  cherchées. 
La  pression  S  ne  pouvant  être  négative,  il  s'ensuit  que 
la  plus  grande  valeur  de  l'angle  a  compatible  avec  l'équi- 
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libre  est  celle  qui  annule  la  pression  S,  savoir  : 
a  =  arc  lang  -  • 

2.  On  verse  lentement  un  liquide  dans  un  vase  cylin- 
drique,  qui  est  debout  sur  un  plan  incliné.  Le  vase  fi^ 
nira  par  se  rem^erser,  s* il  ne  peut  pas  s^écliapper  en 
glissant  sur  le  plan.  On  demande  quelle  quantité  de 
liquide  il  faut  introduire  pour  produire  ce  rem^ersement, 
le  poids  du  vase  et  r épaisseur  de  ses  parois  étant  négU- 
geables. 

Soient  r  le  rayon  du  cylindre  et  a  la  tangente  de  l'in- 
clinaison du  plan  sur  Thorizon. 

Le  volume  du  liquide  qui  produira  la  chute  du  vase  est 


I 


-*-\/^-^^-r^ 


3,  Un  vase  hém'sphérique,  homogène^  à  parois  très- 
minces,  dont  le  poids  est  P  t:t  le  rayon  de  la  surjace  r, 
contieui  un  poids  de  liquide  égal  à  Q,  Ce  vase  étant 
posé  sur  le  sommet  d'une  spJière  fixe  de  rajon  r\  de 
manière  que  le  bord  soit  horizontal,  on  Vincline  tant 
soit  peuy  en  le  faisant  rouler  sur  la  sphère  ^xe  d^un 
très^petit  angle  ^  puis  on  attend  que  le  liquide  soit  revenu 
au  repos.  On  demande  de  tj^ouverla  condition  à  laquelle 
doii^ent  satisfaire  les  poids  P,  Q  et  les  rayons  r,  r',  pour 
que  le  vase'  abandonné  dans  cet  état  tende  à /'éprendre 
sa  position  primitive. 

La  condition  demandée  est 

P  2r 


q^  r'  —  r 
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CHAPITRE  IIL 

ÉQUATIONS  GÉNÉRALES  DE  L'ÉQUILIBRE  DES  FLUIDES. 


Jusqu'ici  nous  avons  considéré  des  fluides  sollicités  par 
la  seule  force  de  la  pesanteur;  nous  allons  considérer, 
dans  ce  chapitre,  des  fluides  sollicités  par  des  forces  quel- 
conques. 

Soient  : 

j:,  y^  z  les  coordonnées  rectangulaires  d'un  élément 
du  fluide  ; 

jO  la  densité  du  fluide  en  ce  point; 

p  la  pression  au  même  point,  rapportée  à  l'unité  de 
surface  ; 

X,  Y,  Z  les  composantes  parallèles  aux  axes  de  toutes 
les  forces  qui  sollicitent  l'élément  considéré,  ces  compo- 
santes étant  rapportées  à  Tunité  de  masse  et  exprimées 
en  fonction  de  j:,y,  z. 

Pour  que  le  fluide  soit  en  équilibre,  il  faut  et  il  suffit 
qu'en  chaque  point  de  sa  masse  on  ait  la  relation 

dp  =  p{Xdx  +  Ydx  -hZdz). 

L'intégraledu  second  membre  est  la  valeur  de  la  pression. 
Dans  Tétai  d'équilibre,  la  pression  est  une  fonction  des 
coordonnées,  et,  par  suite,  la  sommelLdx-^'^ dy-^-Zdz 
est  la  différentielle  exacte  d'une  fonction  des  coordonnées 
^j  jr>  ^^  considérées  comme  variables  indépendantes.  Il 
en  résulte  que,  si  l'on  se  donne  à  volonté  les  composantes 
X,  Y,  Z,  l'équilibre  n'est  pas  toujours  possible  sous  ce  sys- 
tème de  forces.  Pour  qu'il  soit  possible,  il  faut  que  la  fonc- 
tion Xdx  •+-  Ydy  -f-  Zdz  soit  une  différentielle  exacte. 
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Quand  cette  condition  est  remplie,  Téquation 

dpzrzo      ou      X  </:f  -h  Y  //j  -f-  Z^Z  =  O 

est  Téquatîon  différentielle  commune  à  toutes  les  surfaces 
sur  chacune  desquelles  la  pression  est  constante. 

Le  problème  général  de  l'équilibre  des  fluides  excita 
vivement  l'inlérêt  des  géomètres  au  temps  de  Newton, 
parce  qu  il  devait  les  conduire  à  déterminer  la  figure  de 
la  terre  et  des  autres  planètes,  dans  l'hypothèse  où  ces 
corps  auraient  été  primitivement  fluides. 

Huyghens  et  Newton  (*)  ne  connurent  pas  complète- 
ment la  condition  nécessaire  à  l'équilibre  d'une  niasse 
fluide.  Le  premier  donna  pour  unique  condition  la  per- 
pendicularité  de  la  force  à  la  surface;  le  second  admit 
pour  condition  l'équilibre  d'une  colonne  fluide  allant  du 
centre  à  la  surface.  Or  ces  deux  conditions  peuvent  être 
satisfaites^  même  simultanément,  sans  qu'il  y  ait  équi- 
libre; car,  pour  l'équilibre  de  la  masse  entière,  il  faut 
qu'une  partie  quelconque  du  fluide,  considérée  comme  un 
corps  solide,  soit  en  équilibre  sous  l'action  des  forces  qui 
la  sollicitent. 

Daniel  Bernoulli  parait  avoir  donné  le  premier  la  vé- 
ritable condition  d'équilibre.  Il  s'exprime  en  ces  termes 
dans  son  Hydrodynamique ,  publiée  en  1738  (sect.  II, 
théor.  2)  : 

((  In  aqua  stagnante  tubus  utcumque  formatus  fingi 
»  potest,  in  quo  utique  aqua  situm  servabit,  quem  antea 
»  habuit^  cum  perinde  sit,  sive  aqua  tuboinclusa,  coer- 
»  ceatur  lateribus  tubi,  sive  circumstagn^nte  aqua.   » 

L'équation  générale  rappelé^  précédemment  n'est  que 
la  traduction  de  ce  principe.  On  la  doit  à  Clairaut  (**). 


(*)  Prineipia,  lib.  III,  prop.  19. 

(**)  Théorie  de  la  figure  de  la  Terre;  i-j^i. 
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SECTION  I. 

FLUIDES  INCOMPRESSIBLES. 

1 .  Déterminer  lafigure  iï  équilibre  d'une  masse  fluide, 
dont  chaque  molécule  est  sollicitée  suivant  trois  direc^ 
lions  rectangulaires  f  par  trois  forces  qui  varient  respec- 
tii^ement  comme  les  distances  à  trois  plans  donnés. 

Soient 

ax  -^by  -^  cz  z=  d,     a'x  -^  h' y  -I-  c'z  =  rf', 
û"ar  -f-  yy  -h  c''z  =z  d\ 

les  équations  des  plans  donnés,  par  rapport  à  des  axes  pa- 
rallèles aux  directions  des  trois  forces. 
On  aura 

^       ^  ax  -h  by  -h  cz  —  d 

s/a^-^b'-hc^ 

1,  X',  X",  fx,  fji',  [i!'  désignant  des  constantes. 

Substituant  ces  valeurs  dans  Téquation  différentielle 

ILdx  H-  Ydy  +  Zdz  =  o, 

et  intégrant,  on  aura  l'équation  finie  de  la  surface  exté- 
rieure. On  voit  que  cette  surface  est  une  surface  du  se- 
cond degré, 

2.  Une  sphère  creuse  est  remplie  dun  fluide  pesant 
et  homogène;  à  V extrémité  supérieure  du  diamètre  ver- 
tical est  un  centre  d'action,  qui  attire  chaque  molécule 
proportionnellement  à  sa  distance.  On  suppose  que  la 
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pression  est  nulle  au  sommet  de  la  sphère.  Montrer  : 
i^  que  la  pression  exercée  sur  V hémisphère  inférieur  est 
triple  de  la  pression  exercée  sur  V hémisphère  supérieur^ 
2°  que  la  pression  sur  le  "vase  serait  nulle  y  et  que  la 
sphère  serait  une  figure  naturelle  d' équilibre ,  si  V action 
du  centre  sur  Vanité  de  masse  située  à  Vunité  de  dis-- 
tance  était  égale  au  quotient  du  nombre  g  par  le  rayon 
de  la  sphère^  3°  que^  dans  le  cas  oii  V action  du  centre 
sur  Vunité  de  masse  située  à  fuiiité  de  distance  serait  une 
répulsion  égale  au  quotient  dont  on  vient  de  parler, 
la  pression  sur  le  vase  serait  la  même  que  si  le  fluide 
n^  était  sollicité  par  aucune  force  autre  que  la  pesanteur^ 
et  que  sa  densité  fût  doublée • 

3.  On  suppose  un  vase  dont  on  connaît  la  forme  et  la 
masse  M,  qui  contient  un  volume  donné  V  d'un  liquide 
de  densité  p,  et  qui  est  assujetti  à  glisser  sur  un  plan 
horizontal  parfaitement  uni.  Ce  vase  est  traîné  par  un 
poids  P  qui  le  tire  horizontalement  à  l'aide  d*un  fil  sans 
masse  engagé  sur  une  poulie  de  renvoi.  Déterminer  la 
^forme  qu  affecte  la  masse  liquide  lorsqu  elle  est  des^enue 
immobile  par  rapport  aux  parois  du  vase. 

On  peut  considérer  le  système  comme  absolument 
immobile,  pourvu  que  Ton  regarde  chaque  molécule  du 
liquide  comme  sollicitée,  non-seulement  par  la  pesanteur, 
mais  encore  par  une  force  accélératrice  horizontale,  égale 
et  contraire  à  l'accélération  du  système, 


gM-^gpW 


Si  Ton  rapporte  la  surface  à  des  axes  coordonnés 
invariablement  liés  au  vase,  Taxe  des  j  étant  dirigé  en 
sens  contraire  de  la  pesanteur,  et  Taxe  des  x  en  sens  con- 
traire du  mouvement,  on  trouve  que  la  surface  libre  du 
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liquide  est  un  plan,  représenté  par  l'équation 

y  =■  -^ Tî ^  +  consl. 

La  constante  se  détermine  par  la  condition  que  la  por- 
tion du  vase  occupée  par  le  liquide  ait  un  volume  égal  à  V. 

Supposons,  comme  exemple,  que  le  vase  soit  un  cy- 
lîndrcvertical  à  base  quelconque,  dont  la  section  hori- 
zontale intérieure  ait  une  aire  égale  à  A.  Dans  ce  cas, 
l'origine  étant  prise  au  centre  de  gravité  de  la  base,  l'é- 
quation de  la  surface  libre  du  liquide  sera 

_  Vx  V 

si  toutefois  le  liquide  couvre  entièrement  le  fond  du  vase. 
D.  Bernoulli,  Hjrdrodjrnamicû,  sect.  XI,  §  80. 

SECTION  II. 

FLUIDES    ÉLASTIQUES. 

1.  On  suppose  une  niasse  fluide  telle^  que  V accroisse- 
ment de  pression  nécessaire  pour  produire  un  accroisse^ 
ment  donné  de  densité  soit  proportionnel  à  la  densité 
elle-même .  Toutes  les  molécules  de  celte  masse  fluide 
s*attirent  suii^ant  la  loi  de  la  nature^  et  sont  soumises  à 
l'action  d'une  sphère  solide  et  homogène,  qui  les  attire 
suivant  la  même  loi.  Il  existe  évidemment  un  état  d^équi^ 
libre  où  lejluide  est  disposé  autour  de  la  sphère  en  cou^ 
ches  concentriques,  sur  chacune  desquelles  la  densité 
est  constante.  On  demande  suivant  quelle  fonction  du 
rayon  varie  la  densité  des  couches  dans  cet  état  d^équi- 
libre. 

,  Soient  M  la  masse  de  la  sphère  solide,  a  son  rayon, 
u  l'attraction  de  l'unité  de  masse  sur  l'unité  de  masse  à 
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l'unilé  de  distance,  r  le  rayon  variable  des  couches  fluides, 

et 

dp  =  X'  p  d^ 

la  relation  qui  lie  Taccroissement  de  pression  à  Taccrois- 
sement  de  densité. 

Considérons  un  élément  de  la  couche  dont  le  rayon 
est  r. 

L'action  des  couches  extérieures  sur  cet  élément  est 
nulle.  L'action  des  couches  intérieures  et  celle  de  la  sphère 
solide  sont  dirigées  vers  le  centre  5  la  première  est  égale  à 

pouf  l'unité  de  masse  *,  et  la  seconde  est  égale  a 

D'après  cela, 

dp=  —  ^{L':z   Ç\r^dr-hM\dr, 

et,  par  conséquent,  on  a  l'équation 

kdp  =  —  ^  Utt    r    pr^dr  +  Mj  dr. 

On  en  déduit,  par  difTérentiation, 
d^P  dû       Aitti' 

Cette  équation  différentielle  sMntègre  aisément;  on 
trouve 


P  =  7*in(y/^r  +  B), 


Â  et  B  désignant  des  constantes. 

Telle  est  l'expression   de  la  densité  en  fonction   du 
rayon. 
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Nous  avons  dit  ailleurs  que,  dans  la  théorie  de  la  figure 
de  la  terre,  on  arrive  à  des  résultats  peu  différents  de  la 
réalité,  en  supposant  la  masse  terrestre  formée  tout  en- 
tière d'un  fluide  tel  que  celui  que  nous  considérons  ac- 
tuellement. [Foir  la  Mécanique  céleste^  1.  XI,  §§  i  et  6). 

2.  Admettons  que  la  tension  de  V atmosphère  terrestre 

soit  proportionnelle  à  la  puissance de  la  densité ^ 

et  proposons-nous  de  déterminer  le  rapport  entre  la  hau- 
teur H  de  Vatmosphère  terrestre  ainsi  constituée^  et  la 
hauteur  h  qu  aurait  cette  atmosphère  si  elle  était  homo- 
gène,  la  pression  à  la  surface  du  globe  restant  la  même 
dans  les  deux  cas. 

La  hauteur  de  l'atmosphère  est  certainement  une  très- 
petite  fraction  du  rayon  de  la  terre;  aussi  nous  pourrons 
supposer  sans  erreur  considérable  que  la  pesanteur  agit 
avec  la  même  intensité  sur  toutes  les  couches  de  l'atmo- 
sphère. 

Soient  a  le  rayon  de  la  terre  supposée  sphérîque,  xs  la 
tension  de  l'atmosphère  à  la  surface  du  globe,  r  la  dis- 
tance d'une  couche  quelconque  de  l'atmosphère  au  centre 
de  la  terre,  et 

la  relation  qui  lie  la  tension  à  la  densité. 

La  constante  k  se  détermine  par  une  observation  faite 
à  la  surface  de  la  terre.  Si  l'on  nomme  p^  la  densité  de  la 
couche  inférieure  de  Tatmosphère,  il  vient 


Dans  l'hypothèse  d'une  atmosphère  homogène,  on  a 

dp  =  —  gpafin 
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d'où 

m 

La  valeur  de  r —  û,  qui  répond  à  /?  =  o,  est  la  hauteur  h 

de  r atmosphère-,  par  conséquent, 

* 

S 

Dans  rhypothèse  d'une  atmosphère  non  homogène, 
on  a 

m 
dp  =  -gpdr    et     p  =  (^)î!^-, 

d'où  Ton  lire 

m 

et,  par  conséquent, 


H  =:  (uk'") 

S 
Ainsi,  le  rapport  cherché  est 

H 

— -  r=m  H-i. 
h 

3.  On  suppose  une  masse  fluide^  où  la  densité  est  pro- 
portionnelle à  la  w**"*'  puissance  de  la  pression,  et  dont 
toutes  les  molécules  sont  attirées  par  un  centre  fixe  a%fec 
une  intensité  qui  est  fonction  de  la  distance.  Il  s^agit  de 
déterminer  la  pression  en  un  point  donné  de  la  masse 
fluide. 
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Soienty(r)  Tattraction  sur  Tunité  de  masse  à  la  dis- 
tance r,  F  (r)  une  fonction  dont  la  dérivée  est/ (r),  et 

p  =  (//;)« 

la  relation  qui  lie  la  densité  à  la  pression. 

Si  n  est  différent  de  Puni  té,  la  pression  p  à  la  dis- 
tance r  est  donnée  par  l'équation 

— —  [kpy-"  =  const.  --  X'F  (r). 


Sî  n  est  égal  à  F  unité,  on  a 

VARiGnoNy  Mém,  de  VAcad.  des  Se.  de  Pans,  1716,  p.  108. 


p  _.^— *F(r)xcon8t. 


SECTION    III. 

FLUIDES    ANIMÉS    d'uNE    ROTATION    UNIFORME    AUTOUR 
d'un   axe    FIXE. 

On  dit  en  général  qu'un  fluide  est  en  équilibre,  lorsque 
ses  molécules  ne  se  déplacent  pas  les  unes  par  rapport 
aux  autres.  Ainsi,  une  masse  fluide  peut  être  à  la  fois  en 
équilibre  et  animée  d'une  rotation  uniforme  autour  d'un 
axe  fixe  dans  le  fluide.  Les  conditions  de  cet  équilibre 
sont  les  mêmes  que  si  la  masse  était  en  repos  absolu; 
seulement,  aux  forces  X,  Y,  Z,  qui  solliciteraient  un  élé- 
ment du  fluide  s'il  était  en  repos,  il  faut  ajouter  la  force 
centrifuge  qui  est  développée  par  la  rotation.  Si  Ton 
nomme  tù  la  vitesse  angulaire  et  r  la  distance  de  l'élément 
considéré  à  l'axe  de  rotation,  l'équation  générale  de  l'é- 
quilibre sera 

dp=p{Xdx'hYdx  -^-Zdz  -^oi^rdr). 

II.    3*  ÉDIT.  29 
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Cette  équation  a  été  donnée  par  Clairaut  dans  la  Théo- 
rie  de  la  figure  de  la  Terre  (page  loi  de  la  deuxième, 
édition). 

I .  Un  vase  cylindrique  de  rév^olutioUy  dont  Vaxe  est 
vertical,  contient  un  liquide  homogène,  sur  lequel Jlotte 
un  cylindre  solide  de  révolution,  qui  a  son  axe  en  coïn^ 
cidence  avec  celui  du  vase^  tout  le  système  est  animé 
d^une  rotation  uniforme  autour  de  Vaxe  commun  des 
cylindres^  et  V équilibre  est  étabU.  Dans  cet  état,  le 
Jlotteur  est  moins  élevé  au-dessus  du  fond  du  vase  que 
si  le  système  était  en  repos.  On  demande  d^ exprimer  la 
différence  de  hauteur  due  à  la  rotation,  en  fonction  de 
la  vitesse  angulaire  oo  et  des  rayons  K  et  a  du  vase  et 
du  cylindre  flottant. 

Soient  X  la  distance  d'une  molécule  fluide  au  fond  du 
vase,  et  ;*  la  distance  de  cette  molécule  à  Taxe  de  rota- 
tion. 

On  a 

d'où 


dp  =z  p  ( —  gdx  -^  tù^rdr)  j 
'  =  p  (  —  gx  -^ —  wVm  H-  const. 


On  voit  que  la  surface  libre  du  liquide,  sur  laquelle  la 
pression  est  nulle,  a  la  forme  d'un  paraboloïde  de  révo- 
lution, le  paramètre  de  la  parabole  génératrice  étant -^^ 

Soient  P  le  poids  du  liquide  contenu  dan3  le  vase,  Q  le 
poids  du  liquide  déplacé  par  le  flotteur,  Xq  la  distance  du 
sommet  du  paraboloïde  au  fond  du  vase,  et  h  la  distance 
de  la  base  immergée  du  flotteur  au  même  plan. 

Si  Ton  se  rappelle  que  le  volume  d'un  paraboloïde  de 
révolution  tei*miné  par  un  plan  perpendiculaire  à  l'axe 
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est  égal  à  la  moitié  du  volume  du  cylindre  circonscrit,  on 
exprime  facilement,  en  fonction  des  éléments  duparabo-* 
loide,  le  volume  immergé  du  flotteur  et  le  volume  du  li- 
quide augmenté  du  volume  immergé.  On  trouve 

gp  \  ^8  J 
:i  ~7rAMjfo-+--7 —    • 

S?  \        4s  I 

Eliminant  x^^  entre  ces  équations^  il  vient 

irg-pV     A»  a»;        45- ' 

Dans  cette  valeur,  le  terme 

qui  seul  dépend  de  o),  et  s'annule  avec  cette  vitesse,  me- 
sure la  différence  de  hauteur  due  à  la  rotation. 

2.  On  suppose  une  masse  fluide,  homogène  et  incom- 
pressible^ animée  d'un  moui^ement  quelconque,  dont  les, 
molécules  s^ attirent  les  unes  les  autres  suivant  la  loi  dé 
la  nature^  et  sont  libres  de  toute  action  étrangère.  Par 
V  effet  du  frottement  des  molécules,  cette  masse  a  tendu 
à  prendre  une  figure  im^ariable  et  une  rotation  uniforme 
autour  d'un  axe  fixe.  On  demande  si  cette  figure  d'é^ 
quilibre  a  pu  être  un  ellipsoïde  de  réy^olution  autour  de 
Vaxe  de  rotation^  quel  qu  ait  été  le  moui^enient primitif, 
et  si  plusieurs  ellipsoïdes  de  révolution  conviennent 
comme  figure  finale^  pour  un  mouvement  primitif  donné , 
—  uippliquer  les  formules  obtenues  à  la  détermination 
de  V aplatissement  de  la  terre  ^  en  supposant  que  ce 
corps  ait  été  primitivement  une  masse  fluide^  homogène 
et  incompressible, 

29. 
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Observons  d* abord  que  la  somme  des  moments  des 
quantités  de  mouvement  de  la  masse  fluide,  autour  d'un 
axe  de  direction  invariable  mené  par  son  centre  de  gra- 
vité, reste  constante  pendant  toute  la  durée  du  mouve-» 
ment.  Or,  si  l'axe  de  révolution  de  Tellipsoïde  coïncide 
avec  Taxe  de  rotation,  il  est  finalement  Taxe  du  plus  grand 
moment  des  quantités  de  mouvement*,  donc  il  est  paral- 
lèle à  Taxe  primitif  du  plus  grand  moment.  Ainsi,  le  mou- 
vement primitif  étant  connu,  on  connaît  la  direction  de 
Taxe  de  révolution  de  l'ellipsoïde,  et  aussi  la  somme  S 
des  moments  des  quantités  de  mouvement  qui  s'y  rap- 
portent. 

De  plus,  la  masse  M  du  fluide  et  sa  densité  p  étant 
connues,  la  vitesse  oo  de  la  rotation  de  l'ellipsoïde  ne  dé- 
pend que  d'une  seule  inconnue,  l'excentricité  de  l'ellipse 
méridienne  ou  une  fonction  Je  cette  excentricité. 

En  effet,  Taxe  de  rotation  étant  pris  pour  axe  des  x^ 
soient 

l'équation  de  l'ellipsoïde,  et 

en  sorte  que  l'excentricité  de  l'ellipse  méridienne  soit 
-  X  ou  ■»  suivant  que  l'ellipsoïde  est  aplati  ou  allongé. 

On  a  les  relations 


M  =  |7rpA»(H-V), 
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d'où  l'on  lire 

Ceci  posé,  il  faut  chercher  si  rellipsoïde  de  révolution 
est  bien  une  figure  d'équilibre. 

Nommons  jx  Fattraction  de  Tunité  de  masse  sur  Tunité 
de  masse  à  Funité  de  distance^  et  posons  de  suite,  pour 
abréger, 

«       /        /        ^.x  ^  —  arc  tane> 

P  =  47rfip(l+V) ^^ ^, 

^       ,        (i-hX*)arctangX  —  > 
Q=4^f*P -^, 

Les  composantes  de  Pattraction  que  la  masse  ellip- 
soïdale exerce  sur  Tunité  de  masse  située  au  point  {x^j,  z) 
sont  [p.  326,  form.  {7)] 

X=~P:p,     Y=-Qr,     Z=:-Q;3; 

d'ailleurs  les  composantes  de  la  force  centrifuge  sont  res- 
pectivement 

o,     w*/,  -w'z; 
donc  ou  a 

Ldpziz  —  P^crfx  — (Q  —  w')(7^j-f-  zdz), 
P 

2  • 

p  =  —  Pjc»—  ( Q  —  w^)  ( j'  h-  z*)  -*-  const. 

L'équation  de  la  surface  libre  est 

Fx^-h  (Q  _  «2)(^i_|_  ^5)  ^  const. 

Pour  que  cette  surface  coïncide  avec  celle  que  nous 
avons  supposée  (i),  il  faut  et  il  suffit  que  l'on  ait 
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OU  bien,  en  remplaçant  P,  Q,  u  par  leurs  valeurs, 

,.  ,  .,,|(3  +  X»)arctang>-3>_25    S'   MirpN^ 

< 

Telle  est  réquatîon  que  doit  vérifier  X. 
.  Chaque  racine  positive  donnera  un  ellipsoïde  de  révo- 
liftion  aplati,  qui  conviendra  comme  figure  d'équilibre  *, 
chaque  racine  imaginaire  de  la  forme  6  ^ — i,  6  étant  po- 
sitif et  inférieur  à  l'unité,  donnera  un  ellipsoïde  allongé, 
qui  sera  aussi  une  figure  d'équilibre. 

Montrons  d'abord  que,  quel  que  soit  le  moui^ement 
primitif,  la  figure  d'équilibre  ne  peut  être  un  ellipsoïde 
de  résolution  allongé. 

Les  puissances  fractionnaires  qui  entrent  dans  les  deux 
membres  de  l'équaiion  (a)  doivent  être  prises  avec  le 
même  signe;  nous  les  prendrons  positivement.  Alors  la 
quantité  connue  qui  forme  le  second  membre  sera  posi- 
tive-, nous  la  représenterons  par  U. 

Si  nous  faisons 

il  vient 

sh-^  ,       I  -*-  ® 
arc  tangX  = log  • 


I  — e 
et,  par  suite,  l'équation  (a)  se  transforme  en  celle-ci  : 

(i~ôT(3~ô'), 


/,       IH-Ô  6ô    \ 


Or  celle  équation  ne  peut  être  satisfaite  par  aucune  va- 
leur positive  de  9  inférieure  à  Tunité;  car  le  second 
membre  est  négatif,  et,  des  deux  facteurs  qui  composent 
le  premier  membre,  le  premier  est  évidemment  positif 
lorsque  G  est  compris  entre  zéro  et  l'unité,  le  second  s'an- 
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nule  pour  6  =  o,  et  devient  positif  poar  des  valeurs  de  0 
comprises  entre  zéro  et  l'unité,  puisque  sa  dérivée 

(i  — Ô')(3  — ô»/ 

est  positive  pour  des  valeurs  de  6  comprises  entre  ces  li- 
mites. 

Si  maintenant  nous  supposons  Tellipsoïde  aplati,  nous 
arriverons  à  ce  théorème  :  Pour  un  mouvement  primitif 
donnéy  il  est  toujours  un  ellipsoïde  de  réxfolution  aplati 
qui  cornaient  comme  figure  d^ équilibre^  et  il  n'en  est 
qu^un  seul. 

Observons  d'abord  que  le  premier  membre  de  l'équa- 
tion (a)  s*annule  pour  i  =  o^  car,  si  l'on  remplace 
àrc  tangX  par  son  développement 

V        X»        V 

lequel  est  convergent  pour  des  valeurs  de  X  inférieures  à 
l'unité,  ce  premier  membre  devient 


('-^'')'(é''-|''-^- 


Le  même  premier  membre  devient  infini  pour  X  =  oo  ; 
car  il  peut  se  mettre  sous  la  forme 

Ainsi,  quelle  que  soit  la  valeur  essentiellement  positive 
du  second  membre,  il  y  a  toujours  une  valeur  positive  de 
X  qui  rend  le  premier  membre  égal  au  second. 

Cette  valeur  de  X  qui  vérifie  l'équation  est  nécessaire- 
ment unique.  Pour  le  démontrer,  il  suffit  de  faire  voir 
que  la  dérivée  du  premier  membre  de  Téquation  (a)  est 
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positive  pouc  toute  valeur  positive  de  X.  Or,^  si  l'on  pose 

la  dérivée  dont  il  s'agit  devient 

^  (I  +  i')' '  [arc  tang>  +  9  ^ï^'/(>)]. 

et  tout  est  évidemment  positif,  sauf  peut-être  le  facteur 
f{^)]  mais  ce  facteur  est  aussi  positif^  car  il  s'annule 
pour  X  =  o,  et  sa  dérivée 

est  toujours  positive. 

Donc,  en  résumé,  l'équation  (2)  a  toujours  une  racine 
positive  unique,  ce  qui  démontre  le  théorème  annoncé. 

Maclaurin  a  démontré  le  premier  ce  résultat  impor- 
tant, que  la  figure  d'un  ellipsoïde  de  révolution  convient 
à.  Téquilibre  d'une  masse  fluide  en  rotation.  (  Traité  des 
/luxions^  liv.  I,  ch.  XIV,  §  641.) 

^pp liguons  ces  formules  à  la  terre.  —  La  somme  S 
dépend  de  la  forme  de  la  terre,  de  sa  constitution  inté- 
rieure et  de  sa  vitesse  de  rotation  00.  Les  mesures  géode- 
siques  nous  apprennent  que  la  figure  de  la  terre  est 
sensiblement  celle  d'un  ellipsoïde  de  révolution  dont 
B^— A 

conséquent,  on  a 


l'aplatissement — - —  est  égal  à 1  et  pour  lequel,  par 


De  plus,  sans  connaître  la  constitution  intérieure  de  la 
terre,  tout  nous  porte  à  croire  que  la  densité  va  en  dimi- 
nuant du  centre  à  la  surface.  Si  nous  calculons  S  dans 
l'hypothèse  d'une  densité  constante,  la  valeur  obtenue 
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sera  certainement  trop  grande;  il  en  résultera  une  valeur 
trop  grande  pour  la  racine  X  que  nous  trouverons  en  ré- 
solvant  Téqualion  (2).  Mais  ceci  a  peu  d'importance;  car, 
lors  même  que  nous  donnerions  à  S  sa  véritable  valeur, 
l'équation  (2)  ne  pourrait  pas  nous  fournir  un  résultat 
exact ^  puisqu'elle  suppose  la  terre  homogène. 

D'après  la  valeur  observée  de  l'aplatissement  et  les 
expressions  de  S  et  de  M  données  au  commencement  de 
cet  article,  l'équation  (2)  devient 

^      l  (3  -f-  X»)  arc  tangX  -  3X  ^  ^  / 293 V  ^^ 

Pour  calculer  27r(jtp,  nous  nous  servirons  d'une  propo- 
sition démontrée  précédemment  (p.  332),  d'après  laquelle 
on  a 

3  G 

r  désignant  la  distance  du  centre  de  la  terre  au  parallèle 
dont  la  latitude  est  /=  arc  sin  -p?  et  G  représentant  Tat- 

traction  de  la  terre  sur  un  point  de  ce  parallèle. 

Les  mesures  géodésiques  donnent  pour  Tellipsoïde  ter- 
restre 

A  =  6  356  080",     B  m  6  377  398" ; 

on  en  tire,  en  négligeant  le  carré  de  l'aplatissement, 

(j   ga j^7  \ 

I ~ — sinUj 

—  B  —  (B  —  A)  sin*/  =  6  370  292™. 

L'attraction  G  est  la  somme  algébrique  de  la  pesanteur 
et  de  la  composante  verticale  de  la  force  centrifuge.  La 
pesanteur  s'observe  à  l'aide  du  pendule  :  l'unité  de  Ion- 
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gueur  étant  le  mètre,  et  Tunité  de  temps  la  sfeconde  de 
temps  solaire  moyen,  elle  est  représentée  à  une  latitude 
quelconque  par  la  formule 

^  =  9,80557(1 — O,  002588  C0S2/). 

La  force  centrifuge  se  calcule  \  sa  composante  verticale  a 
pour  valeur 

Faisant  /  =  arc  sin  —=1  il  vient 

0  =  9,81968. 
La  vitesse  ci>  de  la  rotation  de  la  terre  est  égale  à 


86164 

D'après  ces  valeurs,  il  est  facile  de  calculer  le  second 
membre  de  l'équation  (3). 

Comme  la  valeur  de  X  doit  être  une  petite  fraction,  on 
peut  développer  le  premier  membre  de  Téquation  (3) 
suivant  les  puissances  ascendantes  de  1,  et  ne  conserver 
que  les  premiers  termes.  En  s'arrètant  aux  sixièmes  puis- 
sances de  l'inconnue,  on  obtient  Téquation 

)i»  —  -^  V  H-  ^V=:  0,00866263. 

Elle  se  résout  par  la  méthode  des  approximations  suc- 
cessives. 

Une  première  valeur  est 

>|=:  0,008  662  63; 

une  seconde  valeur  est 

X5  =  i;  +  l>j_^x;  =0,00867690. 
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une  troisième  valeur  est 

\l  =  \]^±\l-^ >;  =.  0,00865695. 

Telle  serait  donc^  dans  notre  hypothèse,  la  valeur  de 
}}  pour  Tellipse  méridienne  de  la  terre. 
On  en  conclut  la  valeur  de  l'aplatissement, 

B  y^i-i-X»       2  8  16 

=  0,0043,044  =  ^3^- 

Cette  valeur  est  un  peu  supérieure  à  celle  que  donnent 

les  mesures  géodésiques, •  La  plus  grande  densité  de  la 

terre  au  centre  qu'à  la  surface  suffit  pour  rendre  compte 
de  cette  différence. 

Corollaire  I.  —  Terminons  en  calculant  la  pesanteur 
à  la  surface  de  r ellipsoïde. 

Soit  g  la  pesanteur  au  point  (x^jr^  js)  de  la  surface.  Les 
composantes  de  cette  force  suivant  les  axes  sont 

—  Px,     —  QjH-w^j,     —  Qz-hw'z. 

Nous  avons  donc 


p 
ou  bien^  d'après  la  relation  =  Q  —  ^'i 


Pour  exprimer  cette  valeur  en  fonction  de  la  latitude  / 
du  point  considéré  sur  la  surface,  nous  pouvons  supposer 
que  ce  point  soit  situé  dans  le  plan  méridien  des  xy. 
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Alors  réquation  de  Tellipse  méridienne, 
nous  donne 


X 


v(l±^—       r B 


par  suite, 

PA 


Développant  suivant  les  puissances  ascendantes  de  X',  et 
négligeant  X*,  il  vient,  poi/r  fc  cas  dUin  ellipsoïde  très- 
peu  aplati f 

^  r=  PA  [  I  —  -  xA  +  i  PAX»  sin'l. 

D'après  cette  formule,  la  pesanteur  varie  proportion^ 
nellement  au  sinus  carré  de  la  latitude  (*).  L'observa- 
tion du  pendule  montre  que  ce  résultat  est  applicable  à  la 
terre. 

La  formule  précédente  peut  s'écrire 

g'  =  K(i  — K'cosa/), 

K  et  K'  étant  deux  constantes,  doi^t  la  première  mesure 
la  pesanteur  à  la  latitude  de  4^  degrés,  et  dont  la  seconde 
est  le  quotient  que  l'on  obtient  en  divisant  la  diflférence 
entre  la  pesanteur  à  45  degrés  et  la  pesanteur  à  l'équa- 
teur  par  la  pesanteur  à  45  degrés.  L'observation  du  pen-  - 
dule  fait  connaître  les  valeurs  de  ces  constantes  pour  la 
terre,  et  l'on  obtient  ainsi  la  formule  déjà  citée, 

g' =  9,80557  (i  —  o, 002588 cos 2/). 

Corollaire  IL  —  On  peut  encore  observer  que  les 
composantes  de  la  pesanteur  au  point   [x^y^z]  de  la 

(*)  Nous  avons  tu  (p.  33o)  qu*il  en  est  de  môme  pour  l'attractioD. 
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surface,  dirigées  suivant  les  axes  coordonnés,  sont,  à  un 
facteur  constant  près,  les  dérivées  partielles  de  la  fonc- 
tion de  a:,  y,  z  qui,  égalée  à  l'unité,  représente  Tellip- 
soïde.  Il  s'ensuit  que  la  pesanteur  elle-même  est  égale, 
sauf  un  facteur  constant,  à  la  racine  carrée  de  la  somme 
des  carrés  des  trois  dérivées  partielles.  Or  cette  racine  est 
précisément  Tinverse  de  la  perpendiculaire  abaissée  du 
centre  sur  le  plan  tangent  à  la  surface  au  point  (x,  j^,  z). 
Par  conséquent,  la  pesanteur  à  la  surface  de  V ellipsoïde 
est  inversement  proportionnelle  à  la  perpendiculaire 
abaissée  du  centre  sur  le  plan  tangent  à  la  surface  au 
point  considéré.  Cette  remarque  est  de  M.  Liouville 
(Journ.  de  Math,^  t.  VIII,  p.  3605  i843). 
Si  l'on  nomme  p  cette  perpendiculaire,  on  a 

const. 

S  =  —7—  5 


d'ailleurs,  à  l'équateur  p  =  B  et  g:  =  B  (Q  —  w*)  ;  donc 
la  constante  est  égale  à  B'  (Q  —  00*)^  et,  par  suite, 

^  P 

3.  Montrer  qu'un  ellipsoïde  à  trois  axes  inégaux 
peut  être  la  figure  d^  équilibre  d'une  masse  fiuide  homo- 
gène, dont  lés  molécules  s'attirent  suiv^ant  la  loi  de 
nature,  et  qui  est  animée  d'une  rotation  uniforme  autour 
de  Vnn  des  axes  de  V ellipsoïde^ 

Soient  M,  |!x,  p,  o)  les  mêmes  quantités  que  dans  le  pro- 
blème précédent,  et  A,  B,  C  les  longueurs  des  demi-axes- 
deTellipsoïde,  le  premier  étant  l'axe  de  rotation. 

Posons 

}?  et  X'*  pourront  être  positifs  ou  négatifs;  mais,  dans  ce 
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dernier  cas,  leurs  valeurs  numériques  seront  nécessaire- 
ment  inférieures  à  l'unité,  puisque et  -==  seront 

alors  les  excentricités  de  deux  sections  principales.  L'é- 
quation de  Fellipsoïde  sera 

Posons  encore  (p.  3a5) 

P  =  4^^P  (.  +  Vf  (.  +  Vf  f  ' '^ , , 

J^     (i  +  V«')'(i-+-V»«')' 

1  i      /*  '  it'/lu 

R  =  4,rp.p(i-4-Vr(i-hVr     /      i -^• 

Nous  trouverons,  de  la  même  manière  qu'au  problème 
précédent,  pour  Téquation  de  l'équilibre  de  la  masse 
fluide, 

-///?=:  —  P^  ûTo?  —  (Q  —  t^^)xdx  —  (R  —  w*)  z^fe, 

P 

et  pour  l'équation  de  la  surface  libre, 

Pa:»  H-  (Q  —  w»)  ^2  -h  (R  —  6)2)  z^  =  const. 

Cette  dernière  équation  devant  coïncider  avec  l'équa- 
tion (i),  il  en  résulte  les  conditions 

(Q-w')(i-+-V)  =  P,' 

(R  — w2)(l4-V')=:P, 

que  Ton  peut  remplacer  par  les  deux  relations  équiva- 
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lentes 

(2)  (Q-R)(i4-V)(i4-V«)=P(V»-l'), 

(3)  .«.  =  Q  +  R_p(_L3^+_L^). 

Admettons  que  Ton  se  donne,  comme  dans  le  problème 
précédent,  non  la  vitesse  angulaire,  mais  la  somme  S  des 
moments  des  quantités  de  mouvement  autour  de  Taxe  de 
rotation. 

Nous  aurons 


M  =  I  Trp A»  (i -f- V)^  (i  4- )/»)^ 


d'où 


Remplaçant  P,  Q,  R,  w*  par  leurs  valeurs,  les  équa- 
tions (a)  et  (3)  deviennent 


(4) 


l(i+^')(i+v')(x"-v)  r — "^ — , 

)  Jo     (i4-Vm')'(i+X"«»)' 

Jg     (i  +  X»«»)'(i-t-X"«»)» 


i» 


5o    S'  (i^pV 
3  fiM»V3M/ 


[         {i-+-5^')*(H-V»)  V^  (i  -t-Va^)'  (i  -hV^u'Y 

Cette  équation  (5)  nous  donnera  une  valeur  réelle  de  S 
pour  tout  système  de  valeurs  positives  attribuées  à  "k*  et 
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à  V*]  car  Tintégrale  qui  figure  au  second  membre  aura 
tous  ses  éléments  positifs.  Ainsi,  pour  démontrer  le  théo- 
rème que  nous  avons  en  vue,  il  nous  reste  à  faire  voir 
que  Féquation  (4)  peut  être  satisfaite  par  deux  valeurs 
positives  et  différentes  Tune  de  Taulre  attribuées  respec- 
tivement à  X'  et  à  i". 

L'équation  (4)  admet  la  solution  X'  =  X",  qui  répond 
à  Tellipsoïde  de  révolution  discuté  dans  T article  précé» 
dent.  Supprimant  le  facteur  V*  —  X',  Féquation  peut  s'é- 
crire 


(6) 


y  (i-hV'u^y 


Cette  équation  ne  peut  être  satisfaite  que  par  des  va- 
leurs de  X'  et  de  X'*  toutes  deux  positives;  car  si  X*  et  X'' 
étaient  de  signes  contraires,  le  facteur  (i  —  X*X''u*)  serait 
positif,  et  tous  les  éléments  de  l'intégrale  seraient  positifs. 
La  même  chose  aurait  lieu  si  X'  et  X'*  étaient  tous  deux 
négatifs,  c^r  alors  leurs  valeurs  numérique^  seraient 
inférieures  à  l'unité,  en  sorte  que  le  facteur  (i —  X*X'*ii*) 
resterait  positif  dans  les  limites  de  l'intégration.  Nous 
voyons  par  là  que  l'axe  de  rotation  est  nécessairement 
le  plus  petit  des  trois  axes  principaux ^  si  toutefois  l'ellipr 
soïde  est  une  figure  d'équilibre  quand  la  rotation  s'effec- 
tue autour  de  l'un  des  trois  axes. 

Donnons  à  X*  une  valeur  positive  et  finie,  mais  quel- 
conque. Pour  toute  valeur  de  X'*  positive  et  inférieure  à 

r^9  tous  les  éléments  de  l'intégrale  seront  positifs  et  finis; 

cette  intégrale  ne  sera  pas  nulle.  Donc  l'équation  ne  peut 
être  satisfaite  à  moins  que  l'une  des  quantités  X',  X'.'  ne  soit 
supérieure  à  l'unité.  On  en  conclut  que  dans  la  figure 

d'équilibre  l'un  des  rapports  -?  t  est  supérieur  à   V^. 
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Ainsi ,  V ellipsoïde  à  trois  axes  inégaux  doit  différer 
sensiblement  d'une  sphère  y  et,  par  suite,  on  fie  peut  pas 
admettre  que  "sa  figure  soit  celle  de  la  terre. 

Maintenant,  X*  restant  toujours  positif,  fini,  mais  quel- 
conque, faisons  convergera"  vers  l^infini.  L'intégrale  de- 
viendra négative  pour  une  valeur  suffisamment  grande  de 

X",  On  s'en  assure  en  développant  le  rapport  ^ 

suivant  les  puissances  décroissantes  de  X''  ;  car  alors  Tin- 
tégrale  devient 

et  sous  cette  forme  on  voit  clairement  que  pour  des  valeurs 
très-grandes  de  X",  tous  les  éléments  dans  lesquels  u  n'est  * 
pas  très-petit  sont  négatifs.  Il  en  résulte  que  P ellipsoïde 
à  trois  axes  inégaux  peut  être  une  figure  d^  équilibre. 

Ce  théorème  remarquable  a  été  annoncé  par  Jacobi, 
en  1834»  dans  une  lettre  à  TAcadémîe  des  Sciences  de 
Paris.  M.  Liouville  (*)  en  a  aussitôt  présenté  une  dé- 
monstration, qui  a  été  publiée  dans  le  XXIIP  Cahier  du 
Journal  de  l  École  Polytechnique. 

Plus  tard,  M.  Meyer,  de  Kœnîgsberg  (**),  a  tiré  plu- 
sieurs résultats  intéressants  de  la  discussion  attentive  des 
formulés.  Ainsi,  on  reconnaîtra  sans  peine  que,  si  l'on 
augmente  indéfiniment  la  somme  des  moments  des  quan- 
tités de  mouvement  en  même  temps  que  Ton  diminue 


(*)  M.  LiouYille  a  écrit  sur  le  même  sujet  deux  autres  Mémoires,  qui 
ont  été  publiés  dans  les  Additions  à  la  Connaissance  des  Temps  pour  1846 
et  pour  1855.  Le  dernier  est  relatif  à  la  stabilité  de  Véquilibre  de  la 
masse  fluide.  Ces  deux  Mémoires  ont  été  reproduits  dans  le  Journal  de 
Mathématiques,  t.  XVI  et  t.  XX. 

(**)  Journal  de  M.  Crelle,  t.  XXIV,  p.  44;  1842. 

H,  a*  ÉDiT.  3o 
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indéfiniment  la  vitesse  de  rotation,  Tellipsoïde  à  trois 
axes  inégaux  de  Jacobi  devient  une  aiguille  très-allongée  ; 
tandis  que,  dans  Is^  même  hypothèse,  l'ellipsoïde  de  révo- 
lution de  Maclaurin  devient  un  disque  très-étendu;  dans 
les  deux  figures,  Taxe  de  rotation  est  le  plus  petit  des 
trois  axes  principaux.  Comme  la  rotation  est  nulle  à  la 
limite^  il  s'ensuit  que  la  sphère  n'est  pas  la  seule  figure 
d^ équilibre  (T une  masse  Jluide  en  repos.  Le  même  géo- 
mètre a  démontré  que,  pour  un  mouvement  donné,  il 
n'est  jamais  plusieurs  elIipsoïde,s  à  trois  axes  inégaux  qui 
soient  figures  d'équilibre^  et  même,  si  la  somme  des  mo- 
ments des  quantités  de  mouvement  devient  inférieure  à 
une  certaine  limite,  l'ellipsoïde  à  trois  axes  inégaux  cesse 
de  convenir  comme  figure  d'équilibre.  L'ellipsoïde  qui 
était  possible  au  delà  de  la  limite  est  venu  se  confondre 
avec  l'ellipsoïde  de  Maclaurin,  quand  la  somme  des  mo- 
ments des  quantités  de  mouvement  a  diminué  jusqu'à  la 
limite  qu'elle  ne  peut  dépasser. 

Ce  dernier  résultat  se  déduit  aisément  des  formules 
auxquelles  nous  sommes  parvenus.  En  effet,  si  l'on  se 
rappelle  que  X^  et  7J*  sont  nécessairement  positifs  et  que 
l'une  de  ces  quantités  est  supérieure  à  l'unité,  on  voit  de 
suite  que  le  second  membre  de  l'équation  (5)  admet  an 
minimum  relativement  aux  variables  X'  et  X'*,  lesquelles 
sont  assujetties  à  vérifier  la  relation  (6).  En  outre,  ce 
minimum  répond  à  des  valeurs  égales  des  deux  variables; 
car  la  relation  (6)  et  la  fonction  qu'il  s'agit  de  rendre  un 
minimum  ne  sont  point  altérées  par  la  permutation  des 
lettres  X*  et  X'*.  Ces  valeurs  communes  sont  les  racines 
supérieures  à  l'unité  de  l'équation  que  l'on  obtient  en 
posant  X'*  =  X*  dans  la  relation  (6). 

Cette  équation  est  la  suivante  : 

>(3  -hi3V)-~(3-+-  i4V-h3X«)arctaDg>=:o. 
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Elle  n'admet  qu'une  seule  racine  supérieure  à  Tunité, 
savoir, 

>:zz  1,3946. 

Il  s'ensuit  que  Tellipsoïde  à  trois  axes  inégaux  devient 
un  ellipsoïde  de  révolution,  où  Texcentricité  de  l'el- 
lipse méridienne  est  0,8  ia6,  à  Tinstant  où  la  quantité 

-j-  (Tivi  )    atteint  en  décroissant  la  valeur  0,0922;  au 

delà  l'ellipsoïde  à  trois  axes  inégaux  est  impossible. 

Terminons  en  observantque  sur  Tellipsoïde  à  trois  axes 
inégaux,  comme  sur  l'ellipsoïde  de  révolution  (p.  461), 
la  pesanteur  est  inversement  proportionnelle  à  la  perpen- 
diculaire abaissée  du  centre  sur  le  plan  tangent  à  la  sur- 
face au  point  considéré.  La  démonstration  est  la  même 
pour  les  deux  cas. 

4.  Un  tube  coudé  à  angle  droit  contient  une  colonne 
lù/uide  gui  ne  peut  se  dii^iser.  Une  des  branches  étant 
horizontale  et  Vautre  verticale,  on  fait  tourner  le  tube 
avec  une  vitesse  constante  autour  d'un  axe  vertical  qui 
passe  à  V extrémité  de  la  branche  hoiizontale,  et  V équi- 
libre s'établit.  Trouver  la  relation  qui  existe  entre  la 
vitesse  angulaire  o),  la  hauteur  h  de  la  colonne  verti^ 
cale,  la  longueur  l  de  la  colonne  horizontale  et  la  Ion-- 
gueura  de  la  branche  horizontale  du  tube. 

On  trouve 

h  z=z  w^. 

DucBEST,  Essais  sur  les  Machines  hydrauliques,  p.  !i^g;  ^777* 

5.  Une  demi-sphère  creuse  et  homogène,  renversée  sur 
un  plan  horizontal,  est  exactement  remplie  d'un  liquide 
homogène,  de  densité  connue  p.  Tout  le  système  tourne 
autour  de  l'axe  de  la  demi" sphère  avec  une  vitesse 
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angulaire  constante  et  donnée  w.  Déterminer  le  plus 
petit  poids  que  puisse  ai^oir  le  vase,  sans  que  le  liquide 
s'échappe  en  le  soulevant, 

Mommant  a  le  rayon  intérjeur  de  la  demi-sphère,  on 
trouve  que  le  poids  doit  être  au  moins  égal  à 


»rp«'(^g'-f-io.'«). 


6.  Un  cylindre  circulaire  et  vertical^  exactement  rem- 
pli  d'un  liquide  homogène  de  densité  connue  p,  est  formé 
par  un  disque  homogène,  égal  à  la  base  de  la  surface 
interne j  et  mobile  autour  d'aune  charnière  fixée  à  la 
paroi.  Le  système  tourne  autour  de  Vaxe  du  vase  ai^ec 
une  vitesse  angulaire  constante  et  donnée  w.  Détermi- 
ner le  plus  petit  poids  que  puisse  avoir  le  couvercle,  sans 
que  le  liquide  s'échappe  en  le  soulevant. 

Nommant  a  le  rayon  intérieur  du  cylindre,  on  trouve 
que  le  poids  du  disque  doit  être  au  moins  égal  à 

7.  Un  cylindre  circulaire  et  vertical ,  contenant  une 
quantité  de  liquide  dont  le  poids  joint  à  celui  du  vase 
est  égal  à  Q^  est  réuni  à  un  contre-poids  mobile  P par 
V intermédiaire  d'un  cordon  sans  masse  engagé  sur  une 
poulie  fixe.  Le  système  monte  ou  descend  sous  V  action 
de  la  pesanteur^  pendant  que  le  vase  tourne  autour  de 
son  axe  avec  une  vitesse  angulaire  constante  w.  On  sup- 
pose le  liquide  parvenu  à  Vétat  d^ équilibre  dans  lequel 
sa  figure  est  invariable^  et  Von  demande  de  déterminer 
la  forme  de  la  surface  libre. 

Cette  surface  est  un  paraboloïde  de  révolution  autour 
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de  Taxe  du  vase;  le  paramètre  de  la  parabole  génératrice 
est 

P-t-Q  w» 

8.  Un  vase  de  dimensions  connues^  qui  a  la  forme 
d'un  cône  droit,  ouv^eit  par  sa  base,  tourne  ay^ec  une  vi- 
tesse angulaire  constante  w  autour  de  son  axe,  qui  est 
vertical.  On  demande  quel  est  le  volume  du  liquide 
qu'il  peut  contenir  dans  cet  état  de  rotation,  et  quelle 
est  la  plus  petite  vitesse  de  rotation  qui  ne  permette  à 
aucune  molécule  du  fluide  de  rester  dans  le  vase. 

Soient  h  la  hauteur  du  cône  et  a  le  rayon  de  la  base. 

Pour  une  vitesse  de  rotation  quelconque  o),  le  volume 
du  liquide  contenu  dans  le  vase  est  au  plus  égal  au  vo- 
lume qui  remplirait  le  vase,  diminué  de  — ^ 

La  plus  petite  vitesse  w  qui  chasse  nécessairement  tout 
le  liquide  hors  du  vase  est 

a   sfgà 

9.  Une  sphère  creuse,  exactement  remplie  d'^un  li~ 
quide^  et  percée  d^un  petit  orifice  à  son  extrémité  infé- 
rieure, tourne  uniformément  autour  de  son  diamètre 
"Vertical,  On  demande  quelle  est  la  vitesse  de  rotation 
nécessaire  pour  empêcher  le  liquide  de  s^ écouler  tout  en- 
tier par  r  orifice. 

Si  l'on  nomme  a  le  rayon  de  la  sphère,  on  trouve  que 

JZ 
la  vitesse  angulaire  cherchée  est  égale  au  rapport  ^• 

10.  Un  cylindre  de  résolution,  qui  contient  une  masse 
d'air  connue,  tourne  uniformément  autour  de  son  axe 
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ayec  lejluide  quil  renferme.  Déterminer  la  densité  de 
Vair  en  un  point  donné ,  et  la  pression  totale  exercée 
sur  la  surface  latérale  du  cylindre^  en  négligeant  l'ac- 
tion de  la  pesanteur  sur  lejluide. 

Soient  M  la  masse  du  fluide,  h  le  rapport  constant  de 
la  pression  à  la  densité,  a  le  rayon  intérieur  du  cylindre, 
h  la  hauteur  du  cylindre  et  a>  la  vitesse  de  rotation. 

La  densité  du  fluide  à  une  distance  de  Taxe  égale  i  r 
est 


Mo 


—  1 


par  suite,  la  pression  totale  exercée  sur  la  surface  courbe 
est 

Ml7«*  TT • 
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CHAPITRE  PREMIER. 

MOUVEMENT  PERMANENT  DES  FLUIDES. 


On  dît  que  le  mouvement  d'un  fluide  est  permanent^ 
lorsque  la  pression  reste  constamment  la  même  en  tout 
point  fixe  de  l'espace  occupé  par  la  masse  fluide,  et  qu'en 
outre  les  molécules  qui  passent  successivement  à  ce  point 
ont  toutes  la  même  vitesse  et  la  même  direction. 

SECTION  I. 

MOUVEMENT    PERMANENT    DES    LIQUIDES    ET   DES    GAZ 
SANS    FROTTEMENT. 

Considérons  un  point  fixe  de  l'espace  occupé  par  la 
masse  fluide  en  mouvement. 

Soient  : 

x,  y^  z  les  coordonnées  de  ce  point  5 

p  la  pression  rapportée  à  Tunité  de  surface  au  même 
point; 

p  la  densité  du  fluide  ; 

i*  sa  vitesse; 

X,  Y,  Z  les  composantes  parallèles  aux  axes  de  la  force 
accélératrice  extérieure  qui  sollicite  les  molécules  du 
fluide  à  Tinstant  où  elles  passent  au  point  considéré. 
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On  a  Inéquation 

(A)  '(P  =  p  (xe/.r  H-  Xdy  ^Zdz^-  d.À  \ 

d'où  Ton  voit  que  le  mouvement  permanent  serait  impos- 
sible, si  Xdlr-f- Yrf^-f-Zt/2  n'était  pas  la  différentielle 
exacte  d'une  fonction  des  coordonnées  x^  y^  z,  considé- 
rées comme  variables  indépendantes. 

Supposons  qu'il  s* agisse  d'un  fluide  sollicité  par  la 
seule  force  delà  pesanteur,  dont  toutes  les  molécules  tra- 
versent successivement  deux  plans  horizontaux,  dans  des 
directions  normales  et  avec  une  même  vitesse.  Si  l'on 
nomme  co  Taire  de  la  section  faite  dans  la  masse  fluide  par 
Tun  des  deux  plans,  v  la  vitesse  et  p  la  densité  corres- 
pondantes, (1)0,  ^0  et  /Oo  les  quantités  analogues  pour  la 
section  faite  par  le  second  plan,  on  aura  l'équation 

qui,  jointe  à  la  formule  (A)  et  à  la  relation  qui  lie  entre 
elles  la  densité  et  la  pression,  suffira  pour  déterminer 
toutes  les  circonstances  de  l'écoulement  à  travers  une 
.  section,  lorsque  l'état  du  fluide  sur  l'autre  section  sera 
connu. 

S'il  s'agit  d'un  liquide^  nommant  p  et  ^^  les  pressions 
correspondantes  aux  deux  sections,  et  z  la  distance  de  la 
section  co  au-dessous  du  plan  de  l'autre  section,  on  aura 


^ 


La  quantité  z  -h— — ^  se  nomme  la  charge  sous  la- 
quelle a  lieu  l'écoulement. 

Cette  formule  peut,  sans  erreur  notable,  s'appliquer 
au  cas  où  les  sections  o)  et  «o  ne  sont  pas  horizontales, 


HYDRODYlfÀMlQUE.  4?^ 

pourvu  que  dans  chacune  d^elles  les  différences  de  ni- 
veau entre  les  différents  points  soient  toutes  très-petites^ 
car  ulors  il  n'y  a  pas  grande  erreur  à  supposer  que  la  pres- 
sion et  la  vitesse  soient  les  mêmes  en  tout  point  de  chaque 
section. 

Quand  la  section  ot)o  est  horizontale  et  beaucoup  plus 

grande  que  la  section  w,  on  peut  négliger  le  rapport  — j*, 
alors  la  formule  exprime  le  théorème  de  Torricelli  : 

Lorsquun  liquide^  maintenu  dans  un  vase  à  un  ni- 
i^eau  constant,  s'écoule  par  un  petit  oiifice  dans  un  mi- 
lieu où  la  pression  est  la  même  quà  la  surface  de  ni- 
x^eau^  la  vitesse  du  liquide  à  sa  sortie  est  égale  à  celle 
qui  serait  due  à  la  hauteur  du  nix^eau. 

Ce  théorème  se  vérifie  facilement  par  l'expérience.  En 
effet,  supposons  qu'on  ait  placé  sur  un  plan  horizontal  un 
vase  prismatique,  où  le  liquide  soit  maintenu  à  un  niveau 
constant,  tandis  qu'il  s'échappe  par  un  petit  orifice  percé 
dans  l'une  des  faces  verticales.  Soient  z  la  hauteur  du 
niveau  au-dessus  de  l'orifice,  z^  la  hauteur  de  l'orifice  au- 
dessus  du  plan  horizontal,  et  2a  la  distance  de  la  verti- 
cale menée  par  l'orifice  au  point  où  la  veine  tombe  sur 
le  plan  horizontal,  quand  le  mouvement  permanent  est 
établi/ 

Si  le  théorème  de  Torricelli  est  applicable^  le  carré 
construit  sur  la  ligne  a  doit  être  égal  au  rectangle  con- 
struit sur  les  lignes  z  et  z^.  Car  chaque  molécule  de  la 
veine  liquide  peut  être  considérée  comme  un  projectile, 
lancé  de  l'orifice  dans  une  direction  horizontale  avec  la 
vitesse  ^2 gz.  Par  suite,  en  négligeant  la  résistance  de 
Tair,  qui  a  peu  d'influence  dans  un  petit  parcours,  la  mo- 

lécule  liquide  emploie  le  temps    , pour  parcourir  la 
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distance  horizontale  aa,  et  le  temps  W  — ^  pour  parcourir 

la  distance  verticale  Zi  sous  Tinfluence  de  la  pesanteur. 
Égalant  ces  deux  temps,  il  vient 

On  trouve  que  cette  relation  se  vérifie  quand  l'orifice 
est  percé  en  mince  paroi^  c'est-à-dire  quand  l'épaisseur 
de  la  paroi  est  moindre  que  la  moitié  de  la  plus  petite  di- 
mension de  l'ouverture.  Si,  pour  des  parois  plus  épaisses, 
on  avait  a*  =  (z  — e)  jsji  ,  la  vitesse  de  sortie  serait  égale 
h^^g [z  —  s)]  alors,  la  perte  de  force  vive  initiale  par 
unité  de  poids  de  liquide  écoulé  serait  égale  à  2  6. 

Dans  le  cas  d'un  orifice  percé  en  mince  paroi,  le 
volume  V  du  liquide  écoulé  pendant  le  temps  t  serait 
(ù^agz  t,  si  l'on  pouvait  supposer,  comme  nous  l'avons 
fait,  que  la  vitesse  des  molécules  est  exactement  perpen- 
diculaire au  plan  de  l'orifice.  Mais  on  conçoit  que  les 
molécules  liquides,  se  rendant  à  l'orifice  de  tous  les  points 
du  vase,  y  arrivent  en  général  avec  une  direction  inclinée, 
en  décrivant  une  ligne  courbe  ;  de  là  naissent  des  forces 
centrifuges,  qui  augmentent  la  pression  à  l'orifice  de 
dehors  en  dedans  et,  par  cela  même,  diminuentla  quantité 
de  liquide  qui  s!écoule.  En  effet,  on  reconnaît  que  le  vo- 
lume du  liquide  écoulé  pendant  le  temps  t  n'est  qu'une 
fraction  de  la  quantité  w  \tigz  f ,  égale  sensiblement 
à  0,62,  tant  que  le  diamètre  de  l'ouverture  n'excède  pas 
10  millimètres.  D'un  autre  côté,  on  observe  que  la  veine 
liquide  se  contracte  à  une  petite  distance  de  l'orifice,  égale 
à  peu  près  au  diamètre  de  l'ouverture,  et  conserve  au  delà 
une  section  constante,  dont  l'aire  est  à  peu  près  les  0,64 
de  l'aire  de  l'ouverture.  D'après  cela,  on  peut  substituer 
l'aire  de  la  section  contractée  à  celle  de  Torifice  dans  la 
formule  V=  «  ^2gz  f-,  ou  bien  conserver  l'aire  de  l'ori- 
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fice,  et  multiplier  le  volume  du  liquide  calculé  dans  cette 
hypothèse  par  le  coefficient  0,62  :  dans  les  deux  cas  on 
arrivera  à  des  résultats  sensiblement  conformes  à  ceux 
de  l'expérience. 

Torricelli  énonça  la  loi  de  l'écoulement  des  liquides  à 
la  fin  de  son  Traité  De  motu  gray^ium  naturaliler  accele* 
ratOy  publié  en  i643  ;  elle  n'était  pour  lui  qu'un  résultat 
de  l'observation.  Newton,  dans  ses  Principes  (liv.  II, 
pr.  36),  et  Varignon,  dans  les  Mémoires  de  V Académie 
des  Sciences  de  Paris  pour  l'année  1703  (p.  238),  s'ef- 
forcèrent de  tirer  cette  loi  des  principes  admis  en  Méca- 
nique^ mais  leurs  raisonnements  ne  furent  point  à  Tabri 
d'objections  graves. 

Toutefois,  les  recherches  de  Newton  ne  furent  point 
infructueuses^  elles  l'amenèrent  à. découvrir  le  phéno- 
mène de  la  contraction  de  la  veine.  Ses  observations  à  ce 
sujet  lui  fournirent  une  valeur  du  coefficient  de  contrac- 
tion peu  différente  de  celle  qu'on  adopte  aujourd'hui. 

Ce  fut  Daniel  BemouUi  qui  le  premier  démontra  le 
théorème  de  Torricelli  d'une  manière  tout  à  fait  satisfai- 
sante^ et  même  il  établit  la  formule  citée  précédemment, 
qui  est  |)lus  générale.  Sa  démonstration  n'est  qu'une 
simple  application  du  principe  des  forces  vives.  Elle  parut 
d'abord  daitt  les  Commentaires  de  Saint-Pétersbourg^ 
en  172}^  (p.  m),  et  fut  développée  plus  tard  dans  VHj- 
drodynamique  du  même  auteur. 

Considérons  maintenant  \xn  fluide  élastique. 

Posant  p  =  Ârp,  et  conservant  d'ailleurs  la  même  nota- 
tion, on  arrive  à  la  formule 


\/-- 


2Âl0g^ 
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Lorsque  la  distance  z  des  deux  sections  n'est  pas  très- 
considérable,  on  peut  négliger  le  terme  ^gz^  à  cause  de 

la  petitesse  du  ra|>port  y  • 

A' 

Cette  formule  s'applique  au  cas  où  les  sections  ne  sont 
point  horizontales,  pourvu  que  leurs  dimensions  verti- 
cales ne  soient  pas  considérables. 

Si  de  plus  le  rapport  —  est  très-petit,  la  formule  peut 

se  réduire  à  celle-ci  : 


•=\/^^- 


l .  On  suppose  un  vase  dont  la  surface  intérieure  est 
un  demi-ellipsoïde  ou^^ert  suii^ant  un  plan  principal, 
Voui>erture  est  horizontale^  et  la  concai>ité  tournée  vers 
le  haut.  On  demande  de  couper  le  vase  par  un  second 
plan  horizontal^  de  manière  qu^en  maintenant  le  vase 
toujours  rempli  d^un  liquida  y  la  vitesse  du  liquide  qui 
s'écoule  par  V ouverture  inférieure  soit  un  minimum.  On 
demande  encore  de  déterminer  le  plan  sécant  par  la 
condition  que  le  volume  du  liquide  qui  s'écoule  dans  un 
temps  donné  soit  un  maximum. 

Soient  a,  &,  c  les  demi- axes  de  Tellipsoïde,  le  dernier 
de  ces  axes  étant  vertical,  et  soit  z  la  distance  du  plan 
sécant  au  niveau  constant  du  liquide. 

La  vitesse  du  liquide,  à  sa  sortie  par  l'ouverture  infé- 
rieure, est 


/ 


igz 


(-?)■ 


Cette    vitesse  sera    un   minimum  quand   le  binôme 
20* z  —  z'  sera  un  maximum,  c'est-à-dire  quand  on  aura 


Vi- 
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Le  volume  du  liquide  qui  s*écoule  dans  Tunité  de 
temps  est 

itab  I 


^'"'V-('-sy 


Ce  volume  sera  un  maximum  en  même  temps  que  la 
fraction 

— ; r5 

c'est-à-dire  quand  on  aura 

/  2 

MosELST*s  Hydrostatics y  p.   i65  et  166. 

2.  Déterminer  le  volume  du  liquide  qui  s'écoule  dans 
un  temps  donné,  par  une  ou^^erture  circulaire  de  dimen» 
sions  finies,  pratiquée  dans  la  paroi  veHicale  d'un. vase 
cil  le  nii^eau  est  maintenu  constamment  à  la  même  hau- 
teur. 

Soient  7*  le  rayon  de  l'ouverture  circulaire,  nr  la  dis- 
tance du  centre  de  ce  cercle  au  niveau  du  liquide,  et  6 
l'angle  d'un  rayon  quelconque  avec  la  verticale  qui  est 
dirigée  de  bas  en  haut 

Décomposons  Taire  de  l'ouverture  en  tranches  hori- 
zontales infiniment  minces.  L'aire  d'une  tranche  sera 

2rsin6  X  —  d,r cosB  =z  nr^  sin^  BdB^ 

et  sa  distance  au  niveau, 

nr  —  rcosô. 

Le  volume  du  liquide  qui  s'écoule  pendant  le  temps  2, 
à  travers  l'une  de  ces  tranches,  est 


t^2g[nr^cosB)2r*sin^QdQ; 
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6.  Un  vase  quia  la  forme  d'un  paraboloïde  de  révo- 
lution^ ouvert  suivant  deux  sections  horizontales  per^ 
pendiculaires  à  l'axe,  laisse  échapper  le  liquide  qu'il 
contient,  tandis  quune  égale  quantité  de  liquide  arrive 
à  r ouverture  supérieure,  et  maintient  le  vase  constam- 
ment rempli.  On  admet  que  le  mouvement  soit  perma- 
nent^ et  l'on  propose  de  trouver  la  relation  qui  existe, 
entre  le  volume  du  liquide  qui  s'écoule  dans  V unité  de 
temps  et  les  distances  du  sommet  du  paraboloïde  aux 
plans  des  deux  ouvertures. 

Si  Ton  nomme  p  le  paramètre  de  la  parabole  méri- 
dienne, X  et  x'  les  distances  du  sommet  du  paraboloïde  à 
l'ouverture  supérieure  et  à  l'ouverture  inférieure,  et  V 
le  volume  du  liquide  qui  s'écoule  dans  l'unité  de  temps, 
on  trouve  la  relation 

(izpxx'  \  ' j?  H-  y 

MosELEY^s  HydrottaticSy  p.  i65. 

SECTION  IL 

MOUVEMEUT  PERM4NEKT    DES    LIQUIDES    AVEC  FROTTE  ME»  T. 

1.  Effet  d'un  élargissement  brusque  de  section  dans 
une  conduite  d'eau,  —  Effet  d'un  coude.  — -  Considé- 
rons un  liquide  arrivant  par  Forifice  AB  dans  une  con- 
duite CDB'A'  d'un  plus  grand  diamètre.  Nous  suppose- 
rons que  les  sections  AB,  A'B' sont  assez  petites,  ou  du 
moins  que  la  charge  sous  laquelle  le  liquide  s'écoule  est 
assez  grande  relativement  à  Taire  des  sections,  pour 
qu'on  puisse  considérer  comme  égales  les  vitesses  corres- 
pondantes à  tous  les  points  d'une  même  section,  lors 
même  que  son  plan  ne  serait  pas  horizontal.  Nous  ad- 


HYDRODYNAMIQUE.  48 1 

mettrons  encore  que  le  liquide  traverse  perpendiculaire- 
ment les  deux  plans  AB,  A'B'-,  et  nous  ne  tiendrons  point 
compte  ici  du  frottement  qui  s'exerce  contre  les  parois. 

Fig.  83. 


Soient  : 

p  la  densité  du  liquide  ; 

û)  l'aire  de  la  section  AB*, 

u  la  vitesse  et  p  la  pression  moyenne  (*)  sur  la  même 
section  -, 

Cl)',  V*  et  p^  les  quantités  analogues  pour  la  section 
A'B'-, 

z  la  distance  du  centre  de  gravité  de  Paire  cû'  au-des- 
sous du  plan  horizontal  qui  passe  par  le  centre  de  gravité 
de  Taire  w, 

ABba  la  colonne  liquide  qui  traverse  l'ouverture  AB 
pendant  le  temps  très- court  dt-^ 

A!Wb*a'  la  colonne  liquide  qui  traverse  la  section 
A'B'dans  le  même  temps. 


(•)  Foi/- p.  375. 

II.    2«  ÉDIT. 


3l 
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La  loi  de  récoulement  nous  sera  donnée  par  Téquation 
des  forces  vives,  jointe  à  la  relation 

(l)  (aV  z=Z  tii' V* . 

L'accroissement  de  force  vive,  que  reçoit  pendant  l'in- 
stant dt  la  masse  liquide  qui  au  commencement  de  cet 
instant  occupait  l'espace  CDB'A',  se  compose  de  la  force 
vive  que  possède  le  liquide  A'B'i'a'  à  la  fin  de  l'in- 
stant dt^  savoir  pco  Vrff .  p»",  moins  la  force  vive  que  pos- 
sédait le  liquide  AUba  au  commencement  de  l'instant  dt^ 
savoir  puav^dt.s^^^  plus  la  différence  entre  la  force  vive 
du  liquide  qui  occupe  l'espace  CAafcBDB'A'  à  la  fin  de 
l'instant  dt^  et  la  force  vive  du  liquide  qui  occupait  le 
même  espace  au  comtnencement  de  l'instant  dt*^  or  cette 
différence  est  nulle  en  vertu  de  la  permanence  du  mou- 
vement. Ainsi,  l'accroissement  total  de  force  vive  pen- 
dant l'instant  dt  est 

Les  travaux  des  forces  qui  agissent  sur  la  même  masse 
liquide  pendant  l'instant  dt  sont  : 

1°  Le  travail  de  la  pression  p,  savoir  (ùp.i^dt^ 

2°  Le  travail  résistant  de  la  pression  p\  savoir 
—  (ù^p\  v'dt  ou  —  wp'.  i^dt  5 

3°  Le  travail  de  la  pesanteur.  Ce  travail  est  la  diffé- 
rence entre  la  somme  des  produits  que  l'on  obtient  en 
multipliant  le  poids  de  chaque  molécule  de  la  masse  li- 
quide CDB' A'  par  la  hauteur  de  cette  molécule  au-dessus 
d  un  plan  horizontal,  et  la  somme  semblable  relative  à  la 
masse  liquide  CAafcBD  b'a'  et  au  même  plan  horizontal. 
Or  cette  différence  est  évidemment  égale  au  produit  du 
poids  de  la  masse  liquide  A&ha  par  la  hauteur  de  son 
centre  de  gravité  au-dessus  du  plan  horizontal,  moins  le 
produit  du  poids  de  la  masse  liquide  A'B'b'a'  par  la  hau- 
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leur  de  son  centre  de  gravité  au-dessus  du  même  plan 

horizontal.  Ces  deux  masses  liquides  étant  des  tranches 

infiniment  minces  et  de  même  poids,  le  travail  dont  il 

s'agit  est 

gpcùudt.z. 

4^  Le  travail  résistant  des  réactions  mutuelles  qui  se 
produisent  entre  les  molécules  liquides.  Dans  Fignorance 
où  nous  sommes  relativement  à  la  loi  des  actions  molé- 
culaires, il  nous  est  nécessaire,  pour  calculer  ce  travail, 
d'introduire  quelque  hypothèse  en  harmonie  avec  les  ré- 
sultats de  l'expérience.  Admettons  d'abord  que  les  molé- 
cules liquides  puissent  être  assimilées  à  de  petites  billes 
dépourvues  d'élasticité,  qui  se  choquent  sans  frottement. 
Alors  la  masse  liquide  qui  occupe  l'espace  CDB'A'  au 
commencement  de  l'instant  dt  éprouvera  pendant  cet 
instant,  par  l'effet  des  chocs  mutuels  de  ces  molécules, 
une  perte  de  force  vive  dont  la  mesure,  donnée  par  le 
théorème  de  Carnot  (p.  274)5  est  la  force  vive  due  aux 
vitesses  perdues,  savoir  p(ù^dt,(i^  —  ^'')'.  Le  travail  ré- 
sistant dû  aux  réactions  mutuelles  des  molécules  sera  donc 

— p(f)if(it,(t>  —  c'y. 

Nous  pouvons  arriver  au  même  résultat  par  d'autres 
considérations.  Pour  cela,  observons  d'abord  que  les  réac- 
tions mutuelles  des  molécules  ne  seraient  point  changées, 
si  tout  le  système  était  animé  d'une  vitesse  uniforme, 
égale  et  contraire  à  la  vitesse  de  la  tranche  A'B',  en  sorte 
que  les  molécules  situées  sur  cette  tranche  soient  dans 
un  état  de  repos  absolu.  Ainsi,  nous  pouvons  admettre 
que  tout  se  passe  dans  la  colonne  liquide  CD6' A'  à  peu 
près  comme  dans  un  vase  en  repos,  à  large  section,  con- 
tenant une  certaine  quantité  de  liquide,  et  qui  reçoit  à 
sa  surface  une  petite  veine  liquide  animée  d'une  vitesse 

3i. 
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égale  à  1^  —  u'.  Or,  dans  ce  cas,  on  observe  que  le  liquide 
reste  sensiblement  immobile  dans  l'intérieur  du  vase; 
d'où  il  résulte  que  la  force  vive  détruite  dans  un  temps 
doîiné  par  les  réactions  moléculaires  est  sensiblement 
égale  à  la  force  vive  du  liquide  qui  arrive  dans  le  même 
temps.  » 

D'après  cela,  les  actions  moléculaires  qui  s^exercent 
dans  la  masse  liquide  CDB'A'  lui  font  perdre  une  force 
\ive  égale  à  pcùi^dt,  (t^  —  ^^')*,  et  le  travail  correspondant 
«st 


pt^Çfli,  (c —  <»')% 


2 


comme  nous  l'avons  déjà  trouvé. 

Ajoutant  tous  les  travaux  obtenus,  et  égalant  le  double 
de  celte  somme  à  la  force  vive  perdue,  on  obtient  Téqua^ 
tîon  chercbée, 

Le  terme  (      ]  >  qui  provient  seul  des  réactions 

\  ^'^g  J  ^ 
moléculaires,  est  égal  à  la  bauteur  due  à  la  vitesse  v»  —  i/'. 
Il  en  résulte  ce  théorème  important  :  Le  passage  brusque 
de  la  vitesse  y  à  la  vitesse  plus  petite  V  produit  une 
perte  de  charge  égale  à  la  hauteur  due  à  la  différence 
de  ces  vitesses. 

L'équation  précédente,  jointe  à  la  relation  (i),  fait 
connaitrela  vitesse  (^'en  fonction  des  pressions  p,  p'  : 


^/^     fp—p-^s?^ 


Nous  avons  supposé  que  les  molécules  liquides  traver- 
nt  l'ouverture  AB  avec  une  vitesse  perpendiculaire  au 
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plan  de  cette  section.  Si  le  liquide  est  conduit  vers  cette 
ouverture  par  une  paroi  continue,  cette  supposition  sera 
vérifiée-,  mais,  si  la  forme  de  la  paroi  est  discontinue^ 
comme  dans  le  cas  de  la  figure,  alors  la  veine  liquide  se 
contractera  au  delà  de  l'ouverture,  et  la  supposition  de  la 
perpendicularité  des  vitesses  ne  sera  plus  vérifiée  pour  la 
section  ÂB,  mais  bien  pour  la  section  de  la  veine  con- 
tractée. 

Dans  ce  cas,  on  imaginera  que  la  veine  liquide  soit 
entourée  d'une  paroi  très -mince,  ouverte  suivant  la  sec- 
tion de  la  veine  contractée,  et  Ton  substituera  cette  sec- 
tion à  la  section  AB  dans  tous  les  raisonnements  qui 
précèdent.  Les  formules  resteront  les  mêmes,  si  ce  n'est 
que  les  quantités />,  5,  v  se  rapporteront  h  la  section  con- 
tractée, et  que  l'aire  w  de  l'ouverture  AB  sera  remplacée 
par  celle  de  la  section  contractée  Xoi),  X  désignant  le  coeffi- 
cient de  contraction. 

Le  pression  ^'peut  se  mesurer  facilement,  en  ajustant 
un  tube  de  verre  vertical  sur  le  contour  de  la  section  A'B', 
et  mesurant  la  hauteur  à  laquelle  le  liquide  s'élève  dans 
ce  tube.  11  n'est  pas  aussi  facile  de  mesurer  la  pression  // 
qui  s'exerce  dans  la  veine  contractée^  mais  il  est  aisé 
d'obtenir  une  formule  où  cette  pression  soit  remplacée 
parcelle  qui  s'exerce  dans  une  section  quelconque  AoBo, 
située  en  amont  de  l'ouverture  AB. 

Soient  : 

WoTaire  de  la  section  AoBo; 

i'o  la  vitesse,  et  po  la  pression  moyenne  sur  la  même 
section  ; 

Zq  la  hauteur  du  centre  de  gravité  de  cette  section  au- 
dessus  du  plan  horizontal  qui  passe  par  le  centre  de  gra- 
vité de  la  section  de  la  veine  contractée. 

Appliquant  le  théorème  des  forces  vives  à  la  masse  li- 
quide comprise  entre  la  section  AqBo  et  la  section  de  la 
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veine  contractée,  on  trouve  l'équation 

^P^  —  P 


P 
qui,  ajoutée  à  Téquation  (2),  donne 


^g'î*, 


(3)     p'^-  p;  ^  n^-^ — ^  +  2^ (8  -4-  zo)  -  (p  -  i/  )«. 

Si  Ton  élimine  ^^  et  i^^  à  l'aide  des  relations 
on  obtient  la  formule 

«)  "■■[-s-(è-)"]=^'-T^*-'"*-'' 

OÙ  il  ne  figure  plus  que  des  quantités  facilement  mesu- 
rables. 

La  formule  principale  (a)  a  été  donnée  en  premier  lieu 
par  Borda,  dans  les  Mémoires  de  tjicadémie  des  Sciences 
de  Paris^  1766,  p.  590.  Elle  s'applique  à  tous  les  cas  où 
quelque  étranglement  dans  la  colonne  liquide  produit 
des  mouvements  irréguliers  et  tumultueux.  On  voit  par 
là  avec  quel  soin  il  faut  éviter  les  changements  brusques 
de  section  dans  les  tuyaux  de  conduite,  si  l'on  ne  veut  pas 
diminuer  rapidement  la  dépense. 

Plus  généralement,  toute  cause  qui  produit  une  agita- 
tion irrégulière  dans  la  colonne  liquide  diminue  sa  force 
vive  et,  par  suite^  diminue  sa  vitesse.  Les  coudes  brusques 
produisent  cet  effet  à  un  haut  degré;  il  faut  donc  les  évi- 
ter avec  le  même  soin  que  les  étranglements. 

On  n'a  pas  encore  appliqué  le  calcul  avec  succès  à  la 
détermination  de  la  perte  de  charge  occasionnée  par  un 
coude.  Toutefois  l'expérience  montre  que  la  perte  de 
charge  est  négligeable,  lorsque  le  coude  est  bien  arrondi, 
et  que  le  rayon  du  cercle  est  plus  grand  que  dix  fois  le 
diamètre  de  la  conduite. 


Fig.84. 
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2.  Influence  d'un  ajutage  cylindrique  sur  la  dépense 
d'un  orifice.  —  Expérience  de  Kenturi,  —  Quand  le 
liquide  commence  à  couler  dans  un  ajutage  cylindrique, 

il  arrive  en  remplissant 
tout  le  cylindre,  parce 
que  les  premières  molé- 
cules qui  se  présentent 
ont  peu  de  vitesse,  et 
par  suite  peu  de  force 
centrifuge     tendant    à 
contracter     la     veine. 
Mais,  à  mesure  que  la 
vitesse    augmente,    les 
molécules  liquides  arri- 
vant dans  Tajutage   se 
pressent  plus  vivement 
vers  l'axe  du  cylindre, 
et  il  tend  à  se  former  un  vide  autour  de  la  section  con- 
tractée. En  même  temps,  la  pression  atmosphérique,  qui 
s'exerce  à  la  sortie,  refoule  le  liquide  et  le  force  à  rem- 
plir encore  tout  l'ajutage.  De  ces  deux  actions  combi- 
nées il  résulte  que  la  veine,  se  contractant  à  une  petite 
distance  de  l'embouchure,  s'y  trouve  entourée  d'un  an- 
neau de  liquide  à  l'état  de  remous  sous  une  pression 
inférieure  à  la  pression  atmosphérique,  et  sort  en  rem- 
plissant tout  le  cylindre.  Comme  d'ailleurs  il  doit  passer 
dans  le  même  temps  une  même   quantité  de  liquide  à 
travers  chaque  section,  il  y  a  nécessairement  change- 
ment rapide  de  vitesse   dans  l'ajutage,  accompagné  de 
mouvements  ir réguliers,   et  il  en  résulte  une  perte  de 
force  vive,  qui  se  calcule  à  l'aide  du  théorème  démontré 
au  numéro  précédent.  • 

Admettons^  pour  simplifier,  que  le  liquide  arrive  d'un 
vase  à  large  section,  ouvert  dans  l'atmosphère-,  et  soient  : 
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Cl)  Taire  de  la  section  de  Tajutage; 

w^  l'aire  de  la  section  horizontale  du  vase  faite  au  ni- 
veau du  liquide  5 

Zo  la  bauteur  du  niveau  dans  le  réservoir  au-dessus  du 
centre  de  gravité  de  l'ouverture  par  laquelle  le  liquide  dé- 
bouche dans  l'atmosphère^ 

A  le  coefficient  de  contraction  de  la  veine  dans  Tajutage  ] 

^^  la  vitesse  du  liquide  à  sa  sortie. 

Appliquant  la  formule  (4)  du  numéro  précédent  au  li- 
quide qui  est  contenu  dans  le  réservoir  et  dans  Tajutage, 

et  négligeant  le  rapport  —9  il  vient 

Si  Ton  pose  X  =  0,62,  on  obtient  pour  la  vitesse  du  li- 
quide à  sa  sortie  de  l'ajutage 

p'  —  o,85  v'ag'Zo. 

Le  volume  du  liquide  qui  s'écoule  pendant  l'unité  de 
temps,  ou  la  dépense  de  l'orifice,  est 

V=  0,85&)  ^2gZo. 

Sans  ajutage  on  aurait  eu 

v' z=.  sjiigz^y     et     V  =  0,62b)  ^2gz^-y 

la  vitesse  eût  été  plus  grande,  mais  la  dépense  eût  été  plus 
petite  dans  le  rapport  de  62  à  85. 

Si  le  frottement  du  liquide  contre  la  paroi  de  l'ajutage 
peut  se  négliger,  ces  résultats  subsistent  quelle  que  soit 
la  longueur  du  tuyau,  pourvu  qu'elle  soit  au  moins  égale 
au  dbuble  du  diamètre.  Nous  verrons  plus  loin  comment 
on  peut  tenir  compte  du  frottement  contre  la  paroi  du 
tuyau,  quand  sa  longueur  est  considérable. 
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Les  expériences  donnent  en  moyenne  pour  la  dépense 
des  ajutages  cylindriques 

Vr~  0,82W  \l2gZ0. 

La  petite  dift'érence  qui  existe  entre  cette  formule  et 
celle  que  le  calcul  nous  a  fournie  peut  être  attribuée 
aux  frottements  contre  les  parois  et  aux  petites  inéga- 
lités entre  les  vitesses  des  filets  liquides  qui  composent  la 
veine  (*). 

Les  expériences  les  plus  célèbres  sur  les  ajutages  sont 
celles  de  Venturi.  Ce  physicien  a  reconnu  que  Taugmen- 
tation  de  dépense  produite  par  les  ajutages  cylindriques 

(*}  Il  est  aisé  de  voir  que  ]a  supposition  d'une  vitesse  commune  à  tous 
les  points  d'une  même  section,  égale  au  quotient  de  la  dépense  par  Taire 
de  la  section,  donne  toujours  une  force  vive  inférieure  à  celle  qui  existe 
réellement  quand  les  vitesses  sont  inégales. 

En  effet,  soient  v  la  vitesse  fictive  commune  à  tous  les  points  de  la  sec- 
tion oi,  u  la  vitesse  réelle  correspondante  à  l'élément  <f  ûj,  et  s  la  différence 
u—v,  La  force  vive  réelle  et  la  force  vive  calculée  dans  Thypothèse  d'une 
vitesse  commune  seront  respectivement  proportionnelles  à 

fû'dca    et    v*oi. 
Or,  on  a 

/u»Jw  =  /(i'H-s)*<'w  =  ^''w-+-3i''/«''w-h/«^(3»'-|-s)<fw; 
d'ailleurs 

3v-\-  s  =  2l>  -^  Uf 

et  rintégrale  fedca  est  nulle,  puisque  la  dépense  calculée  d'après  les  vi- 
tesses réelles,  Judùt,  est  égale  à  la  dépense  calculée  dans  l'hypothèse  de 
la  vitesse  commune,  fvdùi.  Donc  il  reste 

f  u* dùi  =z  V* ea  -h  f  e*  {2v  ~{-  u)  dût; 

comme  2p+  u  est  une  quantité  essentiellement  positive,  il  s'ensuit  que  la 
différence  fu'dùi  —  v'ûj  s'exprime  par  une  intégrale  dont  tous  les  élé- 
ments sont  positifs. 

Il  «n  résulte  que  dans  l'équation  (i)  le  coefficient  de  f"  est  un  peu  trop 
faible,  quand  on  se  place  dans  l'hypothèse  d'une  vitesse  commune  à 
toutes  les  molécules  d'une  même  section.  t*ar  suite,  la  valeur  de  f'  tirée 
de  cette  équation  est  un  peu  trop  considérable. 

Cette  remarque  est  de  M.  Poncelet;  elle  s'applique  à  toutes  les  for- 
mules obtenues  dans  cette  section  de  l'ouvrage. 
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est  due  h  la  différence  des  pressions  qui  s^exercent  sur  la 
section  contractée  de  la  veine  liquide  et  sur  la  section  de 
sortie.  En  effet,  il  a  constaté,  d'une  part,  que  l'augmenta- 
tion de  la  dépense  cesse  quand  on  pratique  une  petite 
ouverture  dans  la  paroi  de  l'ajutage  qui  entoure  la  veine 
contractée*,  et  d'autre  part,  que  si  l'on  adapte  sur  Tajulage 
un  tube  de  verre  recourbé,  débouchant  dans  la  cavité 
annulaire  qui  entoure  la  veine  contractée,  et  plongeant 
son  extrémité  inférieure  dans  une  cuve  d'eau  colorée, 
l'eau  de  la  cuve  s'élève  dans  le  tube  et  s'y  maintient  à 
une  certaine  hauteur. 

Dans  l'une  de  ses  expériences,  où  la  hauteur  du  niveau 
au-dessus  de  Tajutage  était  de  o"*,88,  l'eau  colorée  s'est 
élevée  à  o"*,65. 

Cette  hauteur  est  précisément  celle  qu'indique  le  cal- 
cul. Car,  si  l'on  nomme  : 

po  la  pression  atmosphérique; 
u^  la  vitesse  à  la  sortie  de  l'ajutage; 
p  la  pression  sur  la  section  de  la  veine  contractée; 
^  la  vitesse  sur  cette  même  section  ; 
Zq  la  hauteur  du  niveau  au-dessus  du  centre  de  gravité 
de  la  même  section  ; 

On  a,  d'après  le  principe  des  forces  vives, 

P- 
D'un  autre  côté,  on  a 

ou  bien,  posant  X  =  0,62  et  remplaçant  i^'  par  la  valeur 
observée  0,82  ^a^Zo, 

0,82 


'=r 


^M^^'' 
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Cette    valeur,   reportée  dans    l'équation  précédente, 
donne 


S? 


""[(w  -^]^«=«'75^ô 


d'où  l'on  voit  que  la  hauteur  de  la  colonne  d'eau  soulevée 
dans  le  tube  sera  0,75^^0.  Or,  si  l'on  fait  z^  =  o'^jSS,  on 
trouve  la  hauteur  o™,66,  qui  s'accorde  très-bien  avec 
l'expérience  de  Venturi. 

3,  Influence  d^un  ajutage  conique  divergent  sur  la 
dépense  d^un  orifice,  —  Nous  supposons  un  ajutage  di- 
Fig.  85.  vergent  ABB'A',  dont  la 

plus  petite  section  AB  est 
raccordée  avec  les  parois 
du  vase  par  une  surface 
continue.  L'expérience 
montre  que  le  liquide  ne 
se  sépare  point  de  la  pa- 
roi de  l'ajutage,  quand  il 
mouille  la  substance  dont 
cette  paroi  est  formée,  à  moins  que  l'évasement  ne  soit  très- 
considérable.  Ainsi,  nous  admettrons  que  la  veine  liquide 
remplit  exactement  l'ajutage,  et  nous  nous  placerons  dans 
les  mêmes  circonstances  que  quand  il  s'agissait  d'un  aju- 
tage cylindrique.  La  notation  restera  la  mème^  les  quan- 
tités w,  p^  {f  se  rapporteront  à  la  plus  petite  section,  et 
les  quantités  o)',  s^'  se  rapporteront  à  l'ouverture  de  sortie. 
Quoiqu'il  y  ait  un  changement  de  vitesse  assez  rapide 
entre  les  sections  AB,  A'B',  néanmoins,  comme  la  veine 
coule  sans  agitation,  il  n'y  a  pas  lieu  de  tenir  compte 
des  actions  moléculaires. 

La  vitesse  à  la  sortie  de  l'ajutage  sera  donc 
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ei  le  volume  du  liquide  écoulé  dans  l'unité  de  temps  sera 


La  dépense  V  de  Tajuiage  augmente  quand  on  accroît 
l'ouverture  de  sortie  co'^  mais  elle  ne  peut  pas  augmenter 
indéfiniment,  si  la  charge  z^  et  la  plus  petite  section  on 
restent  constantes.  En  effet,  la  pression  p  devant  rester 
positive,  la  relation 

^^=2^'^^ — -    -h  igz, 
? 

montre  que  la  vitesse  i^  ne  peut  surpasser  i/  2^2:0  H ^  i 

par  suite,  la  dépense  coi^nepeul  pas  être  supérieure  h  la 

.     ,  /  2/?o 

quantité  w  1/  ag^o  H — —  • 

La  dépense  atteint  cette  limite,  quand  les  sections 
extrêmes  vérifient  la  relation 


bi'  S/'2gZo  ■ 


OU  bien 


Si  le  rapport  —  était  supérieur  au  second  membre  de 

cette  dernière  équation,  la  veine  liquide  se  briserait  ou 
cesserait  de  remplir  l'ajutage. 

L'ajutage  divergent  jouit  de  cette  propriété  remar- 
quable, qu  il  peut  fournir  une  dépense  supérieure  à  celle 
qui  aurait  lieu  par  l'ouverture  de  la  plus  petite  section, 
si  la  veine  liquide  traversait  celle  ouverture  sans  contrac- 
tion sous  la  charge  donnée.  Ce  résultat  s'explique  en  ob- 
•servant  que  la  pression  moyenne  pj  dans  la  plus  petite 
section  de  l'ajutage,  peut  être  inférieure  à  la  pression  at- 
mosphérique pQ» 
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On  a  peu  d'expériences  sur  les  ajutages  divergents  a 
forme  continue;  de  sorte  qu'on  ne  saurait  dire  avec  quel- 
que certitude  de  combien  la  limite  réelle  de  la  dépense 
est  inférieure  à  celle  que  donne  le  calcul,  en  négligeant  les 
frottements  et  supposant  tous  les  filets  de  la  veine  liquide 
animés  d'une  même  vitesse. 

4.  Effet  du  frottement  dans  les  tuyaux  d'une  grande 
longueur,  —  On  peut  se  figurer  la  colonne  liquide  qui 
coule  dans  un  tuyau,  comme  formée  de  couches  concen- 
triques. La  coucLe  extérieure  est  ralentie  par  son  frotte- 
ment contre  la  paroi  du  tuyau  \  cette  couche  ralentit  à  son 
tour  la  couche  intérieure  qui  lui  est  contiguë,  et  celle-ci 
la  couche  suivante,  en  sorte  que  chaque  couche  est  ra- 
lentie par  la  couche  extérieure  adjacente^  et  accélérée  par 
la  couche  intérieure.  Ainsi,  la  vitesse  n'est  point  la  même 
sur  tous  les  points  d'une  même  section.  Néanmoins,  dans 
les  calculs  que  nous  avons  en  vue,  nous  pourrons  supposer 
à  toutes  les  molécules  situées  sur  une  même  section  une 
vitesse  commune  ^,  égale  au  quotient  du  volume  d'eau 
qui  traverse  la  section  dans  l'unité  de  temps  par  l'aire  de 
cette  section.  Pour  déterminer  cette  vitesse,  dans  le  cas  oii 
le  tuyau  a  une  section  constante  et  n'est  point  coudé  brus- 
quement, on  peut  considérer  la  colonne  liquide  comme 
une  tige  flexible,  glissant  dans  rînlérieur  du  tube,  et  re- 
tardée sans  cesse  par  le  frottement  des  parois;  mais  l'in- 
tensité de  cette  force  de  frottement  ne  sera  pas  régie  par 
les  mêmes  lois  que  dans  le  cas  de  deux  corps  solides  glis- 
sant l'un  sur  l'autre. 

Prony  (*)  a  fait  voir  qu'on  arrive  à  des  résultats  satis- 
faisants, si  l'on  suppose  cette  force  égale  au  produit  de  la 

(  *  )  Cette  loi  du  frottement  des  liquides  arait  été  signalée  par  Coulomb 
dès  Tannée  1800,  dans  les  Mémoires  de  V Académie  des  Sciences,  t.  III, 
p.  a46  j  mais  ce  physicien  n'avait  point  montré  Tapplication  qu'on  peut  cri 
faire  à  Técoulement  des  liquides. 
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le  tuyau,  sauf  la  petite  portion  déjà  considérée  et  une 
portion  égale  prise  à  l'autre  extrémité;  la  troisième  sera 
le  liquide  contenu  dans  le  réservoir  inférieur  et  dans  la 
petite  longueur  du  tuyau  égale  à  deux  fois  le  diamètre  qui 
lui  est  adjacente. 

La  notation  précédente  sera  conservée  pour  ce  qui  re- 
garde la  colonne  liquide  renfermée  dans  le  tuyau,  c'est- 
à-dire  pour  la  seconde  partie  du  liquide  considéré.  De 
plus^  nous  nommerons  : 

•  Zq  la  distance  du  centre  de  gravité  de  la  section  supé- 
rieure de  cette  colonne  liquide  au-dessous  du  niveau  du 
réservoir  supérieur; 

z\  la  quantité  analogue  pour  la  section  inférieure  et  le 
niveau  du  second  réservoir  ; 

w'^  Taire  de  la  surface  de  niveau  dans  ce  second  réser- 
voir; 

t^\  la  vitesse  verticale  du  liquide  sur  cette  surface  ; 

(^'  la  vitesse  du  liquide  sur  la  section  contractée  de  la 
veine  qui  arrive  du  tuyau  dans  le  réservoir  inférieur; 

X  le  coefficient  de  contraction  ; 

p^  la  pression  atmosphérique. 

Pour  le  mouvement  de  la  première  partie  du  liquide^ 
nous  avons,  d'après  le  n*^  2, 


(,)     .,[,^.  (>_,)'] 


2 2gZo  =  O. 

P 


Pour  la  seconde  partie  du  liquide,  nous  avons,  d'après 
la  théorie  actuelle, 

(3)  p-^p'-^gp(z-n)  =  o. 

Enfin,  pour  la  troisième  partie  du  liquide,  nous  avons, 
diaprés  le  n°  1,  équation  (3), 

(4)  .V--,»  +  (,'-,'j.«^^lzi^*^2^,;^o. 
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En  outre, 

(5)  ,>'  =  l..    .'.  =  ^.. 

Ajoutant  les  équations  (a)  et  (4),  retranchant  du  rc- 
sultat  le  produit  de  l'équation  (3)  par  -»  et  ayant  égard 
aux  valeurs  (i)  et  (5),  il  vient  finalement 

8/a 

-f-  C-j^ 2^(Zo-|-S  —  3,)  =  0. 

Telle  est  Téquation  qui  donne  la  vitesse  i^  et,  par  suite, 
la  dépense  (ùv. 

Dans  les  cas  ordinaires  de  la  pratique,  la  section  du 
réservoir  inférieur  est  très-grande  par  rapport  à  la  section 

du  tuyau.  Alors  on  peut  négliger  le  rapport  -r  >  el  l'équa- 
tion se  simplifie. 

Si  le  tuyau  débouche  dans  l'atmosphère,  on  n'a  pas  à 
considérer  l'équation  (4),  et  l'on  a  p'  =  p^-^  Téquation 
qui  détermine  \'  est  alors 


—  2^//==:0, 


h  désignant  la  distance  z^-^  z  du  centre  de  gravité  de 
l'ouverture  de  sortie  au-dessous  du  niveau  du  réservoir. 
Quand  la  longueur  du  tuyau  est  très-grande  par  rap- 
port au  diamètre,  la  quantité  i  "+-  (  r  —  i  )  devient  négli- 

geablc  vis-à-vis  de  --p?  et  Ton  a  sensiblement 


4/ 


II,  a«  fioiT. 
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Celle  dernière  formule  est  celle  dont  Prony  s'est  servi 
pour  déterminer  expérimentalement  les  valeurs  des  coef- 
ficients a  et  (3. 

Gaz.  —  Pour  les  gaz,  les  choses  ne  se  passent  pas  tout 
à  fait  comme  pour  les  liquides.  Le  gaz  a  une  densité  plus 
faible,  là  où  il  supporte  une  moindre  pression  ;  il  doit 
donc  en  ces  points  avoir  une  plus  grande  vitesse,  si, 
comme  nous  le  supposons,  la  conduite  a  partout  une 
même  section.  Cependant,  dans  les  cas  ordinaires,  la  den- 
sité et  la  vitesse  varient  peu  d'une  extrémité  à  l'autre  du 
tuyau,  et  on  s'écarte  peu  de  la  vérité  si  l'on  admet  que  le 
gaz  a  sur  tout  le  parcours  de  la  conduite  une  même  vitesse, 
moyenne  arithmétique  entre  les  vitesses  extrêmes.  On 
peut,  dans  ces  cas,  appliquer  au  mouvement  permanent 
du  gaz  ce  que  nous  venons  de  dire  du  mouvement  perma- 
nent d'un  liquide,  sauf  que  la  perte  de  charge  par  unité 
de  longueur,  qui  est  due  au  frottement,  sera  donnée  par 
la  formule 

V  est  la  vitesse,  D  le  diamètre  de  la  conduite,  et  |3  un 
coefficient  égal  pour  tous  les  gaz  à  o,ooo355. 

5.  Mouvement  de  Veau  dans  les  canaux  découverts. 
—  Moyens  pratiques  de  jaugeage,  —  Nous  nous  borne- 
rons à  considérer  un  canal  où,  dans  une  longueur  consi- 
dérable, tout  est  identique  sur  chaque  section.  C'est  ce 
qu'on  exprime  d'un  seul  mot,  en  disant  que  le  régime  est 
établi  dans  l'étendue  que  Ton  considère.  Ceci  suppose 
que  la  section  et  la  pente  du  lit  sont  invariables,  ainsi  que 
la  direction  et  la  vitesse  de  chaque  filet  liquide. 

La  vitesse  varie  d'un  point  à  un  autre  sur  chaque  sec- 
tion, à  cause  du  frottement  des  parois,  qui  retarde  les 
couches  adjacentes  et,  par  elles,  influe  sur  le  mouvement 
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des  couches  plus  éloignées.  Néanmoins,  dans  les  calculs 
que  nous  avons  en  vue,  il  sera  permis  de  supposer  à  tous 
les  points  d'une  même  section  une  vitesse  commune, 
égale  au  quotient  que  Ton  obtient  en  divisant  le  volume 
d'eau  qui  traverse  la  section  dans  l'unité  de  temps  par 
l'aire  de  la  section. 

La  vitesse  fictive  ainsi  définie  se  nomme  la  vitesse 
moyenne  du  canal. 

Considérons,  à  une  époque  quelconque,  la  colonne 
liquide  qui  est  comprise  entre  les  deux  sections  extrêmes 
de  la  portion  du  canal  où  le  régime  est  établi. 

Soient  /  la  longueur  de  cette  colonne  ; 

h  la  différence  du  niveau  du  liquide  aux  deux  extré- 
mités de  la  colonne; 

0)  Taire  de  la  section  ; 

c  la  longueur  développée  du  contour  de  la  section  qui 
est  baignée  par  le  liquide; 

i^  la  vitesse  moyenne. 

La  somme  des  travaux  des  forces  qui  agissent  sur  celte 
masse  liquide  pendant  l'instant  infiniment  petit  dt  doit 
être  nulle,  puisque  l'accroissement  de  force  vive  est  n\il 
pendant  le  même  temps.  Or  cette  somme  contient  le  tra- 
vail de  la  pesanteur,  (ù^dt.gph^  et  en  outre  le  travail 
résistant  de  la  force  de  frottement.  Si  nous  admettons  avec 
Prony  que,  dans  le  cas  actuel,  la  force  de  frottement  soit 
régie  par  les  lois  qui  conviennent  au  frottement  des 
tuyaux  de  conduite,  cette  force  aura  pour  expression 

et  son  travail  sera 

--  ucit.plc{oLV  -4-pp*). 
Il  en  résulte  l'équation  suivante,  donnée  par  Prony, 

(l)  pu'^Cii^->gj^  =  0. 

32. 


5oO  MÉCANIQUE    RATIONNELLE. 

Cet  ingénieur  s'est  servi  de  celte  formule  pour  déter- 
miner les  coefficients  ce  et  |3.  Il  a  reconnu  par  plusieurs 
expériences  que,  dans  le  cas  dont  il  s'agit,  si  l'on  prend 
le  mètre  pour  unité  de  longueur  et  la  seconde  pour  unité 
de  temps,  on  a 

a  =:  G ,  000436,     p  =  o ,  oo3o34* 

Ces  valeurs  étant  diSéren tes  de  celles  qui  conviennent 
au  frottement  dans  les  tuyaux,  on  doit  en  conclure  que 
les  coefficients  a  et  |3  ne  sont  point  tout  à  fait  indépen- 
dants de  la  grandeur  de  la  section  et  peut-être  même  de 
sa  forme;  mais  les  expériences  manquent  pour  assigner  la 
loi  de  leurs  variations. 

Pour  jauger  un  canal^  on  mesurera  les  quantités  o),  cet 

le  rapport  -75  qui  n'est  autre  que  la  pente  par  mètre  cou- 
rant; puis  on  calculera  ï^par  la  formule  (1)  :  le  produit  wi^ 
sera  le  volume  d  eau  qui  traverse  la  section  dans  une  se- 
conde, ou  le  débit  du  canal. 

On  peut  encore  calculer,  suivant  Prony,  la  vitesse 
iQoyenne  f>  et,  par  suite,  le  débit  du  canal  a)f^,  à  Taide 
d'une  formule  déduite  d'expériences  faites  par  Dubuat 
sur  de  petits  canaux  en  bois,  tels  que  ceux  qui  alimentent 
les  usines. 

Si  l'on  nomme  u'  la  vitesse  de  l'eau  mesurée  à  la  sur- 
face au  milieu  du  courant,  on  a  sensiblement 

Cette  formule  donne  des  résultats  assez  satisfaisants, 
même  pour  des  canaux  de  grandes  dimensions.  La  vitesse 
i''  se  mesure  sans  peine  à  l'aide  d'un  petit  flotteur  offrant 
peu  de  prise  à  la  résistance  de  l'air. 

Enfin  un  troisième  moyen  de  jaugeage,  qui  s'applique 
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spécialement  aux  cours  d'eau  peu  considérables,  consiste 
à  faire  déboucher  le  canal  par  un  orifice  régulier,  dont  on 
puisse  calculer  la  dépense  par  quelqu'une  des  formules 
les  mieux  vérifiées. 

On  pourra,  par  exemple,  construire  un  barrage  en 
travers  du  canal,  et  faire  passer  l'eau  sous  une  vanne, 
ou  bien  la  forcer  à  couler  par-dessus  la  crête  du  barrage, 
qui  alors  prend  le  nom  de  déversoir. 

Dans  le  cas  d'une  vanne  dont  la  levée  excède  i  déci- 
mètre, on  obtiendra  assez  exactement  le  débit  du  canal, 
en  multipliant  l'aire  de  l'ouverture  parla  vitesse  due  à  la 
hauteur  du  niveau  au-dessus  du  centre  de  gravité  de  l'ou- 
verture, et  prenant  les  0,60  du  résultat. 

Dans  le  cas  d'un  déversoir,  on  mesurera  la  surface  du 
rectangle  qui  a  pour  base  la  longueur  du  déversoir  et  pour 
hauteur  la  hauteur  du  niveau  du  canal  en  amont  du  dé- 
versoir au-dessus  de  la  crête  du  barrage 5  on  multipliera 
cette  surface  par  la  vitesse  due  à  la  hauteur  du  rectangle, 
et  on  prendra  les  o,4o5  du  résultat.  Le  nombre  ainsi  ob- 
tenu mesurera  approximativement  le  débit  du  canal. 

On  trouvera  dans  le  tome  XIII  du  Recueil  des  Suivants 
étrangers  (Académie  des  Sciences,  prix  de  i85o)  le  dé- 
tail de  nombreuses  expériences  faites  par  M.  Lesbros  sur 
la  dépense  des  grands  orifices  5  c'est  peut-être  le  travail 
le  plus  complet  et  le  plus  important  qui  ait  été  fait  sur 
cette  question. 
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CHAPITRE  IL 

MOUVEMENTS  QUELCONQUES  DES  FLUIDES. 


Les  équations  générales  du  mouvemenl  des  fluides, 
telles  quelles  sont  données  dans  tous  les  Traités  de  Mé- 
canique, ont  été  trouvées  par  Euler  {*).  On  ne  sait  les 
intégrer  que  dans  un  très-petit  nombre  de  cas  particuliers, 

SECTION  L 

ÉCOULEMENT    DES    LIQUIDES    DANS    l'hYPOTHÈSE    DU 
PARALLÉLISME   DES    TRANCHES. 

Lorsqu'un  liquide  renfermé  dans  un  vase  s'écoule  par 
un  petit  orifice,  on  admet  souvent  que  les  molécules  qui 
se  trouvent  sur  une  même  tranche  horizontale  y  restent 
pendant  toute  la  durée  du  mouvement,  tant  que  la  tran- 
che n'est  pas  très-voisine  de  l'orifice  5  de  plus^  on  néglige 
les  vitesses  horizontales  des  molécules,  quand  la  section 
horizontale  du  vase  varie  peu  avec  la  hauteur  du  plan  sé- 
cant. 

Ces  suppositions  constituent  V hypothèse  du  parallé^ 
lisme  des  tranches.  Elles  conduisent  à  des  formules  qui, 
pour  toute  époque  tant  soit  peu  éloignée  de  celle  où  l'écou- 
lement commence,  se  réduisent  aux  formules  du  mouve- 
ment permanent,  avec  cette  différence,  toutefois,  que  la 


(*)  Mémoires  de  l'Académie  de  Berlin,  l'jbb,  p.  274  et  suiv. 
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hauteur  du  niveau  au-dessus  de  rorîfice  est  variable  avec 
le  temps. 

Ainsi,  nommant  o)  Taire  de  Torifice,  i^  la  vitesse  de 
sortie,  p  la  pression  qui  s'exerce  à  l'orifice  du  dehors  au 
dedans  sur  Tunilé  de  surface,  (c)o,  (^o^  P^  '^^  quantités 
analogues  pour  la  surface  de  niveau,  z  la  hauteur  du 
niveau  au-dessus  de  l'orifice,  p  la  densité  du  liquide,  et 

supposant  le  rapport  —  assez  petit  pourqu  on  puisse  né- 

gliger  son  carré  dans  le  calcul  de  la  vitesse  f^,  on  obtient 
les  formules 


(B)  wf  =  wo  l'o     ou  bien     tivdt  =  —  Wo  ^z 

L'hypothèse  du  parallélisme  des  tranches  a  été  intro- 
duite dans  la  théorie  des  fluides  par  Daniel  Bernoulli  (*). 

1 .  Un  vase  contenant  un  liquide  est  réuni  à  un  contre- 
poids  V  par  un  fil  sans  masse,  qui  passe  sur  une  poulie 
fixe^  tout  le  système  est  en  mous^ement  sous  V action  de 
la  pesanteur  y  pendant  que  le  liquide  s'écoule  à  trai^ers 
un  petit  orifice  pratiqué  dans  la  paroi  du  vase.  On  con- 
naît la  forme  du  vase,  et  la  somme  Q^  de  son  propre 
poids  et  du  poids  du  liquide  quil  contient  à  une  époque 
donnée  f^.  Déterminer ,  dans  ces  circonstances^  la  loi  de 
Vécoulement. 

On  peut  considérer  le  vase  comme  immobile,  pourvu 
que  Ton  regarde  chaque  molécule  liquide  comme  solli- 
citée, non-seulement  par  la  pesanteur,  mais  encore  par 
une  force  accélératrice  égale  et  contraire  à  l'accélération 
du  système.  Si  l'on  nomme  Q  la  somme  du  poids  du  vase 
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et  du  poids  du  liquide  qu'il  contient  à  une  époque  quel- 
conque f,  la  force  accélératrice  additionnelle,  pour  cette 
époque,  estimée  dans  le  sens  de  la  pesanteur,  sera  sensi- 
blement 


g 


PH-Q 


On  remplacera  donc,  dans  la  formule  (A),  l'accéléra- 
tion g  par  la  somme 


P  — Q  P 


P-f-Q  ^'P-f-Q 

Alors,  si  les  pressions/?  et ^o  sont  égales,  il  vient 


et,  par  suite  (B), 


(2)  ^.''«  =  ~2«\/prfQ^. 

D  ailleurs,  si  Ton  nomme  Zo  la  valeur  de  z  à  Tépoque  r©, 
on  a 

(3)  Q==Q»  +  ^p  f\,dz. 

Les  équations  (i),  (2),  (3),  jointes  à  l'équation  de  la 
surface  du  vase,  qui  fait  connaître  a)^  en  fonction  de  ^, 
suffisent  pour  déterminer  toutes  les  circonstances  de  l'é- 
coulement. 

Lorsque  Q  =  P,  on  a 

en  sorte  que  l'écoulement  est  le  même  à  cet  instant  que  si 
le  vase  était  immobile. 

Si  l'on  avait  P  =  o,  la  vitesse  p»  serait  nulle,  le  liquide 
ne  s'écoulerait  point. 
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Sî  l'on  suppose  P  =  oo  ,  il  vient 

c'est-à-dire  que  la  vitesse  d'écoulement  est  à  celle  qui  au- 
rait lieu  à  l'état  de  repos  dans  le  rapport  de  ^2  à  l'unité. 
Daniel  fiERNouLLi,  Eydrotlynamique^  sect.  XI,  §  19. 

2.  Démontrer  quun  vase  cylindrique^  rempli  de  li- 
quide et  percé  à  sa  base  d'un  petit  orifice ,  emploie  pour 
se  vider  un  temps  double  de  celui  qui  suffirait  à  Vécou^ 
tentent  du  liquide  renfeimé  primitivement  dans  le  vase, 
si  le  niueau  était  maintenu  constamment  à  la  même 
hauteur  par  l'introduction  d'un  liquide  de  même  den- 
site. 

On  suppose  que  le  liquide  éprouve  une  même  pres- 
sion du  dehors  au  dedans,  au  niveau  supérieur  et  à 
Vorifice, 

3.  Quelle  est  la  surface  de  révolution  qui  forme  un 
vase  ou  le  niveau  s'abaisse  de  quantités  égales  dans  des 
temps  égaux,  lorsque  le  liquide  s'échappe  par  un  petit 
orifice  et  que  l'axe  défigure  est  vertical? 

Si  l'on  prend  l'axe  des  -z  dirigé  suivant  l'axe  de  révo- 
lution en  sens  contraire  de  la  pesanteur,  l'équation  de  la 
courbe  méridienne  en  coordonnées  rectangulaires  est  de 
la  forme 

a  et  b  étant  deux  constantes,  dont  la  dernière  est  nulle 
quand  les  pressions  qui  s'exercent  du  dehors  au  dedans, 
au  niveau  supérieur  et  à  l'orilice,  sont  égales. 

Jeaît  Bernoulli,  Opera^  t.  IV,  p.  480. 

4.  Un  vase  formé  d^une  demi-sphère  et  d'un  plan 
diamétral  est  percé  de  deux  petits  orifices  égaux,  l'un 
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situé  au  sommet  de  la  surface  courbe,  Vautre  situé  sur 
la  base.  Ce  vase  y  étant  exactement  rempli  d^un  liquide 
et  placé  dans  V atmosphère,  peut  se  vider  entièrement^ 
soit  par  le  premier  orifice,  soit  par  le  second^  suivant 
la  position  fixe  qu'on  lui  donne.  On  demande  le  rap^ 
port  des  temps  nécessaires  à  V écoulement  complet  dans 
ces  deux  hypothèses . 

Soient  Â  le  temps  nécessaire  à  l'écoulement  complet 
par  Forifice  pratiqué  au  sommet,  et  B  le  temps  nécessaire 
à  Fécoulement  complet  par  rorifice  pratiqué  dans  la 
base. 

On  trouve 

B  12 

EncycL  Metrop.  Mix,  Se,  1. 1,  p.  204. 


• 


SECTION  II. 

OSCILLATIONS    d'uN    LIQUIDE    RENFERMÉ    DANS    UN    TUBE. 

Nous  négligerons  ici  le  frottement  du  fluide  contre  les 
parois  du  tube,  et  nous  supposerons  que  le  mouvement  a 
^eu  par  tranches  perpendiculaires  à  Taxe  du  tube,  de 
jianière  que  chaque  tranche  reste  composée  des  mêmes 
molécules  pendant  toute  la  durée  du  mouvement. 

1 .  Trousser  la  loi  des  oscillations  d'une  colonne  liquide 
pesante,  qui  est  renfermée  dans  un  siphon  formé,  de 
deux  tubes  venicaux,  réunis  par  un  tube  horizontal  de 
même  diamètre. 

Soient  p  la  densité  du  liquide,  w  l'aire  de  la  section  du 
tube,  /  la  longueur  de  la  colonne  oscillante,  et  z  la  hau- 
teur du  liquide  dans  l'une  des  branches  verlicales  au- 
dessus  du  niveau  qui  convient  à  Féquilibre. 
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La  force  motrice  effeclîve  est  pw/  --—  ?  la  force  motrice 
appliquée  est  —  nptùgz.  Donc 

«=:Acosf  t/^r+B  j, 

A  et  6  désignant  deux  constantes  arbitraires. 

Si  Ton  compte  le  temps  à  partir  de  Tinstant  où  une 
oscillation  commence,  et  que  Ton  nomme  z^^  la  valeur 
initiale  de  «,  il  vient 


^==^«««^(\/tV' 


La  durée  de  l'oscillation  est  ?:  i/  — ;  elle  est  la  même 

que  pour  un  pendule  simple  dont  la  longueur  serait  égale 
à  la  demi-longueur  de  la  colonne  liquide. 

Newton  donne  cette  loi  dans  ses  Principes  (lib.  II, 
prop.  44?  4^  6^  46)  ^  puis,  assimilant  les  oscillations  de  la 
mer  à  celles  de  l'eau  renfermée  dans  un  siphon ,  il  en 
conclut  qu'une  vague  parcourt  la  dislance  qui  la  sépare 
de  la  vague  suivante,  à  peu  près  dans  le  même  temps 
qu'un  pendule  d'une  longueur  égale  à  cette  dislance  ac- 
complit une  oscillation-,  car  l'eau  de  la  mer  exécute  deux 
oscillations  dans  l'intervalle  de  temps  qui  sépare  le  pas- 
sage de  deux  vagues  successives  au  même  point.  Il  en  ré- 
sulte que,  si  l'on  nomme  /  la  distance  de  deux  vagues 

consécutives,  la  vitesse  des  vagues  est  sensiblement  -  y^- 

2,  Trouver  la  loi  des  oscillations  d'' un  liquide  pesant^ 
renfermé  dans  un  tube  de  section  variable. 
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Soient  : 

p  la  densité  du  liquide; 

p  la  pression  rapportée  à  Tuniié  de  surface  sur  une 
section  de  la  colonne  liquide  ; 

w  Taire  de  cette  section; 

V  la  vitesse  du  liquide  suivant  la  normale  à  cette  sec- 
tion; 

s  l'arc  de  la  courbe  que  forme  Taxe  du  tube,  compté 
depuis  un  point  fixe  jusqu'à  la  section  considérée; 

z  la  hauteur  de  Textrémilé  de  Tare  5  au-dessus  d'un 
plan  horizontal  fixe. 

Considérons  la  petite  portion  du  liquide  qui  est  com- 
prise entre  les  sections  faites  aux  extrémités  des  arcs  s 
et  5  -f-  ds. 

Les  forces  appliquées  doivent  faire  équilibre  aux  forces 
effectives  prises  en  sens  contraire.  Or  la  somme  des  forces 
appliquées,  projetées  sur  la  tangente  à  Taxe,  est 

dp  dz   , 

ta  —~  ds  '\-  s  pfù  T  as\ 
ds  ^     ds 

la  force  effective,  estimée  suivant  la  même  direction,  est 
le  produit  de  la  masse  ptùds  par  la  dérivée  totale  de  la 
vitesse  prise  relativement  au  temps,  savoir 

dv  ds        dif  dv        dv 

ds  dt        dt  ds        dt 

Nous  avons  donc  l'équation 

du  dz  dv  dv 

Si  nous  intégrons  dans  l'étendue  de  toute  la  colonne 
liquide,  en  nommant  p\  z',  ^\  .?',  (ù'  et  p'',  2",  i^\  s'\  w'' 
les  valeurs  des  quantités  p,  z,  i',  5,  w  aux  deux  extrémité» 
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de  la  colonne,  il  vient 

p' -  p" + gf  (»' -  »")  -  ^  Pi""-  ""•)  -p£  S  * = °' 

ou  bien,  d'après  les  relations 

w(»  —  w'i^'  —  0)" c"      et      p'  r=  --  , 

dt 

Les  pressions  extrêmes  p\  p'\  la  forme  du  tube  et  le 
volume  du  liquide  étant  connus,  les  quantités  2',  z^\  o)', 

—  pourront  s'exprimer  en  fonction 

de  la  seule  variable  s']  alors  Téquation  différentielle  ne 
.  contiendra  plus  que  les   variables  s^  et  t]  il  suflira  de 
l'intégrer  pour  connaître  le  mouvement. 

Supposons,  comme  exemple,  qu'il  s'agisse  des  oscilla-- 
tions  du  mercure  dans  un  baromètre  à  siphon.  Prenons 
l'origine  des  distances  z  et  des  arcs  5,  à  la  hauteur  où 
s'élève  le  mercure  dans  le  tube  scellé  quand  l'équilibre  a 
lieu,  ces  distances  et  ces  arcs  étant  comptés  positifs  lors- 
qu'on s'élève  sur  ce  tube.  Nommons  /'  la  longueur  de  la 
colonne  à  petit  diamètre  et  V  celle  de  la  colonne  à  grand 
diamètre  dans  Tétat  d'équilibre,  et  supposons  en  général 
que  les  lettres  simplement  accentuées  se  rapportent  au 
niveau  supérieur  et  les  lettres  doublement  accentuées  au 
niveau  inférieur. 
Il  vient 

p'  ^o, 


r'  ds 
Js"    « 


5': 

=:Z\ 

z" 

— 

— 

■z' 

ds 

l' 

-f- 

7" 

z' 

w 

«*' 

) 
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d'où  résulte  l'équation 

Si  les  oscillations  sont  très-petites,  nous  pouvons  né- 
gliger les  termes  du  second  degré  par  rapport  à  ^'  et  à  ses 
dérivées  5  l'intégrale  est  alors 

A,  B  désignant  des  constantes  arbitraires. 

Si,  de  plus,  la  section  w'  est  beaucoup  plus  petite  que 
la  section  w",  la  valeur  de  z^  se  réduit  approximative- 
ment à 


z'  =  Acosli/^,  t  -h  Bj- 


Dans  ce  cas,  la  durée  des  oscillations  est  sensiblement  la 
même  que  pour  un  pendule  simple  de  même  longueur 
que  la  colonne  au  petit  diamètre. 

Cette  dernière  formule  convient  encore  au  cas  où  le 
tube  aurait  partout  même  section,  quelle  que  soit  d'ail- 
leur  Tamplitude  des  oscillations. 

EuLERy  Noffi  Comment.  Acad,  Petrop,,  1770,  p.  21g. 

3.  Trouver  la  loi  des  petites  oscillations  de  la  colonne 
liquide,  dans  le  thermomètre  différentiel  de  Leslie  et 
dans  le  thermoscope  de  Rumford. 

Soient  : 

0)  Taire  de  la  section  du  tube; 

/  la  longueur  de  la  colonne  oscillante; 

V  le  volume  d'air  renfermé  dans  Tappareil  de  chaque 
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côté  de  la  colonne  liquide,  quand  cette  colonne  est  en 
équilibre^ 

h  la  hauteur  de  la  colonne  liquide  qui  produirait  une 
pression  égale  à  celle  qu'exerce  Tair  intérieur  dans  l'état 
d'équilibre; 

s  le  chemin  parcouru  par  la  colonne  liquide  à  partir  de 
sa  position  d'équilibre. 

Pour  le  thermomètre  de  Leslie,  on  a  l'équation 

d^  _     /__hy AV      _^     \ 

Si  l'on  suppose  les  oscillations  très -petites,  leur  durée 
est  celle  des  oscillations  du  pendule  simple  dont  la  lon- 
gueur serait 

/V 


Pour  le  thermoscope  de  Rumford,  on  a  l'équation 

.^_    ,/      V  V     \ 

Si  l'on  suppose  les  oscillations  très-petites,  on  trouve 
que  la  longueur  du  pendule  synchrone  est 

/y 

Tkhta 
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CHAPITRE   III. 

ACTION  DES  FLUIDES  EN  MOUVEMENT. 

SECTION   I. 

PRESSION. 

On  admet  ordinairement  que  la  pression  normale,  qui 
s'ei^erce  entre  un  fluide  et  un  corps  dans  leur  mouvement 
relatif,  est  égale,  sur  chaque  élément  de  la  surface  cho- 
quée directement  par  le  fluide,  au  produit  de  cet  élément, 
par  une  constante  /r,  par  la  densité  du  fluide,  et  par  le 
carré  de  la  vitesse  relative  estimée  suivant  la  normale  à 
l'élément  considéré. 

Si  l'on  prend  respectivement  pour  unités  de  temps,  de 
longueur  et  de  force,  la  seconde,  le  mètre  et  le  kilogramme, 
les  expériences  faites  sur  les  projectiles  donnent  en 
moyenne 

/•  =  0,72. 

Nous  appliquerons  cette  loi;  et  de  plus  nous  cherche- 
rons à  déterminer  directement  la  pression  dans  quelques 
cas  simples,  à  l'aide  de  principes  incontestables. 

La  théorie  de  la  résistance  des  fluides  a  vivement  pré- 
occupé les  géomètres  du  dernier  siècle.  Newton  le  pre- 
mier, puis  les  BernoulH,  d'Alemberl  et  d'autres  ont 
beaucoup  travaillé  sur  cette  question  5  mais  leurs  efibrts 
ont  eu  p£U  de  succès.  La  théorie  reste  encore  presque 
tout  entière  à  trouver.    .. 

1 .  Déterminer  le  sommet  du  cône  droit  auquel  doit 
appartenir  un  tronc,  dont  on  connaît  la  hauteur  et  la 
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grande  base,  pour  que  la  pression  exercée  sur  la  petite 
base  et  sur  la  surface  convexe,  dans  le  sens  de  l*axe, 
par  un  fluide  qui  se  meut  dans  la  même  direction,  soit 
un  minimum. 

Soient  u  la  vitesse  du  fluide,  p  sa  densité,  h  la  hau- 
teur du  tronc  de  cône,  a  le  rayon  de  la  grande  base, 
b  celui  de  la  petite  base  et  a  Tangle  des  génératrices  avec 
l'axe. 

La  pression  exercée  sur  la  petite  base  est 

La  pression  normale  exercée  sur  la  surface  convexe  étant 
le  produit  de  kpv^  sin'a  par  l'aire  de  la  surface,  la  com- 
posante parallèle  à  l'axe  est  le  produit  de  /irpi>*  sin*«  par 
la  projection  de  la  surface  courbe  sur  le  plan  de  la  base, 
c'est-à-dire 

La  somme  de  ces  deux  pressions  est  le  produit  d'une 
quantité  donnée  et  du  binôme 

a'sin'a  H-  ^'cos'a. 

Il  s'agit  de  déterminer  a  par  la  condition  que  ce  binôme 
soit  un  minimum. 

Remplaçant  &cosa  par  sa  valeur  acosa  — h  sina,  et 
égalant  à  zéro  la  dérivée  relative  à  a,  on  trouve 


a cot X  =  -  ^  -f-  i/«'  -4-  T  ^^ 


I 


Cette  équation  exprime  que  le  sommet  du  cône  et  le 
contour  de  la  grande  base  sont  à  égale  distance  du  point 
milieu  de  la  droite  qui  joint  les  centres  des  deux  bases. 
Newton,  Principia^  lib.  II,  prop.  34»  schol. 

II.    a^ÉDIT.  33 
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2.  Trouver  toutes  les  surfaces  de  rév^oluUon  qui 
jouissent  de  cette  propriété,  quun  fluide^  animé  d^une 
"vitesse  parallèle  à  Vaxe  de  figure^  exerce  dans  la  di- 
rection de  Vaxe,  sur  la  portion  de  surface  comprise 
entre  deux  parallèles  quelconques,  une  pression  qui  est 
un  minimum. 

L'axe  de  révolution  étant  pris  pour  axe  des  x,  la  pres- 
sion exercée  dans  le  sens  de  Taxe  est  proportionnelle  à 
Tintégrale 

prise  entre  des  limites  constantes. 

Il  s'agit  de  déterminer  la  relation  qui  doit  exister  entre 
y  ^\  X  pour  que  cette  intégrale  soit  un  minimum. 

Ce  problème  se  résout  par  le  calcul  des  variations. 
Nous  considérerons  x  ^\.  y  comme  des  fonctions  d'une 
variable  indépendante,  choisie  à  volonté.  Nous  n'aurons 
rien  à  changer  dans  la  fonction  comprise  sous  le  signe 

1 5  puisqu'elle  ne  contient  que  des  différentielles  pre- 
mières. Soient  L,  L',  M  et  M' les  dérivées  partielles  de 
cette  fonction  prises  par  rapport  à  x,  y,  dx  et  dy. 
Les  équations  de  la  courbe  génératrice  seront 

(1)  L— £fM=:0, 

(2)  L'  — ^M'  =  o. 
Or,  si  l'on  pose  —•  =  p,  on  trouve 

L=:o,  L'=:— ^dlr, 
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D'après  ces  valeurs,  la  formule  (i)  donne  imntédiatement 

(3)  2^/?»r=û(H-;?»)% 

a  désignant  une  constante  arbitraire.  ' 

Cette  nouvelle  équation  permet  d'éliminer  y  de  la  va- 
leur de  M',  en  sorte  que  l'on  a 

1      p 

Substituant  cette  valeur  et  celle  de  V  dans  la   for- 
mule (a),  îl  vient 


P' 


{^-"?G-;^-^)^/']=^ 


Cette  équation  est  vérifiée,  soit  par  p  =  o,  ce  cpiî  re- 
présente un  cylindre,  soit  par 

(4)  '=*  +  ^('°g/'  +  ^  +  p)' 

h  désignant  une  nouvelle  constante  arbitraire. 

Occupons-nous  de  cette  dernière  solution,  seule  inté- 
ressante. 

Si  l'on  éliminait  p  entre  les  équations  (3)  et  (4),  on 

aurait  l'équation  finie  de    la  courbe  génératrice;  mais 

Fis.  87.  cette  élimination  n'est  point 

nécessaire  pour  trouver  la 

T  /  forme  de  la  courbe. 

Remarquons  d'abord  que 
l'on  peut  supposer  la  con- 
stante a  positive,  sans  nuire 
à  la  général! té  de  la  solution; 
_      car  le  signe  de  cette  constante 
ne  dépend  que  du  sens  sui- 
vant lequel  on  compte  les  coordonnées  positives.  La  con- 
stante b  dépend  du  point  de  l'axe  de  révolution  qui  est 
pris  pour  origine  des  coordonnées;  on  peutdonner  à  cette 

33. 
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constante  telle  valeur  que  Ton  voudra,  sans  que  la  forme 
de  la  courbe  soit  changée. 

Ceci  posé,  l'équation  (3)  peut  s'écrire 

(5)  /?*—  2  -/?^-f-2/7»-hI  =0. 


Pour  une  valeur  positive  de  -^t  cette  équation  ne  peut 

pas  être  satisfaite  par  des  valeurs  négatives  de  p.  Lorsque 

-  est  supérieur  à  2,  la  valeur  p  =  ij  substituée  dans  le 

premier  membre,  donne  un  résultat  négatif;  donc  il 
est  alors  deux  valeurs  positives  de  p  qui  vérifient  l'équa- 
tion. La  règle  de  Descartes  montre  qu*il  n'y  en  a  jamais 
un  plus  grand  nombre.  Les  valeurs  de  x  qui  correspon- 
dent à  ces  deux  valeurs  de  p  sont  réelles,  d'après  l'équa- 
tion (4)9  quelque  grande  que  soit  la  valeur  attribuée  à 

-•  Donc  la  courbe  se  compose  de  deux  branches  infinies. 

Lorsque  -  est  très-grand,  les  valeurs  p  =^  -,  p  =  i/- 

rendent  négatif  le  premier  membre  de  l'équation  (5)  ;  on 
en  conclut  que  les  deux  valeurs  correspondantes  de  p  sont 
l'une  très-grande^  l'autre  très-petite,  c'est-à-dire  que  les 
deux  branches,  à  mesure  qu'elles  s'éloignent,  tendent  à 
devenir  parallèles,  l'une  à  l'axe  des  y,  l'autre  à  l'axe 
deâ  X.  Elles  n'admettent  point  d'asymptotes^  car  x  con- 
verge vers  l'infini  lorçque  p  augmente  ou  diminue  indé- 
finiment. 

Chacune  des  dérivées  —  >  -^  n'est  annulée  que  par 

une  seule  valeur  positive  de  p,  et  cette  valeur  est  la  même 

pour  les  deux  dérivées,  savoir  p  =  ^.  La  valeur  corres- 

r  8 

pondante  de  -  est  — =•  Cette  valeur  rend  égales  les  deux 
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racines  réelles  de  Téquation  (5).  Comme  alors  il  ne  ré- 
pond aux  deux  racines  qu'une  seule  valeur  de  x,  il  s'en- 
suit que  les  deux  branches  de  la  courbe  viennent  se  toucher 
Tune  l'autre  en  un  point  Â  ^  à  ce  point  leur  inclinaison 
sur  Taxe  des  x  est  de  60  degrés.  En  outre,  la  courbe  n^à 
pas  de  points  d'inflexion.  Le  point  A  est  un  point  de  re- 
broussement,  car  Téquation  (5)  n'est  vérifiée  par  aucune 

valeur  réelle  de  p  lorsque  —  est  inférieur  à  — =  •  Ce  point 
^        ^      «  3v^3         *^ 

de  rebroussement  est  du  premier  genre,  puisque,  à  partir 

de  ce  point,  p  croit  sur  Tune  des  branches  et  décroît  sur 

l'autre. 

La  plus  petite  valeur  de  y  y  — -=5  ne  peut  être  nulle; 

3v3 

car,  si  l'on  fait  a  =  o,  la  surface  se  réduit  à  un  plan  per- 
pendiculaire à  l'axe,  et  alors  la  pression  est  évidemment 
un  maximum  et  non  un  minimum.  Il  suit  de  là  que  la 
surface  de  moindre  pression  ne  peut  jamais  recouvrir 
eatièrement  le  cercle  qu'on  obtient  en  la  coupant  par  un 
plan  perpendiculaire  à  l'axe.  Mais  on  peut  faire  en  sorte 
que  l'ouverture  centrale  soit  aussi  petite  que  l'on  veut. 
Il  sufGt  pour  cela  de  donner  à  la  constante  a  nne  valeur 
très-petite.  Cette  faible  valeur  de  la  constante  n'empêche 
pas  la  surface  de  s'étendre  indéfiniment  en  longueur  et  en 
largeur-,  car  quelque  petite  que  soit  cette  constante, 
pourvu  qu'elle  ne  soit  point  nulle,  on  peut  toujours  assi- 
gner une  valeur  dé  p  suffisaDiment  grande  pour  que  x  ely 
dépassent  toute  quantité  donnée. 

Ce  problème  est  l'un  des  premiers  exemples  du  calcul 
des  variations  que  l'on  rencontre  dans  les  écrits  des  géo- 
mètres du  dernier  siècle.  C'est  à  New^ton.  (*)  que  l'on  en 
doit  la  première  solution -,  il  énonça,  sans  la  démontrer, 

(*)  PrincipiOf  lib.  II,  prop.  34,  schol. 
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là  propriété  des  tangentes  représentée  par  l'équation  (  3). 
Plus  tard  Fatio  Duiller  (*),  donna  une  démonstration 
analytique,  mais  elle  est  fort  compliquée.  L'Hôpital  (**) 
la  simplifia  beaucoup.  Jean  Bemoulli  (***)  se  consola 
de  n'avoir  pas  été  le  premier  à  résoudre  cette  intéressante 
question,  en  se  récriant  sur  la  facilité  du  problème,  qu'il 
dit  avoir  trouvé  sans  plume  ni  papier  pendant  qu'il  repo- 
sait sur  son  lit. 

On  trouve  dans  le  Traité  du  Nav^ire^  de  Bouguer,  et 
aussi  dans  les  Mémoires  de  V Académie  des  Sciences  de 
Paris  pour  Tannée  i733,  la  solution  d'un  problème  du 
même  genre  que  celui  qui  nous  occupe  :  Une  base  qui 
est  exposée  au  choc  d^ un  fluide  étant  donnée,  trouver  lé 
conoïde  dont  il  faut  la  couvrir  pour  que  Vimpulsion  soit 
la  moindre  quiH  est  possible.  Bouguer  entend  ici  par 
conoïde  une  surface  telle,  que  les  sections  parallèles  à  la 
base  soient  semblables,  et  soient  percées  en  des  points 
homologues  par  une  même  perpendiculaire  à  la  base  ;  cette 
droite  est  celle  qu'il  nomme  Vaxe  du  conoïde.  Il  arrive  à 
ce  résultat  digne  de  remarque,  que  le  conoïde  de  moindre 
résistance  au  mouvement  suivant  l'axe  est  aussi  celui 
pour  lequel  la  résistance  suivant  l'axe  est  un  minimum 
quand  le  mouvement  est  oblique^  et  spécialement,  si  la 
base  est  un  demi-eercle  et  que  l'axe  passe  au  centre,  la 
résistance  totale  est  un  minimum  quel  que  soit  le  mouve- 
ment. 

3.  Déterminer  la  figure  d* équilibre  que  prend  une 
masse  liquide  placée  entre  un  plan  horizontal  H,  un  plan 

(*)Demurorum  incUnatione /ruci {feras ad  arbores  sustinendas ;  Londres, 

1699. 

(**)  Mémoires  de  f  Académie  des  Sciences  de  Paris,  1699,  p.  107. 

(***)  Àcta  eruditorum,  1699,  P*  ^'^>  ®*  '7^°'  P»  ^^^'  ""  Qp^'**»  *•  '» 
p.  307  et  SUIT. 
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vertical  V  et  deux  plans  M,  M'  perpendiculaires  aux 
premiers^  lorsquelle  est  soumise  à  V  action  d'un  courant 
d^air  dirigé  perpendiculairement  an  plan  V. 

Il  nous  suffit  de  déterminer  la  section  AP  faite  dans  la 
surface  libre  de  la  masse  liquide  par  un  plan  parallèle 


Fig.  88. 


aux  deux  plans  M ,  M'. 
Prenons  l'origine  des 
coordonnées  au  sommet 
A,  l'axe  des  x  dirigé 
dans  le  sens  de  la  pe- 
santeur et  l'axe  des  j" 
dirigé  en  sens  contraire 
du  courant. 

Soient   s  l'arc   de   la 

courbe  AP  compté  à  partir  du  point  A,  a  la  densité  du 

liquide,  f^  la  vitesse  du  courant,  p  la  densité  de  l'air  et  k 

la  constante  définie  dans  les  préliminaires. 

Le  liquide  supérieur  exerce  en  vertu  de  son  poids,  en 

un  point  quelconque  P  de  la  courbe,  une  pression  égale  à 

g(TX. 

Au  même  point,  la  pression  exercée  par  le  courant  d'air 
est 

"m- 

Égalant  ces  deux  pressions,  et  posant,  pour  abréger, 


il  vient 
ou  bien 


g^ 


2a, 


dx^ 


"  =  "^57' 


djr 


-\/-, 


dx. 
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Cette  équation  a  pour  intégrale,  comme  on  sait, 

i ;  a  — X 

r  =  V2/IX  —  x^  -^  a  arc  ces  — —  • 
*^        '  a 

On  n^ajoule  pas  de  constante,  parce  que  la  courbe  passe 
à  l'origine. 

La  surface  libre  du  liquide  est  donc  une  surface  cylin- 
drique qui  a  pour  base  une  cycloïde  ;  le  rayon  du  cercle 

générateur  de  la  cycioïde  est  -^  • 

Euler,  à  qui  nous  empruntons  ce  problème,  a  consi- 
déré le  cas  où  le  courant  d'air  est  incliné  à  l'horizon. 
EuLER,  Acta  Acad.  Petrop.^  ^777»  P*'*^-  h  P»   ^QO. 

l.  Déterminer  la  forme  et  le  mouv^em^ent  d'une  bulle 
qui  s^ élève  à  travée rs  un  liquide. 

Soient  QQ'  le  niveau  du  liquide,  ABA'  un  demi-méri- 
Fig.  89.  dien  de  la  bulle.  Prenons  pour  axe 

des  X  l'horizontale  OX  qui  passe 
au  point  B  où  la  tangente  au  mé- 
ridien est  verticale.  Nommons  : 

jr  la  hauteur  au-dessus  de  cet 
axe  d'un  point  P  appartenant  à  la 
branche  supérieure  de  la  courbé 
méridienne; 
j' la  distance  au  même  axe  d'un 
point  P'  de  la  branche  inférieure  ; 
b  la  distance  OA  ; 
b  '  la  distance  OA'  5 
5  l'arc  AP; 
z  la  distance  du  point  O  au-dessous  du  niveau  QQ'; 

1^  la  vitesse  du  point  O  ou  —  —  ; 

p  la  densité  du  liquide  ambiant; 
G  celle  de  la  bulle. 
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Nous  admettrons  que  la  pression  exercée  par  le  liquide 
ambiant  sur  cbacun  des  éléments  de  la  surface  de  la  bulle 
est  égale  à  la  pression  qui  aurait  lieu  si  la  bulle  était  en 
repos,  plus  la  pression  due  à  la  vitesse  relative.  Nous 
supposerons,  comme  à  Tordinairej  cette  seconde  partie 
de  la  pression  proportionnelle  au  carré  de  la  vitesse.  De 
plus,  comme  la  bulle  se  déforme  lentement,  nous  pour- 
rons admettre,  sans'  grande  erreur,  que  chaque  point  de 
la  surface  est  animé  de  la  même  vitesse  que  le  point  O. 

Ceci  posé,  la  constante  défînie  dans  les  préliminaires 
étant  toujours  représentée  par  /r,  les  pressions  normales 
exercées  aux  points  B,  A,  P,  rapportées  à  Tunité  de  sur- 
face, seront  respectivement 

Or  la  pression  au  point  P  est  égale  à  la  pression  au 
point  A,  plus  la  pression  due  à  une  colonne  fluide  de 
même  nature  que  la  bulle  et  d'une  hauteur  égale  à  la  dif- 
férence de  niveau  b  —  y.  On  a  donc 

gpi^-jr)  -^  ^'P^'  5?  '^^^(^  ""  *)  ■*"  ^^""^  "^  ^^  (^  — r)- 

De  même,  en  comparant  les  pressions  exercées  aux  points 
P  et  B,  on  trouve 

(0  êpi^-xl-^^p^'-^—SP^"  ger- 

ces équations  donnent  les  suivantes  : 

giP-^) 

-^  ds^ 

La  dernière  montre  que  la  branche  supérieure  APB  est 
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Une  demi-cycloïde,  engendrée  par  un  cercle  de  diamètre  b 
roulant  sur  Thorizontale  OB. 

Considérons  dans  la  bulle  un  filet  vertical  PP'  de  très- 
petite  section  co.  Le  poids  de  ce  filet  est  ^g^{y  -^^  y')^ 
la  pression  qu'il  supporte  au  point  P  dans  le  sens  de  la 
pesanteur  est  (i),  tùg  (pz  —  ay),  et  la  pression  verticale 
qu'il  supporte  au  point  P'  de  bas  en  haut  est  wg'p  (z  4-jr^  5 
donc  la  force  accélératrice  qui  tend  à  le  soulever  a  pour 
valeur 

On  trouverait  de  même,  pour  l'expression  de  la  force 
accélératrice  qui  tend  à  soulever  le  filet  central  A  A', 


Les  accélérations  verticales  des  diverses  molécules  de 
la  bulle  étant  peu  différentes  les  unes  des  autres,  on  peut 
égaler  les  forces  accélératrices  des  deux  filets.  Il  en  résulte 
Téquation  du  mouvement, 


dv          p  —  0"      b' 

—  -    fT  *                                                  -1 

dt~^      „       b  +  b' 

et  aussi 

y  _b' 

On  voit,  par  cette  dernière  relation,  que  la  branche 
inférieure  A'P'B  est  une  demi-cycloïde  dont  les  or- 
données verticales  ont  été  diminuées  dans  un  même  rap- 
port. 

Il  reste  à  déterminer  la  quantité  J'.  On  y  parviendra 
en  égalant  la  masse  connue  de  la  bulle,  M,  au  produit  de 
la  densité  a  et  du  volume  calculé  en  fonction  de  6'  à  Taide 
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des  équations  de  la  courbe  méridienne.  L^équation  est 


2 


M  =  27r(Tf        {y-^y)xdx. 


Remplaçant  y'  par  t-J^?  y  par  -  (i -f-cosc»)),  x  par 

-  (o)  4-  sinco),  et  intégrant  par  rapport  à  w  entre  les  li- 
mites o  et  TT,  on  trouve 


Il  s^ensuit 


»■= — . .".  .  -h. 


K^-i) 


D'après  cette  valeur  et  celle  de  £,  Téqualion  du  mou- 
vement devient 


dv         p  —  c 


dt       ""       rr  Mg' 

Si  la  bulle  est  liquide,  Téquation  est  de  la  forme 
dv 

A  et  6  désignant  des  constantes.  On  sait  l'intégrer  une 
première  fois  en  quantités  finies. 

Si  la  bulle  est  gazeuse,  on  devra  poser  a  =  hz^  h  étant 

une  constante,  puis  remplacer  if  par j-  •,  alors  on  aura 

une  équation  du  second  ordre,  où  ne  figureront  que  les 
variables  zett. 

Pàgaki,  Journal  de  M.  Crelle^  t.  XI,  p.  384;  i834« 
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Maupertuis  (*)  a  déterminé  le  mouvement  d'une  bulle 
d'air  en  la  supposant  sphérique.  Cette  hypothèse  étant 
certainement  bien  éloignée  de  la  vérité,  TAcadémie  de 
Bruxelles  considéra  le  problème  comme  non  résolu,  et  le 
mit  au  concours  pour  Tannée  1828. 

5.  On  suppose  un  liquide  oscillant  sous  V action  de  la 
pesanteur^  dans  un  siphon  qui  est  formé  de  deux  tubes 
verticaux  réunis  par  un  tube  horizontal  de  même  dia- 
mètre. Il  s^agit  de  démontrer  que  la  pression  moyenne 
exercée,  pendant  chaque  oscillation^  sur  un  élément  de 
laparoi  du  tube  constamment  en  contact  av^ec  le  liquide^ 
est  inférieure  à  celle  qui  s'exercerait,  sur  le  même  eVé- 
ment  si  la  colonne  liquide  était  en  repos. 

On  entend  par  pression  moyenne  exercée  pendant 
une  oscillation  le  rapport 

T 
pdt 


£ 


où,  p  représente  la  pression  à  V époque  t,  et  T  la  durée 
d^une  oscillation» 

Soient  p  la  densité  du  liquide  3 

/  la  longueur  de  la  colonne  ; 

z  la  hauteur  du  liquide  dans  lune  des  branches  verti- 
cales au-dessus  du  niveau  qui  convient  à  l'équilibre  ; 

h  la  distance  de  l'élément  considéré  au  même  niveau 
d'équilibre,  cette  distance  étant  comptée  positive  au- 
dessous  du  niveau  ; 

Zq  la  valeur  de  z  au  commencement  de  chaque  oscilla- 
tion. 

D'après  le  principe  de  d' Alembert,  et  en  supposant  que 

(* )  Hémoires  de  l'Académie  des  Science*  de  Pans,  1733,  p.  255. 
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le  mouvement  ait  lieu  par  tranches  perpendiculaires  à 
Taxe  du  tube,  la  portion  de  la  colonne  liquide  qui  se  ter- 
mine vers  Télément  considéré  doit  être  en  équilibre  sous 
les  actions  réunies  de  la  pression  p  qui  s'exerce  sur  la 
base,  du  poids  de  la  colonne  verticale  située  au-dessus  de 
l'élément  dsj  et  d'une  force  égale  et  contraire  à  la  force 
accélératrice  de  la  même  colonne  verticale. 
On  a  donc  l'équation 

En  outre,  on  a  trouvé  précédemment  (p.  507) 

dF^^T^' 
z  =  z.cos(^\J^iy     r  =  ^^±. 
D'après  ces  valeurs,  il  vient 

7^ =  §pà  — T ^  SP^^  V  ~  "*  7/ T~" 


cos  — •  di 


'^  .TT/ 


/  T         »  , 

—  gph —* 

Si  le  liquide  était  en  repibs,  la  pression  moyenne  serait 
gph]  donc,  par  le  fait  même  des  oscillations,  la  pression 
moyenne  est  diminuée  de 

/ 
CoMBESy  Journal  de  M,  Liouville,  t,  VIII,  p.  4^;  i843. 
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M.  Anatole  de  Caligny  (^)  a  construit  sur  ce  principe 
un  appareil  très-simple,  composé  de  deux  tubes  seule- 
ment, qui  est  capable  d'élever  Feau  à  une  petite  hauteur, 
par  l'effet  d'une  agitation  irrégulière  produite  dans  le  li- 
quide du  réservoir  supérieur.  C^est  encore  dans  cette  di- 
minution de  pression  occasionnée  par  le  mouvement  du 
liquide,  que  M.  de  Caligny*  trouve  l'explication  de  ce  fait 
singulier,  que  certains  cours  d'eau  du  littoral  se  jettent 
dans  la  mer,  selon  toutes  les  apparences,  bien  que  leur 
niveau  soit  moins  élevé  qu'elle. 

6.  Calculer  directement  la  pression  totale  exercée 
contre  les  parois  d^un  tube,  dans  lequel  se  meut  un  li- 
quide sous  V  action  de  forces  quelconques  y  en  supposant 
que  le  mouvement  ait  lieu  par  tranches  perpendiculaires 
à  Vaxe  du  tube* 

Rapportons  le  système  à  trois  axes  rectangulaires. 
Soient  : 

X,  y  y  z  les  coordonnées  d'un  point  de  la  courbe  qui 
forme  l'axe  du  tube  ; 

s  l'arc  de  cette  courbe  qui  se  termine  au  point  (a:,  y,  z)  ; 

a  l'angle  que  la  tangente  à  la  courbe  au  même  point 
fait  avec  l'axe  des  x  ; 

Gt)  l'aire  de  la  section  du  tube  au  même  point; 

V  la  vitesse  du  liquide  qui  traverse  cette  section  \ 

X,  Y^  Z  les  composantes  parallèles  aux  axes  de  la  force 
accélératrice  qui  est  appliquée  aux  molécules  situées  sur 
cette  même  section  ; 

P*  dsy  p^  dsj  p^  ds  les  composantes  parallèles  aux  axes 
de  la  pression  que  la  tranche  liquide  comprise  entre  les 


(*)  Journal  de  M.  LiowUle,  t.  VHI,  p.  23. 
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sections  faites  aux  extrémités  des  arcs  s  et  s  -^  ds  exerce 
contre  la  paroi  du  tube  j 

Pj,  la  pression  totale  que  le  liquide  exerce  sur  le  tube 
dans  la  direction  de  l'axe  des  x  \ 

p  la  densité  du  liquide; 

Xo,  ^o>  «oj  Wo,  i^o>  et  Xi,  5i,  ai,  Wi,  y^  les  valeurs  de  x^ 
^,  a,  co,  i^  correspondantes  aux  extrémités  du  tube. 

Si  l'on  exprime  que  les  forces  perdues  se  font  équilibre 
sur  la  tranche  considérée,  il  vient 

/>.=:o.p(z-^). 

Il  en  résulte,  en  particulier,  que  la  pression  totale 
exercée  dans  la  direction  de  Taxe  des  x  s^ exprime  par  la 
formule 

L'accélération  -^  peut  se  représenter  par  -^ j 

mais  il  faut  observer  que  u  est  une  fonction  de  £  et  de  5, 
a  une  fonction  de  s  seulen;ient,  et  que  la  dérivée  est  ici 
une  dérivée  totale.  On  a  donc 

d^x  dv        d.p  cosx  ds 

-r—-  =  cosa  —  H j -r-  5 

dt^  dt  ds        dt 

les  dérivées  qui  figurent  au  second  membre  étant  des 
dérivées  partielles. 

De  plus,  on  a  les  relations 

ds 

--=:p,      dsCOS0LS=idXj 

dv  dp^ 

cap  =  »«('«,      «—-  =  «,—-• 
dt  dt 
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Substituant  ces   valeurs  dans  Texpression  de  P„  on 
obtient 

—  p«o  «'o  [^i  cosa,  —  p«  cosao). 

Des  formules  semblables  donneraient  la  valeur  de  la 
pression  qui  s'exerce  suivant  l'axe  des  j^  et  suivant  Taxe 


Le  terme  qui  contient  la  dérivée  -^  disparait  quand  le 


mouvement  est  permanent. 

Si  les  forces  appliquées  au  liquide  se  réduisent  à  la  pe- 
santeur, alors,  nommant  II  le  poids  du  liquide  contenu 
dans  le  tube  et  a  Tangle  que  fait  Taxe  des  x  avec  la  ver- 
ticale, on  aura 


:  n  cosa ; 


et,  si  Ton  se  borne  à  considérer  le  mouvement  lorsqu'il 
est  devenu  permanent,  la  pression  totale  ne  sera  point 
changée,  de  quelque  manière  que  l'on  courbe  le  tube, 
pourvu  que  les  extrémités  conservent  la  même  différence 
de  niveau  et  des  directions  parallèles  à  leurs  directions 
premières  ;  il  faut  néanmoins  exclure  les  coudes  brusques 
qui  changeraient  la  nature  du  mouvement. 

Ces  formules  ont  été  données  pour  la  première  fois  par 
Euler.  La  démonstration  qui  précède  est  de  Coriolis 
(Journal  de  M.  Idoui^ille^  t.  II,  p.  i3o;  1837). 

•  7.  Démontrer  directement,  par  le  principe  des  forces 
vwes^  quune  veine  liquide^  tombant  sur  un  plan  qu'elle 
ne  quitte  qu'après  avfoir  perdu  toute  sa  vitesse  perpen- 
diculaire au  plan,  exerce  sur  cette  surface  une  pression 
normale,  proportionnelle  au  carré  de  la  vitesse  relatii^e 
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de  la  veine  et  du  plan  estimée  suivant  la  normale  au 
plan. 

Jean  Bernoulli,  Comment.  Petrop.^  ^1^1> 
p.  37.    —  Opéra  y  t.  IV,  p.  4^2. 

8.  Revenons  à  Phypolhèse  d'après  laquelle  la  pression 
qui  s'exerce  entre  un  fluide  et  une  surface  solide,  dans 
leur  mouvement  relatif,  est  proportionnelle  au  carré  de 
la  vitesse  relative  estimée  suivant  la  normale,  et  propo- 
sons-nous les  problèmes  suivants. 

Trouv^er  le  centre  de  pression  d^un  demi-cercle  qui 
tourne  autour  de  sa  base  dans  unjluide  homogène. 

Le  centre  de  pression  est  situé  sur  le  rayon  qui  partage 
la  surface  €n  deux  parties  symétriques,  à  une  distance  de 

la  base  égale  à  la  fraction  -^  du  rayon. 

9.  Vn  cylindre  de  rév^olution^  homogène  y  placé  debout 
sur  un  plan  horizontal,  est  exposé  au  choc  d'un  vent  qui 
souffle  dans  une  direction  parallèle  au  plan.  On  de- 
mande quelle  est  la  vitesse  du  vent  nécessaire  pour  ren^ 
verser  le  cylindre,  en  supposant  la  surface  du  plan  de 
telle  nature^  que  le  cylindre  ne  puisse  pas  glisser. 

SiTon  nomme  P  le  poids  du  cylindre,  /  sa  hauteur, 
p  la  densité  de  Tair,  A  la  constante  définie  dans  les  pré- 
liminaires et  p»  la  vitesse  cherchée,  on  trouve 

p2  rr:  • 

10.  Déterminer  la  forme  d^  équilibre  d^une  voile  rec- 
tangiilnirCy  dont  deux  cotés  opposés  sont  maintenus  dans 
des  directions  parallèles  entre  elles  et  perpendiculaires 
à  la  direction  du  vent, 

La  surface  cherchée  est  évidemment  une  surface  cylin- 
drique. 

II,  a*  ÉDiT.  34 
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On  trouve  que  la  section  droite  est  une  chaînette. 

Si  Ton  nommé  a  le  rapport  de  la  tension  de  la  voile 
dans  le  sens  perpendiculaire  aux  génératrices,  avec  la 
pression  que  le  vent  exercerait  sur  une  surface  plane  égale 
à  l'unité  et  qui  lui  serait  directement  opposée,  la  courbe 
peut  se  représenter  par  l'équation 


■=i>*r'). 


Ce  problème  lut  le  sujet  d'une  lutte  intéressante  entre 
les  deux  frères  Jacques  et  Jean  Bernoulli  {*).  Le{)remier 
trouva  la  solution  du  problème  dès  l'année  1691,  et  le 
second  peu  de  temps  après. 

1 1 .  On  suppose  une  lame  rectangulaire^  rigide ,  extrê- 
mement mince^  tout  entière  exposée  au  courant  d^un 
fluide  homogène  qui  la  frappe  perpendiculairement. 
Cette  lame  est  d'*  abord  maintenue  immobile  y  puis  tout  à 
coup  on  la  laisse  libre  de  tourner  autour  de  l'une  de  ses 
arêtes  qui  reste  fixe.  Il  s  agit  de  trouver  à  quelle  dis- 
tance de  l'axe  de  rotation  sont  situés  les  points  qui,  au 
premier  instant,  ont  une  vitesse  égale  à  celle  du  fluide. 
Le  poids  et  le  moment  d'inertie  de  la  lame  sont  négli- 
geables. 

Si  Ton  nomme  x  le  rapport  de  la  distance  cherchée  à  la 
longueur  de  la  lame  daus  le  sens  perpendiculaire  à  Taxe 
de  rotation,  on  arrive  à  l'équation 

3 

X*  —  Zx^  -\-  4^ =  o  ; 

d'où  l'on  lire 

jc  =  o,65. . . . 

DucREST,  Essais  sur  les  machines  hydrauliques  y  p.  267;  1777. 


(*)  Voir  l'histoire  de  ce   problème  dans  les  Acta  eruditoruin,   1696, 
p.  546,  ou  bien  dans  les  Œuvres  de  Jacques  Bernoulli,  t.  I,  p.  653. 
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SECTION  IL 

MÀGHIJSES    MISES    EN    MOUVEMEINT    PAR    LES    FLUIDES. 

1 .  Equation  de  la  transmission  du  travail  appliquée 
aux  roues  hydrauliques  en  général,  —  Nous  nous  pro- 
posoQS  îcî  de  calculer  le  travail  moteur  que  l'eau  transmet 
aux  principales  roues  hydrauliques,  lorsque  le  mouve- 
ment de  la  machine  peut  être  considéré  comme  uniforme, 
et  celui  du  liquide  comme  permanent.  Ce  calcul  nous 
donnera  des  indications  précieuses  sur  la  valeur  dyna- 
mique et  la  disposition  la  plus  convenable  de  ces  récep- 
teurs. Commençons  par  établir  l'équation  générale. 

Imaginons  dans  la  colonne  d'eau  deux  sections  perpen- 
diculaires au  courant  et  très-voisines  de  la  roue,  l'une  en 
amont,  l'autre  en  aval.  C'est  à  la  masse  liquide  comprise 
entre  ces  denx  sections,  à  une  époque  donnée,  que  nous 
allons  appliquer  le  principe  de  la  transmission  du  travail. 

Soient  : 

i^  la  vitesse  moyenne  du  liquide  dans  la  section  en 
amont; 

i^'  la  vitesse  moyenne  dans  la  section  en  aval; 

h  la  distance  du  centre  de  gravité  de  la  deuxième  section 
au  plan  horizontal  qui  passe  par  le  centre  de  gravité  de 
la  première  section  ; 

Q  le  volume  du  liquide  qui  traverse  chacune  des  sec- 
tions pendant  l'unité  de  temps; 

p  la  densité  du  liquide,  ou  le  poids  de  l'unité  de  vo- 
lume divisé  par  le  nombre  g] 

Tf  le  travail  produit  pendant  Funité  de  temps  par  les 
frottements  et  actions  mutuelles  du  liquide  agité; 

T,^  le  travail  du  à  la  pression  de  la  roue  sur  le  liquide 
pendant  Tunité  de  temps,  lequel  est  égal  au  travail  mo- 
teur transmis  par  le  liquide  à  la  roue. 

34. 
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L'accroissement  de  force  vive  de  la  masse  liquide,  pen- 
dant l'instant  infiniment  petit  dt  qui  suit  l'époque  con- 
sîdéiée,  est  pQ  (^''*  —  v^^)  dt.  Le  travail  des  forces  qui 
agissent  pendant  le  même  instant  sur  cette  même  masse 
liquide  comprend  le  travail  de  la  pesanteur  gpQhdt^ 
le  travail  — Tfdt  et  le  travail  — T,„^/.  On  a  donc 

P  Q  {*""  —  ''')  dt  =  7^  [gpQ^lidt  —  Tfdt  —  T„,dt), 

et,  par  suite, 

(A)  T,.z=g'pQA  +  ipQ(p-^-p'^)-T/. 

Quand  il  s'agit  d'établir  une  roue  hydraulique,  les 
quantités  données  sont  ordinairement  la  dépense  Q  et  la 
hauteur  de  la  chute,  c'est-à-dire  la  différence  de  niveau 
entre  deux  réservoirs  situés  l'un  en  amont  de  la  roue, 
l'autre  en  aval,  dans  lesquels  la  vitesse  de  l'eau  est  nulle 
ou  très-petite. 

Nous  désignerons  cette  hauteur  de  chute  par  H. 

On  devra  employer  une  partie  A„  de  la  hauteur  H  à 
faire  acquérir  à  la  colonne  liquide  la  vitesse  i^  avec  laquelle 
l'eau  doit  arriver  sur  la  roue  ;  l'autre  partie  de  la  hauteur 
de  chute  sera  employée  tout  entière  à  faire  agir  l'eau  sur 
le  récepteur,  autrement  on  n'utiliserait  point  toute  la 
chute.  De  plus,  on  évitera  autant  que  possible  les  pertes 
de  force  vive  dans  le  canal  d'amenée,  afin  de  procurer  la 
vitesse  ^'  avec  la  plus  petite  hauteur  possible  h^.  Admet- 
tons qu'on  soit  parvenu  à  éviter  ces  pertes  de  force  vive. 
Alors  on  aura . 

et  (A) 

Cette  formule  nous  montre  que  le  travail  utile  T„  ne 
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peut  jamais  surpasser  la  quantité  gpQH,  et  s'en  approche 
d'autant  plus  que  f^'  et  T^sont  plus  petits.  De  là  résulte 
cette  double  condition  du  bon  rendement  des  roues  hydrau- 
liques, gue  Peau  arwe  sur  la  roue  sans  choc^  et  la  quitte 
sans  vitesse, 

La  quantité  gfpQH,  qui  mesure  le  travail  de  la  pesan- 
teur dans  le  passage  de  l'eau  du  bief  supérieur  au  bief 
inférieur,  esyt  ce  qu'on  nomme  la  puissance  absolue  de  la 
chute, 

2.  Roue  à  augets,  —  On  peut  admettre,  avec  une 
approximation  suffisante,  que  l'eau  reçue  dans  les  augets 
prend  la  vitesse  de  la  roue,  et  en  sort  avec  la  même  vitesse. 


Fig.  90. 


L'eau,  arrivant  sur  la  roue  avec  la  vitesse  p»,  change 
donc  rapidement  cette  vitesse  contre  la  vitesse  p»'  de  la  cir- 
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conférence  extérieure  de  la  roue.  Ce  changement  de  vi- 
tesse accuse  un  travail  résistant  Ty,  égal  à  la  demi-somme 
des  forces  vives  dues  aux  vitesses  perdues  (voyez  p.  484). 
Si  l'on  nomme  w  la  vitesse  perdue,  qui  n'est  autre  que  la 
vitesse  de  l'eau  affluente,  estimée  relativement  à  la  cir- 
conférence extérieure  de  la  roue,  on  aura 

w^  =  ç^  -h  v'^  —  2  vv'  ces  (<»,  /), 
et,  par  conséquent, 

T/  =  -  pQ[p*  +  v'^  —  at'p'  cos  (f',  p')]. 

Si  l'on  pouvait  admettre  que  les  augets  se  vident  in- 
stantanément, lorsqu'ils  arrivent  à  l'extrémité  de  la  roue 
qui  louche  la  surface  du  bief  inférieur,  le  travail  de  la 
pesanteur  serait  g:pQ  A,  et  Ton  aurait  (A) 

(i)  T«  =  ^pQA-+-pQ/[pcos(P,  P')—/]. 

Cette  formule  n'est  applicable  qu'aux  roues  lentes,  dont 
les  augets  ne  sont  point  remplis  entièrement  5  encore,  pour 
la  faire  concorder  avec  les  résultats  de  l'expérience,  faut- 
il  multiplier  le  terme  gpQh  par  un  coeflScient  de  correc- 
tion, égal  à  0,78  si  les  augets  sont  remplis  à  moitié,  égal 
à  o,63  si  les  augets  sont  remplis  aux  deux  tiers. 

Pour  construire  une  formule  plus  exacte,  il  est  néces- 
saire de  connaître  la  quantité  d'eau  que  renferme  chaque 
auget  dans  une  position  donnée. 

Considérons  ime  molécule  M,  située  à  la  surface  du  li- 
quide qui  est  renfermé  dans  Tauget.  La  pesanteur  g  et  les 
forces  égales  et  contraires  aux  forces  accélératrices  qui 
produiraient  le  mouvement  de  la  molécule,  si  elle  était 
libre,  doivent  se  faire  équilibre  sur  cette  molécule  en 
vertu  des  liaisons  et,  par  conséquent,  doivent  avoir  une 
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résultante  normale  à  la  surface  du  liquide.  Il  nous  est 
facile  de  déterminer  celte  surface  ^  car  le  mouvement  réel 
de  la  molécule  diffère  peu  d'un  mouvement  circulaire  uni- 
forme, égal  à  celui  de  la  roue,  en  sorte  que  les  secondes 
forces  se  réduisent  à  peu  près  à  la  force  centrifuge. 

Soient  o)  la  vitesse  angulaire  de  la  roue,  /'  la  distance 
de  l'axe  à  la' molécule  considérée,  R  la  résultante  de  la 
pesanteur  g  et  de  la  force  centrifuge  w'r,  et  I  le  point  où 
la  direction  de  cette  résultante  rencontre  le  rayon  verti- 
cal 01  qui  est  situé  avec  la  molécule  M  dans  un  même 
plan  perpendiculaire  à  l'axe  de  la  roue. 

Il  est  aisé  de  voir,  par  la  considération  de  deux  trian- 
gles semblables,  que  Ton  a  l'égalité 

21  =  4-,     d'où     0I  =  £. 

La  position  du  point  I  déterminée  par  cette  dernière  re- 
lation étant  indépendante  de  la  distance  r,  il  s'ensuit 
que  les  normales  aux  différents  points  de  la  surface  du 
liquide  s'appuient  toutes  sensiblement  ,sur  une  même 
droite  horizontale  I,  située  avec  l'axe  de  la  roue  dans 
un  même  plan  vertical.  La  surface  de  Veau  dans  chaque 
augct  est  donc  à  peu  près  celle  d^un  cylindre  circulaire^ 
dont  l'axe  est  parallèle  à  Vaxe  de  la  roue  et  situé  dans 
le  même  plan  vertical^  à  une  hauteur  au-dessus  de  cette 

droite  es  aie  à  ^  • 

D'après  cela,  on  peut  aisément  déterminer  la  position 
de  l'auget  où  le  déversement  commence.  A  cet  effet,  on 
tracera  le  profil  de  la  roue  et  les  profils  circulaires  des  sur- 
faces de  niveau  qui  passent  au  bord  de  chaque  auget*,  on 
aura,  par  cette  construction,  le  profil  du  plus  grand  vo- 
lume d'eau  que  chaque  auget  puisse  contenir  5  ce  volume 
pourra  se  calculer  approximativement  par  la  méthode  des 
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quadratures.  Après  quelques  tâtonnements,  on  trouvera 
la  position  de  l'auget  où  ce  volume  est  sensiblement  égal 
au  volume  d'eau  reçu,  lequel  est  égal  au  quotient  du  vo- 
lume Q  par  le  nombre  des  augels  qui  passent  dans 
Tunilé  de  temps.  Cette  position  sera  la  position  cber- 
chée. 

Soient  h'  la  hauteur  du  bord  de  Tauget  ou  le  déverse- 
ment commence  au-dessus  du  niveau  du  bief  inférieur, 
q  le  volume  variable  de  l'eau  qui  reste  datis  l'auget  lors- 
qu'il descend  au  bas  de  la  roue,  et  n  le  nombre  des  augets 
qui  passent  dans  Punité  de  temps. 

Pendant  que  la  roue  tourne  de  l'intervalle  compris 
entre  deux  augets  consécutifs,  l'eau  contenue  dans  les  au- 
gets qui  ont  commencé  à  se  vider  produit  par  son  poids 
un  travail  égal  à  celui  que  produit  l'eau  contenue  dans  un 
seul  auget,  pendant  tout  le  temps  que  cet  auget  met  à  se 
vider.  Le  travail  de  la  pesanteur  pendant  l'unité  de  temps 
est  donc 

g^(i_[h-h')-^g^n    j      qdh. 
Jo 

L'intégrale  I  qdh  se  calculera  par  la  formule  de  Tho- 
mas Simpson.  On  mesurera  sur  le  profil  le  volume  d'eau 
qui  reste  dans  l'auget  pour  cinq  positions,  correspon- 
dantes aux  hauteurs  du  bord  o,  j  h\  -  h\  j  h\  h\  Nom- 
mant <jro>  Çi^  Çij  <Jzt  <jk  ces  volumes,  on  aura,  avec  une 
approximation  suffisante, 


X 


'2 


Ainsi,  quand  on  tient  compte  du  temps  que  les  augets 
mettent  à  se  vider,  la  formule  qui  exprime  le  travail  mo- 
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leur  est 

11 

•+pQp'  [pcos  (v,  <'')  —  /]. 

Si  l'on  suppose  Q,  q^^  171,...,  exprimés  en  mètres 
cubes,  h  et  7i'  en  mètres,  i*  et  i^'  en  mètres  par  seconde 
et  T,„  en  kilogrammètres,  la  formule  devient 

T„=  loooQ(/^  — A')-4-i^^i^'[i7o-f-27,-f-4(çr,4-5r3)-i-^,] 

-f-  l02Qp' [pcos(j', /) — p'].  , 

Le  quotient  de  ce  nombre  par  7 5  est  le  nombre  de  che- 
vaux qui  mesure  la  force  de  la  roue. 

Cette  dernière  formule  est  entièrement  d'accord  avec 
les  résultats  d'expériences  faites  dans  des  circonstances 
très-variées.  Elle  est  due  à  M.  Poncelet. 

On  voit  que,  toutes  choses  égales,  le  travail  utile  aug- 
mente à  mesure  que  l'angle  (^',  i^')  diminue;  mais  cet 
angle  ne  sera  jamais  nul,  sinon  l'eau  n'entrerait  pas  dans 
les  augets.  Il  faudra  toujours  donner  aux  augets  une  dis- 
position convenable  pour  que  l'eau  s'introduise  facile- 
ment, sans  qu'aucune  partie  soit  rejelée  au  dehors. 

Si  Ton  admet  la  relation  i^=  ^igh^^  la  formule  (2) 
peut  s'écrire 

T«.=^pQ  (H  —  h')  +  gon  —  [q,  +  iq,  -4-  4(^.  -f-  q,)  -^-  q,] 

pQ  [*'*  +  ^*'"  —  ^^^'  ces  (p,  /)]. 

Sous  cette  forme,  on  voit  que  le  travail  résistant  repré- 
senté par  le  dernier  .terme  décroît  à  mesure  que  les  vi- 
tesses ^  et  v'  diminuent;  de  plus,  à  mesure  que  la  vitesse 
de  la  roue  diminue,  le  déversement  anticipé  est  moins 
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considérable,  et  par  conséquent  la  somme  des  deux  pre- 
miers termes  s'approche  d'être  égale  à  la  puissance  abso- 
lue de  la  chute.  Donc  il  y  a  dé  l'avantage  à  amener  l'eau 
avec  une  petite  vitesse  et  à  faire  tourner  la  roue  lente- 
ment. La  vitesse  d'un  mèlre  à  la  circonférence  donne  en 
général  les  meilleurs  résultats. 

3.  Roue  en  dessous  à  aubes  planes  emboîtées  dans  un 
coursier.  —  Nous  suivrons  ici  une  marche  un  peu  diffé- 
rente. Considérons  la  colonne  liquide  qui  se  trouve  com- 
prime, à  une  époque  donnée,  entre  deux  sections  AB,  A'B' 


perpendiculaires  au  courant,  l'une  en  amont  de  la  roue, 
Taulre  en  aval. 

Soient  : 

i^  la  vitesse  moyenne  sur  la  section  AB; 

p»'  la  vitesse  moyenne  sur  la  section  A'B'; 

/  la  liauteur  du  niveau  au-dessus  du  fond  du  coursier 
sur  la  section  d'amont; 

/'  la  hauteur  analogue  sur  la  section  d'aval; 

Q  le  volume  de  Teau  qui  traverse  chaque  section  dans 
l'unité  de  temps; 
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F  la  composante  des  actions  de  la  roue  sur  la  colonne 
liquide  en  sens  contraire  du  courant; 

P  la  somme  de  toutes  les  autres  pressions  que  supporte 
la  colonne  liquide,  estimées  dans  la  direction  du  courant; 

p  la  densité  du  liquide  ; 

m  la  masse  de  Tune  de  ses  molécules  ; 

X  la  distance  de  celte  molécule  à  un  plan  fixe  parallèle 
à  l'une  des  sections  extrêmes,  cette  distance  étant  comptée 
positive  dans  le  sens  du  courant. 

Exprimant  que  les  composantes  horizontales  des  forces 
perdues  se  font  équilibre  sur  la  colonne  considérée,  il 
vient 

La  somme  "V  7M —- est  la  dérivée  de  la  quantité  de 

mouvement  de  la  colpnne  liquide^  prise  par  rapport  au 
temps.  Puisque  le  mouvement  est  permanent,  Taccrois- 
sement  de  la  quantité  de  mouvement,  pendant  Tinstant 
infiniment  petit  dt  qui  suit  Tépoque  considérée,  se 
réduit  à  la  différence  entre  les  quantités  de  mouve- 
ment des  deux  petites  parties  du  liquide  qui  traversent 
les  plans  fixes  A'B',  AB  pendant  le  même  instant,  savoir 
pQdtXi^' — pQdtXi^.  La  dérivée  est  doncpQ  (i^' — i^). 
Par  suite, 

La  somme  P  comprend  la  pression  atmosphérique,  la 
résistance  due  au  frottement  contre  les  parois  du  cour- 
sier, et  enfin  les  pressions  exercées  par  le  liquide  adja- 
cent aux  extrémités  de  la  colonne.  Les  composantes  hori- 
zontales des  pressions  qui  proviennent  de  l'atmosphère 
font  évidemment  une  somme  iiulle.  La  résistance  qui 
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naît  du  frottement  est  peu  considérable,  vu  la  petite 
longueur  de  la  colonne  5  on  peut  la  négliger.  Ainsi  P  se 
réduit  à  la  somme  algébrique  des  pressions  exercées  aux 
extrémités  de  la  colonne.  Si  Ton  observe  que  les  aires  des 

sections  AB,  A'B'  sont  respectivement  —  >  -^?  il  vient 
^  Q  ^'  Q 


ou  bien,  puisque  /V=  /w, 


P^lg'pQ/ 


["      "'V 


La  pression  F  mesure  l'effort  horizontal  que  supporte 
la  roue.  On  peut,  sans  erreur  considérable,  supposer 
cette  force  appliquée  sur  la  circonférence  extérieure, 
dont  la  vitesse  est  sensiblement  égale  à  (>',  et  négliger  le 
travail  utile  provenant  des  actions  verticales^  alors  on 
aura 

Fp'=:T«. 

Substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  (i),  il  vient 

Lorsque  les  quantités  1^,  Q,  /  sont  données,  la  vitesse 
p»'  qui  rend  un  maximum  l'expression  précédente  du  tra- 
vail moteur,  vérifie  l'équation  dérivée, 

(0'-(M^){0'-f=- 

ce  qui  donne  une  valeur  du  rapport  -  un  peu  supérieure 


,   I 
a  -• 
2 


Quand  on  exprime  Q  en  mètres  cubes,  /  en  mètres, 
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^  et  i^'  en  mètres  par  seconde  et  T,„  en  kilogrammètres,  la 
formule  devient  ^ 


T.: 


I02Qp'(c;  —  u')  --5ooQ/(-,  —   -j. 


'Cette  formule  est  due  h  M.  Bélanger.  Ayant  cet  auteur 
on  négligeait  la  différence  du  niveau  en  amont  et  en  aval 
de  la  roue 5  en  sorte  que  le  second  terme  de  la  formule 
disparaissait,  bien  qu'il  ne  soit  nullement  négligeable 
vis-à-vis  du  premier. 

Les  roues  en  dessous  à  aubes  planes  n'utilisent  qu'une 
faible  fraction  de  la  puissance  absolue  de  la  chute;  sous 
ce  rapport  elles  sont  bien  inférieures  aux  roues  à  augets. 
Ce  défaut  vient  en  grande  partie  de  ce  que  l'eau  est  for- 
cée de  changer  brusquement  sa  vitesse  pour  prendre  celle 
des  aubes. 

4.  Roue  en  dessous  à  aubes  courbes  emboîtées  dans 
un  coursier.  —  M.  Poncelet  (*)  évite  l'inconvénient  que 

Fig.  92. 


nous  venons  de  signaler,  en  remplaçant  les  aubes  planes 


(*  )  Mémoire  sur  les  roues  à  aubes  courbes;  1827. 
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par  des  aubes  cylindriques  présentant  leur  concavité  au 
courant.  La  courbure  de  ces  aubes  est  à  volonté,  pourvu 
qu'elle  soit  continue-,  on  fait  ordinairement  la  section 
circulaire. 

Admettons  que  les  molécules  liquides  arrivent  sur 
l'aube  avec  une  vitesse  t^,  dirigée  dans  le  plan  tangent  au 
premier  élément  de  la  surface,  et  que,  pendant  le  temps 
peu  considérable  que  chaque  molécule  reste  en  contact 
avec  l'aube,  cette  surface  puisse  être  considérée  comme 
se  mouvant  parallèlement  à  elle-même  dans  la  direction 
de  la  vitesse  t^,  avec  une  vitesse  constante  t^',  égale  à  celle 
de  la  circonférence  extérieure  de  la  roue.  Calculons  dans 
cette  hypothèse  le  travail  qu'une  molécule  liquide,  de 
masse  /n,  transmettrait  à  la  roue,  si  le  mouvement  de 
cette  molécule  n'était  nullement  gêné  par  le  liquide 
affluent,  et  que  le  frottement  contre  la  surface  de  l'aube 
fût  négligeable. 

Le  mouvement  de  translation  commun  à  l'aube  et  à  la 
molécule  liquide,  pendant  qu'elles  sont  en  contact,  n'aura 
pas  d'influence  sur  leur  mouvement  relatif  5  de  sorte  que 
la  molécule  liquide,  après  s'être  élevée  sur  l'aube,  ac- 
querra, en  descendant  au  bas  de  la  surface,  une  vitesse 
relative  égale  et  contraire  à  la  vitesse  relative  i^  —  i^* 
qu'elle  possédait  à  son  arrivée.  La  vitesse  absolue  de  la 
molécule  liquide  à  sa  sortie  de  l'aube  sera  donc 

La  force  vive  perdue  pendant  son  action  sur  l'aube  sera 

/w[p=»— (2/—  vy]  =  ^mp'  {p—  p'), 
et  le  travail  communiqué  à  la  roue, 

2/Wt''  (p  —  v'). 

Il  en  résulte  que,  en  représentant  par  Q  le  volume 
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d'eau  admis  dans  la  roue  pendant  Tunité  de  temps,  le 
travail  moteur  serait  donné  par  la  formule 

T„='2pQp'(c;— 1^'), 
si  nos  hypothèses  étaient  réalisées.  Le  maximum  du  tra- 
vail moteur  répondrait  à  -  =  -?  et  serait  égal  à  la  puis- 
sance absolue  de  la  chute. 

Mais  les  suppositions  sur  lesquelles  se  fonde  cette 
théorie  sont  trop  éloignées  de  la  réalité,  pour  qu'on  doive 
regarder  la  formule  obtenue  comme  représentant  avec 
quelque  exactitude  le  travail  de  la  roue  à  aubes  courbes. 
Il  paraît  fort  difficile  de  donner  à  ce  sujet  une  théorie 
complètement  satisfaisante. 

Les  expériences  ont  appris  que  le  maximum  de  l'effet 

utile  répond  à  -  =  o,55,  et  ne  dépasse  pas  les  0,70  de  la 

puissance  absolue  de  la  chute. 

Quand  on  exprime  Q  en  mètres  cubes,  %^  et  i^'  en 
mètres  par  seconde,  et  T^  en  kilogrammètres,  on  a  sensi- 
blement : 

Pour  des  chutes  de  2"  et  au-dessus^ 

T«  =  i22Qp'(p-p'); 
Pour  des  chutes  de  i"',5o  à  2™, 

T;„  =  i32Qp'(c;-«/); 
Pour  des  chutes  au-dessous  de  i"*,5o, 

5.  jéliles  des  moulins  à  vent.  —  Nous  supposerons 
Tarbre  qui  porte  les  ailes  parallèle  à  la  direction  du  vent, 
et  la  surface  des  ailes  eogendrée  par  une  ligne  droite  de 
longueur  constante,  qui  glisse  sur  un  bras  perpendieu- 
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lâire  à  Tarbre,  en  restant  elle-même  perpendiculaire  à 
ce  bras.  Cette  disposition  est  la  plus  ordinaire,  et  aussi 
celle  qui  paraît  susceptible  de  donner  les  meilleurs  ré- 
sultats. 

Nous  partagerons  la  surface  de  l'aile  en  éléments  com- 
pris entre  deux  génératrices  consécutives,  et  nous  consi- 
dérerons chacun  de  ces  éléments  comme  situé  dans  le  plan 
déterminé  par  le  bras  et  par  l'une  des  deux  génératrices; 
Taire  de  cet  élément  aura  pour  mesure  le  produit  de  la 
largeur  de  Taile  par  la  plus  courte  distance  des  deux  gé- 
nératrices. 

Soient  : 

/  la  largeur  constante  de  l'aile  ; 

7^ la  dislance  de  Taxe  h  Tun  des  éléments  de  la  surface; 

Tq  et  Vi  les  valeurs  extrêmes  de  /-; 

cf  l'angle  que  le  plan  de  l'élément  considéré  fait  avec 
la  direction  du  vent; 

t^la  vitesse  du  vent; 

0)  la  vitesse  angulaire  de  l'arbre  qui  porte  les  ailes; 

p  la  densité  de  l'air,  ou  le  poids  d'un  volume  d'air 
égal  à  l'unité  divisé  par  le  nombre  gr; 

k  un  coefficient  constant  que  l'observation  détermi- 
nera. 

D'après  l'hypothèse  admise  dans  la  Section  précédente, 
la  pression  exercée  par  le  vent  sur  l'élément  de  l'aile  sera 
le  produit  des  constantes  ketp  par  la  surface  Idr  et  par  le 
carré  de  la  vitesse  relative,  estimée  suivant  la  normale  à 
l'élément.  Or  la  projection  de  la  vitesse  du  vent  sur  la  di- 
rection de  la  normale  est  f^sin(p,  et  la  projection  de  la 
vitesse  de  l'élément  lui-même  estwrcoscf;  donc  la  pres- 
sion sera 

/'  p  /  (  ï'  sin  ^  —  w  r  cos  (p  ydr. 

Il  en  résulte  que  le  travail  moteur  élémentaire  aura 
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pour  valeur 

/•p/  (('siny  —  (fi r coscf Y dr .(0 r  costf  dt; 

et,  si  le  mouvement  est  uniforme,  le  travail  moteur  déve- 
loppé pendant  Funité  de  temps  sur  Taile  entière  sera 


(i)  Api   j        (i^sin«p  —  wrcos»)''o)7*cos(p  ^/r. 

Supposant  données  la  largeur  des  ailes  et  les  distances 
de  leurs  extrémités  à  l'axe,  on  peut  déterminer  la  cour- 
bure de  la  surface  des  ailes,  de  manière  que  le  travail 
moteur  ait  la  plus  grande  valeur  possible,  quelle  que  soit 
la  vitesse  angulaire.  Ceci  revient  à  trouver  la  fonction  de  r 
qui,  substituée  à  y,  rend  un  maximum  l'intégrale  (i). 

Puisque  chaque  élément  de  l'intégrale  ne  dépend  que 
d'un  seul  élément  de  la  surface,  et  en  aucune  façon  des 
éléments  voisins,  la  somme  sera  un  maximum,  si  le  tra- 
vail exercé  sur  chaque  élément  de  la  surface  est  séparé- 
ment un  maximum.  Or,  pour  qu'il  en  soit  ainsi,  il  faut 

que  la  fonction  comprise  sous  le  signe    /  ait  une  dérivée 

nulle  relativement  à  la  variable  f.  Egalant  la  dérivée  à 
zéro,  après  avoir  supprimé  le  facteur  (t^sintp  —  wrcos^p), 
qui  ne  saurait  être  nul  sans  que  le  travail  soit  nul  lui- 
même,  il  vient 

(2)  2  (pcoscp  -f- wrsin©)  cos<p  —  siny  (<» sin(j>  —  wrcoS(p)r-o; 
d'où  Ton  lire 

(3)  tang,^--— +y/(^— J4-2. 

Cette  dernière  équation  détermine  la  forme  la  plus 
avantageuse  des  ailes,  pour  une  vitesse  angulaire  qui  est 
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